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a) Puisque r — Ii,, est décroissante
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b) Par snite . 3 {5 a un sens si, et senlement si, a > 2.

n=0k=n+1

c) Posons wy ,, = l:l? g1 & = n et ug,, = 0 sinon.

-+oa

Pour tout n =2 1, }_ |ug .| converge et 3}~ ¥} |ug ,| converge donc on peut
k=0 n 20 k=0

appliquer la formule de Fubini et affirmer
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avec convergence des séries sous-jacentes.
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Notons qug les termes sommés sont positifs.
Pour chaque M*, la série L CONVETZE CAr L ~
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Par télescopage
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La série qgl Fg“ -[—qg-m:_'_—l E -7 converge anssi, on peut donc affirmer que
la famille
1

( (p+a')p+q* + 1})[p.q]er.-xe.--

est sommable et sa somme vant
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La série converge compte tenn des critéres nsnels.
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Par telescopage :
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r=1 n=1n¥p n=1 p=1.p#Fn

On en déduit que la familles des 1/(n® — p®) avec (p.n) € H*2, p # n n'est pas
sommable.
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Par produit de ;Eauch}' de série convergeant absolument
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a) Puisque v € £1(Z), v, II—} 0 et donc (v,) est bornée par un certain M.
| — oo

On a |ugvn_i| < M |ug| done la famille (upvn_p)rez est sommable.
b) Pour chaque k € Z, la famille (|ugv,_p|),cz est sommable avec

> lurvnk| = lue] Y Joni| = |ux] Y Jva|

neld neh nek
et la famille (|m} Y. |vﬂ[) est aussi sommable, donc, par sommation par
ueR ke,

paquets, la famille (upv,_p)n k)cze est sommable.
Par sommation par paquets

Y luvn gl =) |uk|oni| < 400
(m.k)eE? nek ke E
Puisque
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on a obtient u « v € £1(Z).
De plus, par sommation par paquets
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in,k)cE? nef kel keZnek
ce qui donne
Z (u* v)y = Zukan_k =Zuk2w
neL ke nc & keh el
¢)Ona
(wev)n= Y wop=(vxu),
k4f=n
et
((u* v) * w), = z UpVitlm = (U * (U % w))n
k4fi4tm=n

Pour £ définie par £, = 4, 5, u * £ = u donc ¢ est élément neutre.
d) Considérons u définie par u, = do.n — d1 1.

Si u est inversible et v son inverse, la relation u « v = ¢ donne

Un —VUn_1 =& = 601:1.'

Par suite pour tout n € M, v, = v, et puisque v,, ——— 0, pour tout

n—4o0
n € M, v, = 0. De méme pour tout n < 0,v,, =0

Mais alors, pour n =10, vy, — vy_1 = dp 5, donne 0 =1.
L’élément u n’est pas inversible et done (£'(Z), ) n’est pas un groupe.



Puisque |z| < 1, on peut écrire par sommation géométrique

1 che nii
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n=>0 n=0 k=0

Tout entier naturel non nul p s’écrit de facon unique sous la forme
p=2"(2k+1) avec n,k e N

On peut donc affirmer que M* est la réunion des ensembles deux A deux disjoints
suivants

Ay = {2%(2k + 1)/k € N}

Puisque la famille (z7)p=n+ est sommable, on peut sommer par paquets et écrire
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Finalement
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Série entiere et série entiere dérivée ont méme rayon de convergence. Etudions
alors le rayon de convergence de > cos((n + 1}a)z™. (cos((n + 1)a)) est bornée
donc R = 1 et ne tend pas vers 0 donc R < 1 et finalement R = 1.

d(n) /U donc Kg < 1d(n) £ n et le rayon de convergence de 3 nz™ étant égal a
nzl
1 on a aussi H; = 1. On peut conclure B; = 1.



La suite (a,) est bornée mais ne tend par vers 0 (car /3 n'est pas un nombre
décimal).

Par conséquent, pour tout |z| < 1, la série numérique ¥ a,z™ converge car son
terme est dominé par le terme sommable z™.

En revanche 3" a,1™ diverge car (a,) ne tend par (.

On peut conclure que le rayon de convergence de la série entiére vaut 1.

On vient de voir que la série diverge grossiérement pour x = 1, il en est de méme
pour r = —1.

On conclut que 'intervalle cherché est

]_1!1[



a) unl(z) = “;—;{'—13“. Pour tout z # 0, %l — % done R = 3.

b) un(z) = 2"e~"" . Pour tout z € C, nu, (z) = 0 donc R = 4o00.

¢) un(z) = B2 Pour tout z # 0, u;*Er;']l} = ]“E]’::U {nil]‘ |z| - |z| done
R=1 )

d) u,(z) = 2, 2*". Pour tout z # 0, “;:E}E;J = i“:,:‘}' |z2]* = e|z]* donc

R= ‘”3.

a) un(z) =nlz™. Pc:ur tout z #£ 0, }“LJrEi]z_]

n

(n+ 1) |z| = 4oc donc R =10.

b) u,(z) = z™. Pour tout z # 0, “;szEf] = 'JE“;:"E_]‘_[E}’.:'H] || — 4|z| done
n mn

H=1/4.

o) a{z)= T[%'F‘}l;z“ Pour tout z # 0, “;:Ez[]z] == {3“+3}Ei1'¥?3[3“+13 lz| = 27|z

donc R = 1/27.
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Par suite R = 1.

a) Posons

e 1 sin est un carré
N 0 sinon

(2r) ne tend par vers 0 donc R £ 1 mais (a,) est borné donc R = 1. Finalement
H=1%

b} Posons a, = sinn.

(an) ne tend par vers 0 donc R < 1 mais (an) est borné donc R = 1. Finalement
R=1.

¢) Posons a, = (sinn)/ nZ.

(ar) est bornée donc R = 1.

Pour |z| > 1, la suite (5"’“ |2] ) ne tend pas vers 0 car la suite (sinn) ne tend
pas vers (. On en deduit R < 1 et ﬁna.iement =1



Notons R’ le rayon de convergence de ¥ a, 2°"

Pour |z| < VR, |2%| < Ret donc ¥ an(2%)" = ¥ anz™™ est absolument
convergente.

Pour |z| > VR, |22I > Ret donc ¥ a,(22)" =Y a,2?" est grossiérement
divergente.

On en déduit B’ = v/R.
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Montrons par double inégalité que le rayon de convergence B de ¥ a2z™ vaut

R = R?

Soit |z| < R.

Puisque la série numérique > anz™ est absolument convergente, on a anz™ — 0 et
donc a2z — 0.

Or pour |Z| > R', on sait que la suite (a2Z™) n'est pas bornée. On en déduit

|2 = R' et donc
R<vVR

|z

Soit |z| < VR'.

On a |z| < R' et donc |aZz?"| = 0 puis |a,2"| — 0. On en déduit |z| < R et donc

vR' = R



