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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

a) Pour x = 0, 1
t (‖0 + t.h‖ − ‖0‖) = |t|

t ‖h‖ n’a pas de limite en 0. Par suite ‖.‖
n’est pas différentiable en 0.
Pour x 6= 0, ‖x+ h‖ =

√
‖x‖2 + 2 (x | h) + ‖h‖2 = ‖x‖

√
1 + 2 (x|h)

‖x‖2 + ‖h‖2

‖x‖2 =
‖x‖+ (x|h)

‖x‖ + o(h) donc ‖.‖ est différentiable en x et de différentielle h 7→ (x|h)
‖x‖ .

b) Le vecteur gradient en x 6= 0 est x/‖x‖.

Exercice 2 : [énoncé]

a) Soit a ∈ E. On peut écrire

f(a+h) = 1
2
(

(u(a) | a)+(u(a) | h)+(u(h) | a)+(u(h) | h)
)
+(x0 | a)+(x0 | h)

Sachant (u(h) | a) = (u(a) | h), on obtient

f(a+ h) = f(a) + `(h) + (u(h) | h)

avec ` la forme linéaire donnée par

`(h) = (u(a) + x0 | h)

Puisque
|(u(h) | h)| ≤ ‖u(h)‖ ‖h‖ avec ‖u(h)‖ −→

h→0E

0

on obtient le développement limité à l’ordre 1

f(a+ h) = f(a) + `(h) + o(h)

Finalement f est différentiable en a et

df(a).h = (u(a) + x0 | h)

b) Le gradient de f en a est alors

grad f(a) = u(a) + x0

Exercice 3 : [énoncé]
Notons A = (ai,j)
a) Puisque

∆(A) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏
i=1

aσ(i),i

la fonction ∆ est différentiable surMn(R) par somme et produit de fonctions
qui le sont (à savoir les application linéaires A 7→ ai,j).

b) En développant le déterminant selon la i-ème ligne, on obtient

detA =
n∑
j=1

ai,jAi,j

avec Ai,j cofacteur d’indice (i, j). On en déduit.

∂(i,j)∆(A) = Ai,j

Par conséquent la différentielle de ∆ en A est

d∆(A) : H 7→
n∑

i,j=1
Ai,jhi,j

c) On observe
d∆(A) ·H = tr(t Com(A)H)) = 〈Com(A), H〉

Le vecteur gradient de ∆ en A est donc Com(A).
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

a) Soit h = (α, β) ∈ R2.

1
t
(f(t.h)− f(0, 0)) = 1

t
(f(tα, tβ)) =

{
0 si α = 0
β2/α sinon

Donc

Dhf(0, 0) =
{
β2/α si α 6= 0
0 si α = 0

b)
f(1/n, 1/

√
n) = 1→ 1 6= f(0, 0)

donc f n’est pas continue en (0, 0).

Exercice 2 : [énoncé]
Quand n→ +∞

f

(
1
n
,

1
n2

)
→ 1

2 6= f(0, 0)

donc f n’est pas continue en (0, 0).
Soit h = (α, β) ∈ R2,

1
t
(f(tα, tβ)− f(0, 0)) = t2α2β

t4α4 + t2β2 →

{
0 si β = 0
α2/β sinon
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b)
1
t

(
∂f

∂x
(0, t)− ∂f

∂x
(0, 0)

)
= 1→ 1

et
1
t

(
∂f

∂y
(t, 0)− ∂f

∂y
(0, 0)

)
= 0→ 0.

Donc ∂2f
∂x∂y (0, 0) et ∂2f

∂y∂x (0, 0) existent et on a

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 0 et ∂2f

∂y∂x
(0, 0) = 1.

On en déduit que f n’est pas de classe C2 le théorème de Schwarz n’étant pas
vérifié.

Exercice 6 : [énoncé]

a) Quand (x, y)→ (0, 0), on peut écrire x = r cos θ et y = r sin θ avec
r =

√
x2 + y2 → 0.

On a alors
f(x, y) = 2r2(cos2 θ − sin2 θ) ln r → 0

car r2 ln r → 0
On prolonge f par continuité en (0, 0) en posant f(0, 0) = 0.

b) f est C1 sur R2 − {(0, 0)} par opérations. On observe f(x, y) = −f(y, x) donc
en dérivant cette relation en la variable x on obtient

∂f

∂x
(x, y) = −∂f

∂y
(y, x)

c) On a
∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

1
t

(f(t, 0)− f(0, 0)) = 0

et de même ∂f
∂y (0, 0) = 0.

Pour (x, y) 6= (0, 0)

∂f

∂x
(x, y) = 2x ln(x2 + y2) + 2x(x2 − y2)

x2 + y2

Quand (x, y)→ (0, 0), on peut écrire x = r cos θ et y = r sin θ avec
r =

√
x2 + y2 → 0

∂f

∂x
(x, y) = 4r ln r + 2r(cos2 θ − sin2 θ)→ 0 = ∂f

∂x
(0, 0)

Ainsi ∂f
∂x est continue en (0, 0) et par le résultat de b), on obtient le même

résultat pour ∂f
∂y .

Exercice 7 : [énoncé]

a) Par le théorème des accroissements finis, il existe cx,y ∈ ]0 ;x2 + y2[ tel que
F (x, y) = f ′(c).
Quand (x, y)→ (0, 0) alors cx,y → 0 puis F (x, y)→ f ′(0).

b) Par Taylor-Young :

F (x, y) = F (0, 0)+x2 + y2

2 f ′′(0)+(x2+y2)ε(x2+y2) = F (0, 0)+ϕ(x, y)+o(x, y)

avec ϕ = 0.
Donc F est différentiable en (0, 0) et dF (0, 0) = 0.

c) F est de classe C1 sur R2 \ {(0, 0)} par opérations.

∂F

∂x
(x, y) = 2x

x2 + y2 (f ′(x2 + y2)− F (x, y)) = x(f ′′(0) + o(1)) −→
(x,y)→(0,0)

0

et de même
∂F

∂y
(x, y) −→

(x,y)→(0,0)
0

donc F est de classe C1.

Exercice 8 : [énoncé]

a) On pose ϕ(a, a) = − sin a et on observe que ϕ(x, y)→ ϕ(a, a) quand
(x, y)→ (a, a) avec x 6= y et avec x = y.

b) En vertu de

cos p− cos q = −2 sin
(
p− q

2

)
sin
(
p+ q

2

)
on a

ϕ(x, y) = − sinc
(
x− y

2

)
sin
(
x+ y

2

)
avec sinc de classe C∞ car développable en série entière.

Diffusion autorisée à titre entièrement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 17 février 2015 Corrections 4

Corrections

Exercice 1 : [énoncé]
Notons que f(2× 0) = 2× f(0) implique f(0) = 0.
On a

f(x) = f(2× x/2) = 2f(x/2)

Par récurrence
f(x) = 2nf(x/2n)

Donc
f(x)
x

= f(x/2n)− f(0)
x/2n → f ′(0)

puis
f(x) = f ′(0)x

Exercice 2 : [énoncé]
Un tel résultat est déjà connu pour les fonctions à valeurs réelles par application
du théorème des accroissements finis. En raisonnant via parties réelles et
imaginaires on peut étendre ce résultat au cas d’une fonction complexe. En
raisonnant via les fonctions coordonnées dans une base de E, on prolonge ce
résultat aux fonctions à valeurs dans E.

Exercice 3 : [énoncé]
a) Notons A(x) = (ai,j(x)) ∈Mn(K) la matrice dont Dn(x) est le déterminant.
La fonction x 7→ A(x) est dérivable car ses fonctions coordonnées le sont et par
multilinéarité du déterminant, la fonction Dn est dérivable avec

D′n = det(C ′1, C2, . . . , Cn) + det(C1, C
′
2, . . . , Cn) + · · ·+ det(C1, C2, . . . , C

′
n)

et donc
D′n = det(C1, C2, . . . , C

′
n)

En développant par rapport à la dernière colonne ce dernier déterminant, on
obtient :

D′n(x) = Dn−1(x)

b) Sachant Dn(0) = 0 et D1(x) = x on peut conclure, par récurrence,

Dn(x) = xn

n!

Exercice 4 : [énoncé]
Par récurrence sur n ∈ N via :

(tnf(1/t))(n+1) =
(
t× tn−1f(1/t)

)(n+1) = t×
((
tn−1f(1/t)

)(n)
)′

+(n+1)
(
tn−1f(1/t)

)(n)

en vertu de la formule de Leibniz, puis

(tnf(1/t))(n+1) = t
(−1)n+1(n+ 1)

tn+2 f (n)(1/t)+t (−1)n

tn+1
−1
t2
f (n+1)(1/t)+(n+1)(−1)n

tn+1 f (n)(1/t)

et la formule attendue après simplification.

Exercice 5 : [énoncé]
Par la dérivabilité à droite de f en 0, on peut écrire

f(x) = f(0) + x.f ′(0) + xε(x)

avec ε→
0+

0.
Puisque f(0) = 0, on obtient

Sn = 1
n2

n∑
k=1

k.f ′(0) + 1
n2

n∑
k=1

k.ε

(
k

n2

)
En exploitant ∥∥∥∥ε( k

n2

)∥∥∥∥ 6 max
]0,1/n]

‖ε‖

et
n∑
k=1

k = n(n+ 1)
2

on obtient ∥∥∥∥Sn − n+ 1
2n f ′(0)

∥∥∥∥ 6
n+ 1

2n max
]0,1/n]

‖ε‖

Or ε→
0+

0 donc max
]0,1/n]

‖ε‖ → 0 puis

Sn →
1
2f
′(0)
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les ouverts U et V

Exercice 7 : [énoncé]
L’application ϕ est de classe C1.
Le jacobien de ϕ en (x, y) est 1− 1

4 sin x sin y : il ne s’annule pas.
Pour conclure, il ne reste plus qu’à observer que ϕ est bijective.
Soit (u, v) ∈ R2 :

ϕ(x, y) = (u, v)⇔


u = x+ 1

2 cos(y)

v = y + 1
2 cos(x)

⇔


x+ 1

2 cos
(
v − 1

2 cos(x)
)

= u

y = v − 1
2 cos(x)

Considérons

fv : x 7→ x+ 1
2 cos

(
v − 1

2 cos(x)
)

Une étude fonctionnelle montre que fv réalise une bijection strictement croissante
de R vers R.
Ainsi

ϕ(x, y) = (u, v)⇔

x = f−1
v (u)

y = v − 1
2 cos(f−1

v (u))

ce qui donne la bijectivité de ϕ.

Exercice 8 : [énoncé]
L’application ϕ est clairement de classe C1.
Etudions sa bijectivité. Soit (a, b) ∈ R2.

ϕ(x, y) = (a, b)⇔
{
y + f(x) = a

x+ f(y) = b

ce qui nous ramène au système{
y + f(b− f(y)) = a

x = b− f(y)

Considérons l’application

ϕb : y 7→ y + f(b− f(y))

ϕb est continue dérivable et

ϕ′b(y) = 1− f ′(y)f ′(b− f(y))

donc ϕ′b(y) > 0 car
|f ′(y)f ′(b− f(y))| 6 k2 < 1

Par conséquent, l’application ϕb est strictement croissante.
De plus, f étant k lipschitzienne

|f(t)− f(0)| 6 k |t|

donc
|f(t)| 6 k |t|+ |f(0)|

puis
|f(b− f(y))| 6 k |b− f(y)|+ |f(0)| 6 k2 |y|+ `

par suite
ϕb(y) > (1− k2)y − ` −−−−−→

y→+∞
+∞

et
ϕb(y) 6 (1− k2)y + ` −−−−−→

y→−∞
−∞

L’application ϕb réalise donc une bijection de R vers R et alors

ϕ(x, y) = (a, b)⇔
{
y = ϕ−1

b (a)
x = b− ϕ−1

b (a)
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Finalement, l’application ϕ est bijective de R2 vers R2.
Rappelons que l’application ϕ est classe C1. De plus

Jacϕ(x,y) =
(
f ′(x) 1

1 f ′(y)

)
et donc le jacobine de ϕ ne s’annule pas en vertu du calcul suivant

det(Jacϕ(x,y)) = f ′(x)f ′(y)− 1 6= 0

et car |f ′(x)f ′(y)| 6 k2 < 1.
Par le théorème d’inversion globale, on peut alors affirmer que ϕ est un
C1-difféomorphisme.

Exercice 9 : [énoncé]
a) Par opérations sur les fonctions de classe C1, N est de classe C1 sur Rn\ {0}
puisque

N(x) =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n avec x2

1 + · · ·+ x2
n 6= 0

Sachant
∂N

∂xi
(x) = xi

N(x)
la différentielle de N en x ∈ Rn\ {0} et

dN(x) : h 7→ 1
‖x‖

b∑
i=1

∂N

∂xi
(x)hi = (x | h)

‖x‖

b) Pour x ∈ Rn\ {0}.
Quand h→ 0

F (x+ h) = f (‖x+ h‖) (x+ h)

Or

f (‖x+ h‖) = f

(
‖x‖+ (x | h)

‖x‖
+ o (‖h‖)

)
= f(‖x‖) + f ′ (‖x‖) (x | h)

‖x‖
+ o (‖h‖)

puis
F (x+ h) = F (x) + f ′ (‖x‖) (x | h)

‖x‖
x+ f (‖x‖)h+ o (‖h‖)

On en déduit que F est différentielle en x ∈ Rn\ {0} et

dF (x) : h 7→ f ′ (‖x‖) (x | h)
‖x‖

x+ f (‖x‖)h

Pour x = 0

F (h) = f (‖h‖)h = (f(0) + ‖h‖ f ′(0) + o (‖h‖))h = h+ o (‖h‖)

donc F est différentiable en 0 et

dF (0) : h 7→ h

On peut alors calculer les dérivées partielles de F dans la base canonique
(e1, . . . , en) :

DiF (x) =
{
f ′ (‖x‖) xi

‖x‖ + f (‖x‖) ei si x 6= 0
ei si x = 0

Par la continuité de f ′ en 0 avec f ′(0) = 0, on observe la continuité des dérivées
partielles DiF sur Rn et on peut affirmer que F est de classe C1.
c) Pour x ∈ Rn\ {0}

(dF (x)(h) | h) = f ′ (‖x‖) (x | h)2

‖x‖
+ f (‖x‖) ‖h‖2 > f (‖x‖) ‖h‖2

car f ′ > 0 puisque f est supposée croissante.
Pour x = 0, l’inégalité est vraie puisqu’il y a même égalité.
d) En tout point x ∈ Rn, on a

(dF (x)(h) | h) > f(0) ‖h‖2 > ‖h‖2

On en déduit
dF (x)(h) = 0⇒ h = 0

Ainsi dF (x) est inversible et donc le jacobien de F ne s’annule pas.
Montrons que F est injective.
Si F (x) = F (x′) alors f(‖x‖)x = f(‖x′‖)x′ et donc les vecteurs x et x′ sont
positivement liés. En passant en norme, on a f (‖x‖) ‖x‖ = f (‖x′‖) ‖x′‖. Or
l’application t 7→ tf(t) est strictement croissante car

(tf(t))′ = f(t) + tf ′(t) > f(0) > 1

On en déduit ‖x‖ = ‖x′‖ puis x = x′.
Montrons que F est surjective.
Soit y ∈ Rn. Considérons l’application ϕ : [0, 1]→ ‖F (t.y)‖.
ϕ est continue, ϕ(0) = 0 et ϕ(1) = f (‖y‖) ‖y‖ > ‖y‖.
Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe t ∈ [0, 1] tel que ϕ(t) = ‖y‖ et
alors F (t.y) = y car F (t.y) = αy avec α ∈ R+ et ‖F (t.y)‖ = ‖y‖.
Ainsi l’application F est surjective.
Finalement F est une bijection de classe C1 de Rn sur lui-même dont le jacobien
ne s’annule pas, c’est donc un C1-difféomorphisme de Rn vers lui-même.
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d) On peut introduire a, b ∈ E tels que

f(x) = (a | x) et g(x) = (b | x)

En introduisant une base orthonormée et en introduisant des colonnes de
coordonnées aux notations entendues

f(x) = tAX = tXA et g(x) = tBX

La forme bilinéaire symétrique associée à la forme quadratique q = fg est donnée
par

ϕ(x, y) = 1
2 (f(x)g(y) + f(y)g(x))

ce qui donne matriciellement

ϕ(x, y) = 1
2
(
tXAtBY + tXBtAY

)
La matrice symétrique représentant la forme quadratique est alors

M = 1
2
(
AtB +BtA

)
Nous allons en déterminer les valeurs propres. . .
Les matrices AtB et BtA sont de rangs au plus 1, la matrice M est donc de rang
au plus 2. Le scalaire 0 en est alors valeur propre de multiplicité au moins n− 2 ce
qui ne laisse plus la place qu’à deux autres valeurs propres λ et µ.
Puisque tr(M) = λ+ µ, on obtient l’équation

λ+ µ = (a | b)

Puisque tr(M2) = λ2 + µ2, on obtient, après calcul

λ2 + µ2 = 1
2

[
(a | b)2 + ‖a‖2 ‖b‖2

]
En exploitant (λ+ µ)2 = λ2 + µ2 + 2λµ, on obtient

λµ = 1
4

[
(a | b)2 − ‖a‖2 ‖b‖2

]
et la résolution du système somme-produit qu’on en déduit donne

λ, µ = (a | b)± ‖a‖ ‖b‖
2

A l’instar de la question c), ce sont là les deux valeurs extrémales de la forme
quadratique q = fg.

Exercice 13 : [énoncé]
Points critiques (0, 1) et (0, e−2).
En (0, 1) :

f(0, 1) = 0 et ∀x ∈ R,∀y > 0, f(x, y) > 0

C’est un minimum global.
En (0, e−2) :

rt− s2 = −4 < 0

Ce n’est pas un extremum local.

Exercice 14 : [énoncé]
Points critiques (0, 1) et (0, e−2).
En (0, 1) : f(0, 1) = 0 et

∀x ∈ R,∀y > 0, f(x, y) > 0

Il s’agit d’un minimum global.
En (0, e−2) : rt− s2 = −4 < 0. Pas d’extremum local en ce point.

Exercice 15 : [énoncé]
f est définie sur R× R+?.
Points critiques (0, 1) et (0, e−2).
En (0, 1) : f(0, 1) = 0.
Puisque

∀x ∈ R,∀y > 0, f(x, y) > 0

(0, 1) est un minimum global.
En (0, e−2) : rt− s2 = −4.
Ce n’est pas un extremum local.

Exercice 16 : [énoncé]
a) Après étude du système différentiel

∂f

∂x
(x, y) = x+ y

∂f

∂y
(x, y) = x− y

on vérifie aisément que
f(x, y) = 1

2x
2 + xy − 1

2y
2
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