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Dérivée du produit...

Question de cours

Soient n un entier naturel non nul et fn la fonction suivante : fn :

{
R⋆

+ → R
x 7→ xn ln(x)

.

1. Montrer que f
(n)
n existe sur R⋆

+ et qu’il existe une constante an à préciser telle que,
pour tout réel x strictement positif, on ait : f (n)

n (x) = n! ln(x) + an.

2. En déduire que
n∑

k=1

(
1

k

)
=

n∑
k=1

(
(−1)k−1

k

(
n

k

))
.

Exercice 1

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ (avec a et b deux réels tels
que 0 < a < b) telle que : f(a) = f(b) = 0. Montrer qu’il existe c élément de ]a; b[ tel

que f ′(c) =
f(c)

c
.

Exercice 2
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Démontrer l’égalité des accroissements finis.

Question de cours

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[ (avec a et b deux
réels tels que a < b).

1. Montrer qu’il existe c dans ]a, b[ tel que :

(f(b)− f(a))g′(c) = (g(b)− g(a))f ′(c).

2. On suppose de plus que f(a) = f(b) = 0, f ′(a) > 0 et f ′(b) > 0. Montrer qu’il
existe trois éléments de ]a; b[3, c1, c2 et c3 tels que :

c1 < c2 < c3 et f(c2) = f ′(c1) = f ′(c3) = 0.

Exercice 1

On définit f la fonction suivante : f :

{
] 0,+∞ [ → R
x 7→ x−ln(x)

2

On note (E) l’équation

suivante d’inconnue x réel strictement positif : ln(x) + x = 0. (E)
1. Montrer que (E) admet une unique solution. Nous noterons α cette solution.
2. Dresser le tableau de variations de f .

3. Montrer alors que, pour tous réels x et y de
[
1

e
, 1

]
, on a :

|f(x)− f(y)| ⩽
(
e− 1

2

)
|x− y|

4. Etablir la convergence de la suite (un)n∈N définie par :

u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 = f(un)

Exercice 2
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Démontrer le théorème de la limite de la dérivée dans le cas spécial où I = [a, b[.

Question de cours

Soient f et g deux fonctions continues sur I, intervalle réel, et dérivables en a (avec
a ∈ I). Calculer les limites suivantes :

1. lim
h−→0

(
f(a+ h2)− f(a+ h)

h

)
.

2. lim
x−→a

(
f(x)g(a)− f(a)g(x)

x− a

)
.

Exercice 1

Soit f : x 7→ 4 tan(x)

4 + tan2(x)
.

1. Etudier les variations de f .

2. Montrer que l’équation f(x) = x d’inconnue x ∈
]
0;

π

2

[
a une unique solution. On

la note r.
3. On définit (un)n∈N par u0 = 3/2 et ∀n ∈ N, un+1 = f(un). Montrer que (un)n∈N

converge vers r.

Exercice 2


