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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Série géométrique : condition de convergence ? Valeur de la somme ?

Soit a un réel. Montrer la convergence des séries suivantes et donner la valeur de leur

somme :
a2n+1

sin(na)a” 1
> 3 T e anctan (—n+n2+1)

n
1
Pour tout entier naturel n, on pose u,, = H (1 + @>
k=0

1.(a) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : u, > 2.
(b) Exprimer u,; en fonction de w,, puis en déduire les variations de la suite (u,).
(c) Etablir que, pour tout 2 > —1, on a : In(1 + z) < z.
(d) En déduire, pour tout entier naturel n, un majorant de In(u,).

2. Montrer que la suite (u,) converge vers un réel £, élément de [2, €?].

3. On se propose de déterminer la nature de la série de terme général (¢ — u,,).

+oo
1
(a) Justifier que la suite (In(u,)) converge et que l'on a : In(¢) = Z In (1 + Q_k) :
k=0

( S 1
b) Mont tout In| — ) = In{14+—=).
(b) Montrer que, pour tout n €, on a n<un> k;I n( + 2k>

1
(c) Veérifier que : Vn €, 0 < In (£> < =
U, e
(d) En déduire que : Vn €, 0 < £ — u, < (1 — e 27).

(e) Justifier que, pour tout réel x, on a 1 —e™* < z. En déduire que :

14

Conclure quant a la nature de Z(f — Up,).
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Critére des séries alternées

Soient a et b deux réels. On considére la suite (u,),>o définie par :

u
U =a, uy=>b et VnGN,unH:unH—I—Z".

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b assurant la convergence de
la série E u, et donner la valeur de sa somme.

n
2. Soit p un entier naturel. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b
assurant la convergence de la série E U, et donner la valeur de sa somme.

nzp

On considére la fonction f suivante :

[2;+00] — R
f: . 1

* zIn(z)

1. Montrer que, pour tout entier n supérieur a 2, on a :

1 < /nJrl L dt < 1
(n+1)Inn+1) = J, thn@)  nlnln)

2. En déduire la nature de Z

n=>2

et un équivalent de la suite de ses sommes
nln(n)

partielles.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Montrer que la convergence absolue donne la convergence.

1
1. Montrer que la série Z — est convergente et en déduire que la convergence de
n?

1
P:ZW’ _Z(2n+ et A= Z n2

2

2. En admettant que E — = %, calculer la valeur de P, I et A.
n
n=1

2n
1
Pour tout entier naturel non nul n, on pose u,, = Z —etwv, = Z arctan? <—)

k=n \/E
1. Montrer que (uy)nen+ converge.

2. Montrer que pour tout réel positif x, on a arctan(x) < z et en déduire que u,, > v,
pour tout entier naturel non nul n.

3. A Taide du théoréme des accroissements finis, montrer que pour tout réel x supé-
NE

1
rieur & 1,ona:arctan | — | > ——.
’ (ﬁ) T o+l
2n

2k + 1
4. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a : u,, —v, < — —_—
e n X;L (k+1)2

puis que, pour tout entier naturel non nul n, on a :

S|~

Ogun_vng

5. En déduire la limite de (v,,)nen+-



