Corrigé ESSEC II Voie E 2008 Page 1/6

ESSEC 2008 voie E Maths II - CORRIGE

Préliminaires

P1. Pour tout z réel, siz > 0, |z| = z donc |z| —2=02>0, et si x < 0, |z| = —z donc |z| —z = —2z > 0.

Finalement, dans tous les cas :

P2.a (Jv1] + [v2] + [v3])? — (v1 +v2 +v3)? = 1] + [va|* + |vs|® + 2(Jv1| [v2| + |v1] [vs| + |v2| [us]) — [0 + 3 + v2 + 2(v1va + vivs + vavs)].
Soit, en réarrangeant les termes (et en remarquant que pour tout réel z, |z|? = z2...) :

’ (Jo1] + Jv2] + |vs])? = (v1 + v2 4+ v3)? = 2 (Jv1va| — v1v2) + 2 ([v1vs| — vivs) + 2 (|Jvavs| — v2vs)

P2.b (E) s’écrit ici : (Jui| + |va| + |vs])2 — (v1 4+ v2 + v3)? = 0, ou encore, avec ce qui précede :

2 (\v1v2| — vlvg) + 2 (|v1v3| — 1)11)3) +2 (|U2’l)3‘ — 1)21)3) =0.

Or la question P1 nous indique qu’il s’agit d’'une somme de trois termes positifs ou nuls ; cette somme est donc nulle si et seulement si les
trois termes sont nuls, autrement dit, si et seulement si ¥(j,3') € [1,3]% : j # j/, |vjvj/| = v;v;r.

Donc

si |'UjUjl| > 0 pour (4,5") € [1,3]? tel que j # j’ ‘, alors v;jv;s > 0, et donc : "Uj et vj, ont méme signe ‘

P2.c Ce qui précede implique que les coefficients de V' sont tous positifs ou nuls, ou tous négatifs ou nuls.

Or ¢’ils sont tous positifs ou nuls, |V| =V et s'ils sont tous négatifs ou nuls, |[V| = —V. On a donc bien : ’ V=|VlouV=-V]| ‘
N N
P3. Dans le cas général, élevons les deux membres de (E) au carré : on obtient va +2 Z vivj = Z lvi|? + 2 Z lvivgl
i=1 1<i<j<N i=1 1<i<j<N
Ou encore, en simplifiant comme dans le cas N = 3 : Z (lvivj| — vivs) = 0.
1<i<j<N

Comme il s’agit d’une somme de termes positifs d’aprés P1, on obtient : V(4,5) € [1, N]?, viv; = |vivj| > 0.
Ce qui prouve que les v; sont soit tous positifs ou nuls, soit tous négatifs ou nuls (s’il existait v; et v; de signes contraires, on aurait
viv; < 0). Or s'ils sont tous positifs ou nuls, |V| =V et s’ils sont tous négatifs ou nuls, |V| = -V.

Ainsi : | dans le cas général ol N est un entier quelconque vérifiant N > 2, si V vérifie (E), V =|V|ouV = —|V]| |

Partie I : Google et PageRank

A. Etude de la matrice G de Google

1—
LA.1 G € My (R) par définition et pour tout (i,5) € [1, N]?, pA(i,5) > 0 et Tp > 0 d’aprés I’énoncé, donc G(i,7) > 0. Ainsi :

G est une matrice strictement positive ‘

N N N
1- 1-—
LA.2 Soit j € {1,... N} tel que d; = 0. | S G(i,5) = S pAGi, j) + > Tp — pAG,j) + NTP —ptl-p=1|
=1 =1 =1

I.A.3 Soit j € {1,..., N} tel que d; > 0.

N
1-— 1— 1-—
ZG’(i,j) = A Z (i + Tp> + ‘ Z Tp = . Z % + NTp. Or il y a, par définition, d; indices % vers
i=1 ie{1,...,N} ie{1,...,N} ie{1,...,N}
j pointe vers i j ne pointe pas vers i j pointe vers i

N
lesquels j pointe, donc : ZG(i,j) = djﬁ +1—p=1|

i=1 dj

I.A.4 On en déduit que ’ G est une matrice stochastique ‘ (puisque G est strictement positive, et donc positive...).
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N
S G )p ()

p(1) j=1
ILA50Ona: G ' =
p(N) N o
> G(N,5)p ()
=1
p(1) N
Autrement dit, si on note V = ’ , pour tout 7 € [1, N], (GV); = ZG(i,j)p (4) = p(i) = V; d’apres (S). Ainsi, GV =V :
p(N) o
p(1)
le vecteur ’ défini en (S), en admettant qu’il existe, est invariant par G |.
p(N)

B. Modéle du surfeur sur le Web

N N
LB.1 Pour tout i € [1,N], (vn); = P(Xn =) > 0et > |[(vn);| = > P(X, =j) = 1 puisque X, () C [1, N] par hypothese.
j=1 j=1

Donc ’ Vi, est bien un vecteur de probabilité ‘
L.B.2 Pour tout (,5) € {1,2,..., N}, ’ P({Xn =i} N{Xn-1=3}) = Px,,_,=j)(Xn =) P(Xn-1=J) = G(4,5)(Va-1); ‘

1.B.3 Soit n € IN* donné. Pour tout ¢ € [1,N], on a (formule des probabilités totales, les [X,,—1 = j], j € [1, N], formant un systéme
complet d’événements puisque X,,—1(Q) C [1,N]) :

-

Il
-

N
P(Xn=1)=Y Px, ,=Xn=1)P(Xn_1=7)=>_ G(i,)(Va-1); = (GVn_1);
j=1

On en déduit donc que .

I.B.4 Par récurrence sur k € IN : Vp = GV, puisque par définition, G® = Iy ; si pour un certain k € IN, Vi, = G¥Vp, alors Vg1 = GVy
d’apres ce qui précede (le raisonnement ayant été effectué pour n € IN* quelconque, on peut prendre n = k + 1) et donc
Vip1 = GGFVy = GF 1.

Finalement : ’ pour tout k entier naturel, Vj, = G¥Vj |.

J

Partie II : Matrices stochastiques

A. Etude d’un exemple

!

_ _ ’
A1 Q—-IN = ( qq _qq,) est de rang 1 puisque g # 0 et que ¢’ ( qq) +q (_qq,) = (8) (%)-

!
Donc Pensemble des vecteurs V € M 1 (R) vérifiant QV =V est | Ker (Q — In) = Vect (?1)

(le noyau est de dimension 2 — 1 =1 par le théoréme du rang, et (x) donne un vecteur non nul appartenant au noyau...)

/
I1.A.2 Soit Voo € M2,1 (R) un vecteur de probabilité invariant par Q. Alors nécessairement, Voo est de la forme A (qq>, avec A€IR, A >0

puisque Voo doit étre positif, et ||V||; = 1 implique A(¢’ + ¢) = 1.

1 !
Ainsi, nécessairement, Voo = P (Z) Comme, réciproquement, ce vecteur convient, on conclut :
qT4aq
1 q
il existe un unique vecteur de probabilité Vo € Mz 1 (R) invariant par Q : Vo = — (q) R
qT4q

II.A.3 Par récurrence sur n € IN* :
Pourn=1: L
1 (q/ q/)+(1quq/) (q fq’)_ 1 (q’+Q(1quq/) q’fQ’(lquq’))_ L ((1%1)(q+q’) q'(q+4q") )

a+q¢ \a4 ¢ q+q - ¢ ) qg+q¢ \a—al—q—¢) q+d(1-q-¢)) q+¢ qlq+4q') 1-q¢"g+4d")
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Donc

1 "q 1-g—¢)°
l<q q)Jr( ,) K t/z _0=0
+q \2 49 qg+q q q

Supposons la relation vraie pour n € IN* fixé.

1 ’ 2 1— _ A\ o 1 / / 1—qg— AN _ / P
AlOI‘SQn+1:QQn:Q (q (1)+( q q) Q<l1 ?): ((] Q)+( q q) (1 q q /)(q ‘/])
q+q¢ \a «q q+4q -q q g+q¢ \a 4« a+q q 1-q -q q

(les vecteurs colonnes de la premiere matrice étant égaux & Vo, ils sont invariants par Q...)
Et il n’y a plus qu’a arranger le produit matriciel du second terme pour trouver :

1
ol = 1 (q’ q’) N (1—q—q)"" ( q —q’)
- / / — /
g+q" \? 4 q+q q q

1 / / 1—qg— AN P
Finalement : | pour tout entier n > 1, Q" = (q g ) + (=q=d)" ( q (,I )
q+q \q 4 qa+q —-q q

II.A.4 Comme par hypothese, 0 < g<let0<qg <1l,ona—-1<1-—g—¢q <1etdonc 1iT (I—-g—4¢"H)"=0.
n—r oo

La convergence d’une suite de matrice étant entendue coefficient par coefficient, on en déduit que :

(Q")n21 converge lorsque n tend vers 'infini vers la matrice

! !
(‘i] qq), dont les deux vecteurs colonnes sont bien égaux a Vo |

q+4q

B. Existence d’un vecteur de probabilité invariant

N N

11.B.1 Pour tout i € [1, N], (‘\QU); = ZtQ(i,j)Uj = Z Q(j,1) = 1 puisque @ est stochastique. Donc .

j=1 j=1
I1.B.2 ’ Si Q — Iy est inversible ‘, il existe une matrice P € My (IR) telle que (Q — In)P = In. Alors (d’apres le résultat admis au début

de 'énoncé) ‘PYQ — In) = tIn, ou encore : *P(!Q — I) = Iy, et donc | 'Q — Iy est inversible ‘ (d’inverse 'P).

I1.B.3 De I1.B.1, on déduit que 1 est valeur propre de *Q, donc *Q — Iy n’est pas inversible, donc avec I11.B.2, par contraposée, Q — Iy n’est

pas inversible, et donc ’ 1 est valeur propre de @ ‘

N
II.B.4 QV = AV donc pour tout 7 € [1, N], (QV); = Z Q(%,7)V; = AV; et en prenant les valeurs absolues, par inégalité triangulaire :
j=1
N N
X Vil = Vil < >71Q(3, ) Vi =D Q(i,) [Vs] = (Q|V]); (la matrice Q est positive).
=1 j=1

Donc pour tout ¢ € [1, N], (Q|V]); — |Vi| > 0 et donc : ’ le vecteur Q |V| — |V] est positif |.

N N N N
ILB.5 Sommons... > (Q[V|—[V]); =Y > QGNIVI; —>_ IVl
i=1 i=1j=1 i=1
En intervertissant les deux sommes (ﬁnies) dans le premier terme :
N N N
Do @IVI= VI, ZIVI ZQ i7) = Z|V|i=Z|Vlj*Z|V|i=
i=1 i=1 j=1 i=1

On est en présence d’une somme de termes positifs (II.B.4) qui est égale & 0, donc tous les termes sont nuls : ainsi, pour tout ¢ €
[1,N], (Q|V]); = (]V]); et donc Q|V|=|V] : ’ le vecteur |V| est invariant par Q |.

I1.B.6 Reprenons : 1 est valeur propre de @, donc il existe un vecteur V non nul (vecteur propre) tel que QV = V. Comme [1| = 1... on
\4

déduit de II.B.5. que |V| est invariant par Q ; c’est un vecteur positif et comme V' est non nul, ||V'||; # 0. Posons alors Voo = W
1

Z\w

Vj| 1
), positif, et ||Vooll; = Z | 7” = ]7 = 1 donc Vi est un vecteur de probabilité
= 1
Z Vil

il existe au moins un vecteur de probablhte invariant par @ |.

Vo est invariant par @ (puisque colinéaire a

invariant par . Ce qui précede prouve qu’
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C. Unicité d’un vecteur de probabilité invariant
II.C.1 Si V est un vecteur positif invariant par Q, alors QV = V et pour tout ¢ € [1,N], V; > 0. S’il existe ¢ € [1, N] tel que V; = 0,
N

alors Z Q(i,7)Vj; = V; = 0 donc comme il s’agit d’une somme de termes tous positifs, chaque terme est nécessairement nul. Comme Q
Jj=1

est strictement positive, on en déduit : Vj € [1, N], V; =0etdoncV = Oy 1 (R)- Alnsi, | soit V= 0xq, ,(r) soit V' est strictement positif

I1.C.2 Vi n’est pas le vecteur nul car c’est un vecteur de probabilité et donc la somme de ses composantes doit faire 1.

Donc, avec I1.C.1, ’ Voo est strictement positif ‘

I1.C.3 Par définition, veo et Woo sont invariants par @, donc QV = QWeo — aQVoo = Woo —aVoo =V & ’ V est invariant par Q ‘

I1.C.4 Pour tout 7 € [1,N], V; = (weo)i — @(voo )i, or par définition de a, pour tout ¢ € [1, N], a < %
Voo )i

Ainsi, | V est positif |.

De plus, avec les notations de I’énoncé, Vi, = (weo )iy — ®(veo )i, = 0 donc ’ V n’est pas strictement positif ‘

II.C.5 On en déduit avec I1.C.1. que V = OMN,l(JR) et donc que .
II.C.6 Or ||[Weo|l; = ||[Vooll; =1 : on en déduit que |a| =1 (puisque, de fagon assez immédiate, [[aVuol|l; = || ||Vooll1), et comme o est un

réel positif par définition, & = 1. Donc .

11.C.7 G est, d’apres 1A, strictement positive et stochastique, et le systeme (S) consiste précisément & rechercher un vecteur de probabilité
p(1)

et donc (weo)i — (Vo)i > 0.

invariant par G (les p(), ¢ € [1, N], sont positifs et de somme 1 par hypotheése). Ce qui précéde prouve I'unicité d’un tel vecteur
p(N)

lorsque la matrice est strictement positive et stochastique, donc’ le systéme (S) définissant le PageRank admet bien une et une seule solution |

N N N N
5 ) N NN 1—p . 1—p o
II.C.8 | Pour tout ¢ € [1, N] |, p () = G(1, = A, 7) (1, + _— > uisque les termes de la premiére
[ ]]\p() ;:1 (i,7)p(4) jEle (4,7)(i, 4)p(4) ;:1 ~ P =D p(j) puisq p

= N

N
1-— 1-—
somme sont tous positifs. Donc | p (¢) > 4 E p(j) = =P

II.LCO9 Pour p=1,G= Aet ’ G n’est plus strictement positive ‘ On peut par exemple, & 1’extréme, prendre A = Iy (aucune page Web

ne pointe vers une autre page...) : il y a alors une ’ infinité de vecteurs de probabilité invariants par G ‘ (puisqu’il existe une infinité de

vecteurs de probabilité : tous les vecteurs de la forme ol V est un vecteur non nul et positif).

v
VIl

Partie III : Validation du PageRank

A. Valeurs propres de Q

N | N N N N N N
IILA.1 Pour tout vecteur V € My 1 (R), [ IQVIl; = D> [D_QG,NV;[ <D D QG Vi =D Vi1 D Qe,5) =>_ Vil =Vl |
i=1j=1 j=1 i=1 j=1

i=1[j=1

(on a utilisé les inégalités triangulaires, le fait que @Q est positive et stochastique, et interverti deux sommes finies).

N | N N N N N N

De plus, ’lorsque V est positif ‘, RV, = Z Z QG )Vj| = Z Z QG,5)Vy = Z V; ZQ(i,j) = Z V; = ||[V|l; (puisque les termes
i=1|j=1 i=1j=1 j=1 =1 j=1

de la somme sur j sont positifs, la somme est positive et donc égale & sa valeur absolue). Donc | [|QV||; = [V |

IIT.A.2 Soit A une valeur propre réelle de Q. Il existe un vecteur V€ My 1 (R) non nul tel que QV = AV, et donc, d’apres ce qui précede,
AV, = A VI, £ IV]l;. Comme V est non nul, ||[V|; > 0 et donc |A] < 1. Ainsi : ’pour toute valeur propre réelle A de Q, |A\| < 1|
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N
III.A.3 Comme |V| = Vo, en particulier, @ |[V| = |V| et donc, si 'on regarde la premiére composante : Z Q(1,7) |vj| = |v1]. Or QV = AV,
j=1
N N
donc ZQ(l,j)vj = Av1 et comme |\ = Z Q(L, j)vj| = |v1]-
i=1 =1
N N
Finalement, on a bien : ZQ (1,4) vy Z Q (1,7) lvs] |
j=1 j=1

III.A.4 D’aprés P.3, ceci implique que les Q (1,5)v;, j € [1,N] sont tous positifs, ou tous négatifs. Comme les Q (1,5), j € [1, N] sont
strictement positifs, ceci implique que les v;, j € [1, N] sont tous positifs, ou tous négatifs.

Donc V =+|V]|: ’ V est bien colinéaire & |V/| ‘
De plus, QV = AV donc Q [V| = A|V| (puisque V et |V] sont colinéaires). Comme Q |V| = [V, on a donc (A — 1) [V| =0y , (m)-

|V] n’étant pas le vecteur nul, on en déduit : .

B. Convergence

IT1.B.1 Par hypothese, Q est diagonalisable, donc ’ il existe une matrice diagonale D € My (R) et une matrice inversible S € My (R) |,
Q = SDS~'. De plus, si pour un certain n € IN*, Q® = SD"S~1, alors Q"t! = QQ™ = SDS~1SD"S~1 = §pn+t1g-1,

On conclut par principe de récurrence que : ’ pour tout n > 1, Q" = SD"S~1 |

III.B.2 On a vu en II.B que 1 est valeur propre, en III.A que les valeurs propres de @ sont toutes de valeur absolue inférieure ou égale a 1,
et que si |[A| = 1, alors A = 1 et de plus, tout vecteur propre V associé & A est colinéaire & Voo (en fait, ce que 'on a montré exactement,

c’est que W = 4V ). Donc : 1 est valeur propre de @ et son sous-espace propre associé est de dimension 1, et toutes les autres valeurs
1

propres de @) sont de valeur absolue strictement inférieure a 1. Ce qui prouve bien que :

’ parmi les N coefficients diagonaux de D, un et un seul est égal a 1 alors que les autres sont de valeur absolue strictement inférieure a 1 ‘

II1.B.3 Choisissons S et D de maniere & ce que D = diag(1, A2, ..., \n) avec Vi € [2, N], |\;| < 1.

Alors pour tout n € IN*, D™ = diag(1, A%, ..., A};) et donc (D,) converge vers la matrice Do = diag(1,0,...,0).
N N

Comme pour tout n € IN*, (Q");; = ZZS’ik(D")kl(S’ )ij n%+oo ZZSW Doo)ki (S~ = (SDesS™1)ij, la suite (@) n>1
k=11=1 k=11=1

converge vers la matrice SDooS~1. Ainsi, | la suite (Q™),,~; converge bien vers une matrice Qoo | (avec Qoo = SDooS™1).

III.B.4 Par récurrence sur n E IN* : Q! = Q est stochastique et si pour un certain n € IN*, Q™ est stochastique, alors pour tout
(i,7) € [1,N]?, (Q"*T1); ij = Z Qik(Q™)k;j > 0 en tant que somme de termes positifs (Q et Q™ sont stochastiques) et pour tout j € [1, N],
N N N

Z Qn+1) Z Z Qik(Q™)k Z(Q kj Z Qir = 1 x 1 =1 puisque Q et Q™ sont stochastiques. Donc Q™! est stochastique, ce

i=1 i=1k=1 k=1 =1

qui achéve la récurrence : ’ pour tout n > 1, Q™ est stochastique ‘

Comme pour tout n € IN*, (Q™);; > 0, par passage a la limite : (Qoco)ij > 0
N N
De méme, pour tout n € IN*, Z(Q")” = 1, donc par passage & la limite (somme finie) : Z(QOO)” =1

i=1 1=1

Ainsi : ’ Qoo est stochastique ‘

II1.B.5 Avec les notations précédemment introduites, QQoo = SDS 18D S ! = SDD0S™! = SDo0S7! = Qoo

(en effet, diag(1, Az, ..., An)diag(1,0,...,0) = diag(1,0,...,0)). Donc .

II1.B.6 Ceci prouve précisément que ’ chacun des vecteurs colonnes de Qo est invariant par Q ‘

(en effet, si C; est le jéme vecteur colonne de Qwo, la relation QQoo = Qoo implique QC; = Cj...)

ITII.B.7 Q= étant stochastique, ses vecteurs colonnes sont des vecteurs de probabilité... Or le seul vecteur de probabilité invariant par Q) est
Voo d’apres I1.C. On peut donc conclure :

(Q”)7121 converge, lorsque n tend vers l'infini, vers la matrice Qo dont les vecteurs colonnes sont tous égaux & Vo |.
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C. Application au modeéle du surfeur

III.C.1 On a vu en I.B que pour tout n € IN, V™ = G™V} et avec le résultat admis, (G™),,~, converge, lorsque n tend vers I'infini, vers la
matrice Goo dont les vecteurs colonnes sont tous égaux & Veo. De plus, si on note E1, ..., En les vecteurs de la base canonique de Mn 1 (R)
(c’est-a-dire : pour tout (4,5) € [1,N]?, (E;); = 1sii=j et (E;); = 0 sinon), pour tout j € [1, N], Goc E; est égal & la jéme colonne de
Goo, et donc a V.

N N N

Comme Vp = Z(Vo)jEj, on a alors : GeoVp = Z(Vo)jvoo = Vo puisque Z(Vo)j =1
j=1 j=1 Jj=1
Donc (Vn),,cIN converge vers le vecteur Voo, dont les composantes sont précisément les p(j) = P(Xoo = j), j € [1, N].

Ainsi : ’ (Xn),>¢ converge en loi vers X, lorsque n tend vers 'infini

III.C.2 Ce résultat donne effectivement du sens a ’assertion un peu vague: (le PageRank d’une page donnée représente la chance qu’un
internaute se retrouve sur la page en question lorsqu’il surfe ), puisque le pagerank correspond a la probabilité que l'internaute arrive sur
une page donnée (au bout d’un nombre suffisamment important de clics), quelle que soit sa page de départ.



