Correction du DM n° 2
Le 25/09/23

(Exercice) .

Soit IV un entier naturel supérieur ou égal a 2 .
Une urne contient une boule blanche, une boule verte et N—2 boules rouges. Ces boules sont indiscernables
au toucher.

On tire successivement les IV boules sans remettre les boules tirées dans 1'urne.
On note X; la variable aléatoire égale au rang du tirage de la boule blanche et X» la variable aléatoire
égale au rang du tirage de la boule verte.

1. Soient ¢ et j deux entiers compris entre 1 et N .
Calculer la probabilité P;; pour que X; =i et Xy = j . (On distinguera le cas i = j et le cas i # j)

2. Déterminer les lois des variables aléatoires X7 et Xo.
Est-ce que les variables aléatoires X7 et X5 sont indépendantes ?
Calculer les espérances et variances des variables aléatoires X7 et Xo.
3. On note X la variable aléatoire égale au rang du tirage o ’on obtient pour la premiere fois soit la

boule blanche soit la boule verte. On note Y la variable aléatoire égale au rang du tirage a partir
duquel on a obtenu la boule blanche et la boule verte.

Par exemple, si on a tiré rouge, rouge, verte, rouge, blanche, alors X; =5 et Xo =3 et X = 3 et
V=0
Déterminer les lois des variables aléatoires X et Y.

Calculer les espérances des variables aléatoires X et Y. Remarque : en fait X = min (X1, X3) et
Y = max (Xl, X2)

1. Dans la suite on note pour tout entier k € [1, N]
e R; I'événement « une bille rouge est tirée au k-iéme tirage ».
e By I'événement « une bille blanche est tirée au k-iéme tirage ».
e Vi I'événement « une bille verte est tirée au k-ieme tirage ».

Si i = 7, alors comme il est impossible que les boules blanche et verte soit tirées au méme moment

Supposons maintenant que ¢ < j. Comme toutes les autres billes sont rouges on peu écrire

(X1 =i N[Xs=j] = (th>mBm< h Rk>mvj

k=1 k=i+1
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On peut utiliser le théoréme des probabilités composées.
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Au iéme tirage il y a toujours N — (i — 1) boules dans I'urne Remarque :
I’écriture est un peu différente dans les cas ¢ = 1, ou ¢ + 1 = j, mais on obtient toujours le méme résultat.

On obtiendrait aussi le méme résultat pour i > j

1
N(N —1)

Pour i et j deux entiers de [1, N| si ¢ = j alors p; ; = 0, sinon p; j =

2. Soit ¢ € [1, N], on va utiliser le théoréeme des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
([X2 = jD)jem,

P(Xy=i) =) P([X1=1i]N[Xz=j]) probabilités totales
7j=1
al 1
= | Z m +0 question précédente, il ya une valeur nulle
Jje[1, N]
J#
N -1 1

T N(N-1) N

N

‘Les lois de X3 et Xo sont les lois uniformes sur [1, NJ ‘

On a P([X; = 1] N [X2 = 1]) = 0 mais d’apres le résultat précédent P(X; =1) # 0 et P(X2 = 1) # 0 donc

’Les deux variables aléatoires X et X5 ne sont pas indépendantes. ‘

Comme X; et X9 sont deux variables aléatoires de loi uniforme sur [1, N] on sait que

N+1 N2 -1

L’espérance est E(X;) = E(X2) = et leur variance V(X;) = V(X3) = 7
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Méthode 1 On a pour k € [1, N]

son-|(fr) o

k=1

y KﬂR) i

Comme les deux événements de cette union sont incompatibles

P(X = k)= P (<QR> mBk) i <<mR> m/k>

En utilisant le théoreme des probabilités composées comme dans la premiere question

N-2 N-3 N—k 1
P(X = k) = .
( )= N NS N R SNkt
N-2 N-3 N—k 1
X X oo X X
N SN-1 N_kt2 "N_k+1
_, Nk
- "N(N -1)

Méthode 2 On commence par constater que [X = N] est impossible.
Pour i € [1, N — 1], pour que I’événement [X = ] se réalise, il faut que l'on ait la bille verte au rang i et la
bille blanche aprés ou le contraire

N N
X=i=|Xi=in |J XKe=4|u|X=in |J X =1
Jj=i+1 Jj=i+1
donc
N N
X=di=| U X=inXa=4]|u| | Xe=1dn[X1 =]
j=i+1 Jj=i+1

Comme tous ces événements sont indépendants 2 & 2

N N
P(X =i) = Z Dij + Z Dji

Jj=i+1 Jj=i+1
En utilisant la question 1
al 1 al 1
P(X =1) = - - -
(X =1) Z NN-1) " Z NN —1)
Jj=i+1 j=i+1
2 n
=— 1
N(N —-1) Z
j=i+1
B 2N —(i+1)+1
-7 N(N-1)
N —i
~ N(N-1)
N —k

Pour k € [1, N P(X =k) =2

Remarque :
Quand k£ = N alors la probabilité est nulle ce qui est normale car le minimum d’apparition d’une des deux
billes colorées.
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Maximum Pour le maximum utilisons la méthode 2, (on peut aussi s’inspirer de la méthode 1)

On commence par constater que Y = 1 est impossible car la deuxiéme bille non rouge ne peut pas arriver
en position 1. Pour k € [2, N]

[ (k-1 k—1
Y =k] = Xi=4 | niXe=k| U || JXKa=4]] N[X1=k]
Jj=1 Jj=1
1 k—1
= (X1 =jn[Xe=k]) | U | (JI([X1=4]N[X2 =k])
| =1 j=1

Comme tous ces évenements sont incompatibles 2 a 2

P(Y = k) Zp],HZp;w

Jj=1

?S‘

= T —_— question 1

k—1

Pour k € [1, N] P(Y =k) = 2m

Remarque :
Quand k£ = 1 alors la probabilité est nulle ce qui est normale.

Les deux variables aléatoires sont a support fini donc elles admettent une espérance.

E(X)=> kP(X =k)
k=1
. N—k
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9 N-1
=~ N =T k(N — k)
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~ N(N-1) <N 2 6 )
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3
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===

Remarque :
I’espérance est bien comprise entre 1 et V.
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Méthode alternative On remarque que pour tout réels a et b
a+ b = max(a,b) + min(a,b)
Ce qui donne dans le cas des variables X1, X»
X1+ Xo=X+Y

Comme l’espérance est linéaire

E(X1) + E(X2) = E(X) + E(Y)
Une fois que l'on a calculer E(Y') de la fagon précédente, on peut en déduire

N+1 2(N+1) N+1
2 3 3

E(X) =2
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