Essec 2013 (Corrigé)

Option Economique

Partie I - Des exemples
n

1. X,, = Z Uy est la somme de n variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de méme paramétre p.
k=1

On sait alors que ’Xn suit la loi binomiale B(n, p). ‘

2. Soit 7 € N.
D’apres la formule des probabilités totales appliquées avec le systéme complet d’événements ([N = n]),en, on a :

“+o0 “+o00
r=P(X=4)=S P(X=jIn[N=n]) = 3 P(X, = j]N[N = n])
n=0 n=0

Comme les Uy, sont indépendantes de IV, toutes fonctions des Uy, est aussi indépendante de V.
En particulier X,, est indépendante de V.
On a donc :

+00 too
r; = ZP(Xn =j)P(N =n) cest-a~dire : |VjeN, r; = Z P(X,, =j)pn
n=0

n=0

3. (a) Comme N < B(m,nw),ona: N(Q)=][0,m]
N
La somme X = Z Uy a donc au plus m termes, et comme ces termes valent au plus 1, on a :
k=1

On en déduit que : ’Vj>m, Tj :P(X:j):O‘

(b) Soit j € [0, m].
Comme N < B(m,7),ona: p,=PN=n)=

D’apres 2. on a donc :
—+oo m m
= X P =i = 30 PO =) (1)
n=0

n . .
JI(1—p)" 7 si0<j< ‘est-a-dire si n > j
Puis comme X, < B(n,p), ona: P(X, =j)= (j)p (1-p) si0<j<n, cestadiresinzj
sij>mn, c’est-a-dire si n < j

D’ou le résultat en supprimant les termes nuls de la somme et en explicitant :

B L T

n=j




(¢) D'un coté - ( ><7:) . m S j!(n—j??ém—n)!

e l'autre coté : " m! (m = )t = m!
De Fantre cote (J>< > Am = (= D m—7) — =) = ) — )l

P |(5) ()= () ()

(d) Soit j € [0,m]. D’apres 3.(b), on a :

) oo

D’aprés 3.(c) et en mettant 7/ en facteur, on a :

ry =p'n’ Em: (m) (7:__])(1 —p)" I — )™

n=j J

On obtient :

)

n=j J

En posant £ =n — 7, il vient :

vieDml, r;=(")om b ("7 )= 1 =y

(e) D’apres la formule du bindme, il vient :

vielml, Pex=i)=r = (") rr[a-pasa-n]" = () om - pmm

On en déduit que ’ si les Uy < B(p) et si N < B(m, ), alors X suit la loi binomiale B(m, pr). ‘

A

(a) Comme N < P(A\),ona: VneN, P(N=n)= )

)\n
Soit j € N. En reprenant 2. on a : F=e A Z P(X
n=0

( _)pj(l —p)"7 si0<j<n, cest-adiresin>j
J

0 sij>n, c’est-a-dire si n < j
Ainsi :

Y = n . n—i )\n 7)\ = TL' n—i Ani]
i = € Z jp7(1—l’) ];_ P”\Jzi(l—p) ’ ol

D’ou la formule :

o Qo SXPO=D] 3 ) gy e 0
N 4! [ 4! N 4!

On en déduit que ’ si les Uy — B(p) et si N < P(A), alors X suit la loi de Poisson P(Ap). ‘




Partie II - La loi binomiale négative

Soient n et k deux entiers tels que 0 < k < n.

Par définition, si k = 0, alors <Z> = (n) = 1. Par ailleurs, si k£ > 1, alors :

0
n\ n! 7n.(n71).(n72)...(n7k+1)7lk_l .
<k) T Bn—k)! k! _Eg("_’)

k k!

k—1
1
La formule (y) = — H (y — 1) généralise donc bien la notion de coefficient binomial dans le cas ou le parametre du
i=0
haut y est un réel.

!
Attention, si y est un réel, la formule (Z) = ﬁ n’a pas de sens car y! n’est pas définie!
(y —k)!

5. Pourtous k> 1lety e R, ona:

k—1 k=2
y 1 L y—k+1 1 . N Yy y—k+1( y
= — — = — ’ —-a- . v/ 2 1’ - <
(k) k! z,Izlo(y i) k % (k—1)! iI=Io (y—i)  clest-a-dire K (k) k E—1

N 194 s . . . . Yy
D’ou I'écriture d’une fonction récursive qui calcule ( 1 :

FUNCTION cb(y:real; k:integer) :real;
BEGIN
IF k=0 THEN cb:=1 (* Si k=0 alors (k parmi y)=1 *)
ELSE cb:=(y-k+1)/k*cb(y,k-1); (* Sinon, on applique la relation de récurrence *)
END;

6. Soient ¢ € R} et x € [0, 1] fixés.
(a) Soit n € N. Notons f la fonction définie sur [0, x] par :

Vte0,z], f(t)= a=o

La fonction f est de classe C"*! sur [0, 2] comme inverse d’une fonction C"*! ne s’annulant pas sur [0, x].
On peut donc lui appliquer la formule de Taylor avec reste intégral a l'ordre n entre 0 et x :

n T — k T (e )
fa)=>" (=07 £ (0) +/0 %Jc(nﬂ)(t) dt

n!
Or on a, pour tout t € [0, 7] :
Ft)=c(l—t)=t =¢(1—t)~(ctD

") =clc+ 1)1 —t)7¢2 =¢(c+ 1)(1 —t)~(c+2)
fE @) =cle+1)(c+2)(1 —t)~(c+3)

et de fagon générale :
VeeN, fOt)=clc+1)(c+2)...(c+k—1)(1—t)"(th

Par ailleurs :

k—1
<C+’Z_1> :kl!ill((c—&—k—l)—i):k1!(c+k—1)(c+k—2)...(c+1)c:c(c+1)(0+2]1!'"(0+k_1)

D’ou :

11
VEEN, M) = k!(C‘Lk )

k (1 _ t)c+k

En remplacant dans la formule ci-dessus, on trouve :

1 " gk c+k—1\ 1 Tlx—t)" c+n 1
SR Ny 1)! ——dt
(1—2x)° Z k! < k >1C+k +/0 n! (n+1) (n+ 1) (1 —¢)etn+tl

k=0
3




Donc :

(1_136)022”:<0+:1>xk+(n+1)<212> /Om(l(ft);z;ldt

k=0

Or d’apres la relation de récurrence du 5. on a : ctn = _¢ ctn
n+1 n+1 n

Finalement en reconnaissant I,, on a bien :

1 - k—1
VneN, — = et e et I,
(1 —x)° — k n

(b) x et t sont deux réels tels que 0 <t <z < 1.

1 x—t
Alors : —t> t — donc: —— >
ors x 0 e 1—t>0 onc T—¢ 0

-1 1-1)— t t—uazt  t(1- —t
Par ailleurs : 2 — — :x( -z = i :( x)20 donc : L<x

1—¢ 11—t 1—¢ 1—¢ 1—¢
Ainsi :

-1
Vit e [0, ], ogf c<a

Par croissance de la fonction u — u™ sur Ry, on en déduit :

z—t\"
0< <z" 1
(H) o)

Par ailleurs, puisque 0 <t <z <l,ona: t<=z donc: 1—¢t>21—-2>0

1
Par i 0 —K
ar inverse ST 512

et :

0< ! < ! (2)
S(l—t)ett T (1 —z)ett

En multipliant les inégalités de nombres positifs (1) et (2), il vient :

0< z—t\" 1 < z"
SA\1—t) (1—t)etl T (1 —a)etl

c’est-a-dire :

(x —t)" o ™
(1 _ t)n+c+1 ~ (1 _ x)c+1

Vte0,z], 0<

Par positivité de I'intégrale (avec 0 < z) il vient :

Co(z =" " /I "
0< dt < dt = ————
) g 4 e |, = e e

xn—i—l

Autrement dit : 0 < In < m

(c) 1. Soit n € N*. On calcule avec la formule donnée par I’énoncé :

n

) e B et o (09Tl

TL
H k=1 k=1

ii. La fonction g : ¢+ In(1+¢) est C? sur ] — 1,+o0[ et on a :

Vte]—1,+o00[, ¢'(t) = et ¢'(t)=— <0

Donc g est concave sur | — 1, +00].

Donc la courbe de g est située sous ses tangentes, et en particulier sous sa tangente en 0, qui a pour
équation y = ¢’(0)(t — 0) + ¢(0), c’est-a-dire y = ¢.

On en déduit :

(Vte]—1,+400], g(t) =In(1+1) <t
4




iii. Soit k un entier > 2.

1
Comme l'inégalité ci-dessus est valable pour tout ¢ €] — 1,400[, on peut l'appliquer en t = % et on
obtient : ) )
Infl—-=)<—=
(-5) <

k—1 1
Donc : ln(k>< donc: In(k—1)—Ink<——

En multipliant cette dernieére inégalité par —1, on a bien : |Vk > 2, <lnk—In(k-1)

1
k

Remarque : On se rend ici compte que la question 6.(c).ii. est mal posée, puisque 'on a besoin de I'inégalité
pour tous les ¢ €] — 1, 400[, et non pour tous les ¢t € [0, +oo[ comme indiqué dans ’énoncé. On aurait
aussi pu prouver la premiére inégalité de la question 6.(c).iii. indépendamment de la question 6.(c).ii. en
appliquant la formule des accroissements finis & la fonction In entre k — 1 et k.

Soit n > 2. En sommant les inégalités ci-dessus pour k allant de 2 & n, on obtient :

n n
Z Z (Ink — —1))=lnn—Inl=Inn (somme téléscopique)
p LA

En ajoutant 1, on obtient : 2, z_: 7S <l+Inn
1
Par aill =1 : - <1=1+In1l
ar ailleurs pour n on a kz:: X +In
"1
Donc la formule générale reste valable pour n = 1 et finalement : |Vn € N¥, Z % <l+4+Inn
k=1
c+n - c - c
iv. D’aprés 6.(c)iona: 1 ~1 (1+5) =D m(1+7)
iv. D’apres 6.(c).i on a n[( n ﬂ H[H +l€ Zn +k
k=1 k=1
Par 6.(c).ii avec t = — on a In et —iln(l+£)<i£—cnl
- " _kzl & \k:1k_ k:lk

D’ou le résultat par 6.(c).dii : |In KC ; n)} <c(l+1nn)

La fonction exp étant strictement croissante sur R, on a :

c+n
< ) < ec(1+1nn) — ececlnn — en’
n

En multipliant par 2" (> 0 car z € [0,1[), il vient : Vn € N*, 0< (c N n) "t L efnlypn Tt

n
Par croissance comparée, avec x € [0,1[, on a : enx"™ —— 0
n—-+o0o
N c+n
D’ou par encadrement : ( )x"“ — 0
n n—-+oo

n+1
d) D’apres 6.(b), on a : VnGN*,O<CC+n In<CC+n x
(

n n 1—x)et!
1
. ' c+n "t
D’apres 6.(c), on a : c( n ) = —— 0
c+n
Par encadrement, on a donc : c( >In — 0
n n—-+oo

Enfin par 6.(a), on a :




k-1
On en déduit que Z (C + i )xk converge pour tout x € [0,1[| et que :

vz e [0,1] io(c*i_l)xk:(l_lx)c

k=0

7. Par définition des coefficients binomiaux étendue aux réels, on a :

1>0 sik=0
r+k—1 . 1]@,1
k ) [ +k-1-i)>0 sik>1
=1 >0
k-1
Comme p €]0,1[,ona: |[Vk€EN, pk:<r+k )(1—p)kpr>o

k-1
Par ailleurs en posant ¢ =r et x = 1 — p, on sait d’apres 6.(d) que la série Z (T + i >(1 — p)* converge.
k>0

Donc E pi converge | et on a :
k>0

a ‘A

Sh=ry (T v =t >
pr=p" < >(1 —-p)F = = — c’est-a-dire : pp =1
k=0 k=0 k 6. (1-(1-p)) p k=0

Conclusion : | La famille ((k, pk))k N définit bien la loi de probabilité d’une variable aléatoire a valeurs dans N.

Remarques :

e On notera BA/(r, p) la loi binomiale négative de parametres r et p. Ainsi :

-1
Si X < BN (r,p),alors: X(Q)=N et VkeN, P(X:k):<r+]]z )(1—p)kp7'

e Si X < BN(r,p) avec r € N*, alors X donne le nombre d’échecs obtenus avant le r-itme succes, lorsque 1'on
effectue une suite d’épreuves identiques et indépendantes avec probabilité de succes égale a p. Cela se démontre
sans difficulté en s’inspirant de I’étude de la loi du rang du r-iéme succes.

8. SiY < BN(1,p),on a:

VkeN, PY=kFk)= (:)(1 —p)fp=p(1 - p)*

Alors: VieN', P(Y +1=i)=P(Y =i—1)=p(1—p)"!

’Donc siY < BN(1,p), alors Y + 1 suit la loi géométrique G(p). ‘

9. (a) Attention ici on ne peut pas procéder comme en 3.(c) et utiliser les factorielles car r est un réel.

Sik=1,o0na:

0
r+k—1 r H . r+k—1 r
k( k )_<1>_i_0(r_Z)_r “ r( k—1 >_T(O>_r><1_r
Donc pour k=1, on a : k<r+k_1>:r(r+k_1>

Sik>2 ona:

k—1 o
k<r+:—1) _]Zil_!)(rJrkli)—((rJrkl)(kl))(k_ll)!n(r+kli)_r(r;ﬁzl>

=0

On a donc bien :  |Vk > 1, k<r+:1>r(r2k11>

6



(b)

Alors :
" r+k—1 L | -
Soipz ==Y (" awr = (T e
k=0 k=1 k=1

Onposei=Fk—1:
Srpz ==Y (") a-pr —mra-n Y (T apy
k=0 3 )

D’apres la formule du bindme négatif avec ¢ = r + 1, la série Z
>0

((T+1)-+i—1

>(1 — p)* converge.
i

Donc Z kP(Z = k) converge (absolument, car c’est une série a termes positifs).
k>0

On en déduit que ’ Z admet une espérance, ‘ donnée par :

+o00 +00 .
_ e e v S
E(Z)f;kP(ka)—p(l p)Z( ; >(1 =D oy

i=0
On obtient : E(Z) = r(1—p)
p
De méme :
Sk npz =1 =3k ("L apt = w0 (T oo

Or d’apres 9.(a), on a aussi :

vE>2, (k_1)(7‘+’€—1> _ (k_l)((r+1)4];(_k1—1)_1>

_ (T+1)<(r+l)—;(_k2—l)—l)

(7‘+1)<r2ﬁ;1>

Il vient alors :

n

("1 s o rerirase X (U 0y

. 1
=0

i k(k—1)P(Z = k) =
k=0

k=2

(r+2)+i—-1

D’aprés la formule du binéme négatif avec ¢ = r + 2, la série Z <
, i

> (1 —p)* converge.
120
Donc Z k(k —1)P(Z = k) converge (absolument).

k>0

D’apres le théoreme du transfert, on en déduit que ’ Z(Z — 1) admet une espérance, ‘ donnée par :

“+o00 +oo .
E(Z(Z-1)) =Y k(k-1)P(Z=k) =r(r+1)p"(1-p)* ) _ ((r +2) il
k=0

o i:,r,,r,_ T(1_ )2 1
> ) =rr-1pra-p?

7

r(r+1)(1 — p)?

On obtient : E(Z(Z-1)) = >
p

Par linéarité de I’espérance, on en déduit que Z? = Z(Z — 1) + Z admet une espérance.

Donc | Z admet une variance‘ et on a :

V(2) = BE(Z%) - (B(2))* = B(Z(Z - 1)) + E(Z) - (B(Z))?

On remplace :




On factorise :

V(2) = r(lp;p) (r+DA=p)+p—r(l—p) = T(lp;p) (r—pr+1—p4+p—r+pr)
D’ou le résultat : |V (Z) = T(lp; p)




Partie III - Les lois de Panjer

k
b
10. (a) Pour k € N*, soit P(k) la proposition : "pg = pg H <a + ,>”.
i
i=1
- b b
e Initialisation : Par définition de p;, on a: pg H <a + ) = <a + 1) Po =p1 donc P(1) est vraie.
i
i=1

e Hérédité : On suppose P (k) vraie pour un k € N* fixé.
Par définition de py41 puis par hypothese de récurrence, on a :

b b k b k+1 b
Pret = (“zm)pk (“lm>p0ﬂ(“i) -mll (an)

Donc P(k + 1) est vraie.

k
e Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on a :  |Vk € N*| pr = pg H <a + )
i
i=1

(b) Sia =0, la formule ci-dessus se réécrit :

k .
b bk
Vke N p.=po H S =P (formule qui reste valable pour k = 0)
i=1 ’
“+o00 “+ o0 bk
CommeN(Q)zN,onaZpkzl,donc: pozgzl
k=0 k=0
bk
On obtient :  poe? =1 dot: py=e® etenfin: VkeEN, p,=e? i
’La loi de Panjer P(a,b) avec a = 0 correspond donc & la loi de Poisson P(b). ‘
(¢c) i. On suppose par absurde que tous les py sont strictement positifs.
Ona: VkeN, ppy1= a—i—L pr = (ak +b) Pk
’ kE+1 kE+1
k+1
On en déduit : Vk €N, otl<:—&—b:(—~_p)pk+1 >0
k
Ora<0,donc: ak+b—— —0 et il existe donc un rang k tel que: ak+b<0

k—+oo

Nous venons d’aboutir & une contradiction.

On en déduit qu'il existe un entier naturel kg tel que pg, = 0.

Notons r + 1 le plus petit indice k tel que pg soit nul :  VE<r, pp, >0 et p.y1 =0
La relation de récurrence entre les p, donne alors :  pryo =0 puis: pry3=20 ete.
De proche en proche on montre que : Vk>r—+1, pp=0

Finalement il existe bien un unique entier naturel r tel que :

’ngr, pr >0 et Vk>r, pr=0

Notons en particulier que dans ce cas | N(2) = [0, r].

ii. D’apres la relation de récurrence définissant les pg, on a :

b
O: r = _— r
Pr41 <a+r+1>p

0 etdonc: |b=—a(r+1)

b —_
r+1 "

Comme p. #0,ona: a+

Remarque : Sia < 0 le second parametre b de la loi de Panjer P(a, b) ne peut étre choisi n’importe comment
puisque b/a = —(r + 1) est obligatoirement un entier négatif.



iii.

iv.

ii.

Pour £ =0, on a : (—a)k<;)p0 = (g>p0 =1Xpo=po

et pour k € [1,7] on a d’apreés 10.(a) :

11 vient :

Dou: |VYke[0,r], pr = (—a)* <T>p0

On a vu que N(Q) = [0, 7], donc : Zpk =1

On en déduit :  pg Z (Z) (—a)k =1
k=0

D’apres la formule du bindéme, on a:  po(l —a)" =1 dou: |py= a

On a donc, pour tout k € [0,7] :

n=cor () o= () (7)) =0 ) (%)

—a

<1

Commea<0,ona 0<—a<1l—a et: O<1

On en déduit que N suit la loi binomiale B (r, —a)

1-a
b
Orb=—a(r+1),donc: r=-1—-—
a
b
La loi de Panjer P(a,b) avec a < 0 correspond donc & la loi binomiale B(—l PR i a).

Q+k b
i. Pour k=0, on a : (“k >akpo: (“)pozlxpozpo

0

et pour k > 1 on a d’apres 10.(a) :

S (SIS (ICRIRLS

i=1

Onpose j=i—k:

btk
On a donc bien : VkeN, pp = <a 1 >akp0

+o00 +oo /p +k
La relation Zpk =1 donne : pOZ (a & )ak =1
k=0 k=0
1
Comme 0 < a < 1 par hypothese, on a d’apres la formule du binéme négatif :  pg W =1
—a)a

b
by
Dott: pyp=(l—a)ett et: VkeN, mz(“Z )ak(l—a)fzZ+1
10



En identifiant avec la formule de la question 7, on constate que N suit la loi binomiale négative de
b

parametres — + 1 et 1 —a.
a

b
La loi de Panjer P(a,b) avec 0 < a < 1 correspond donc & la loi binomiale négative BN(l +—-,1- a>.
a

11. Une variable alétoire suivant une loi de Poisson, une loi binomiale ou loi binomiale négative admet une espérance

et une variance.

La loi de Panjer correspondant a I'une de ces trois lois, on sait déja que ’ N admet une espérance et une variance. ‘

e Sia=0,alors N<— P(b) et on a:

0+0 0+0
E(N)=b 10 e V(N) L
. b
oSla<0,a101rsN;>B<—1—,—1 >etona:
—a

et :

E(N) = (—1—2) (—1aa> =@, =

vn=(1-2) (-75) (1) - -

b
e Si0<a<l,alors N— BN(I +—-,1- a) et on a d’apres la question 9. :
a

1+%a a+b (1+2a  a+bd
- a’” t N) = i =
E(N) 1—a 1—a € V(N) (1_a)2 (1_a)2
C lusi . S'ATL%1D( b) 1 . E(AU — atb 1 V(AD _.Afitll,
Conclusion : | Si a,b), alors : =1-a ¢ - (1—-a)?

Partie IV - L’algorithme de Panjer

12. Une somme de nombres positifs est nulles si et seulement si tous ces nombres sont nuls.

On a donc :
n

X, =0 < > Up=0 <= Vke[ln], Ui=0
k=1

Ainsi ¢ [X,, =0] = ﬁ U, = 0]
k=1

Les Uy, étant supposées indépendantes, on a : P(X,, =0) =

Les Uy, suivent la méme loi, donc :  Vk € [1,n], P(Uy=0)=P{U; =0)=qp

Ainsi:  P(X, =0) = H o c’est-a-dire : ’P(Xn =0) = (go)" ‘
k=1

L’application de la formule des probabilités totales vue dans la question 2. reste valable ici, donc :

+o0 too
ro=P(X =0) = Z P(X, =0)p, c’est-a-dire : |rp = Z(qo)”pn
n=0 n=0

13. (a) Sachant [X,, = j], X, suit la loi constante égale & j. On a donc : ’E[X":j] (X,) = j‘

n
Or X,, = Z U}, donc par linéarité de I’espérance :
k=1

7= Eix,=)(Xn) = ZE[XH'J(U’“)
k=1

11




Comme les Uy, sont indépendantes de méme loi, on a: Vk € [1,n], Eix,—;(Ux) = Ejx,—;(U1)
On en déduit :
J = Eix,=j)(Xa) = n x Eix,=;(U1)

Finalement : | Ejx,—;(U1) = L
n

+oo

Toujours d’apres la question 2. :  r; = Z P(X,, =j)pn
n=0

Or par définition Xg =0et j > 1,donc: P(Xo=7)=0

—+oo
On en déduit que : r; = Z P(X,, = j)pn
n=1

+oo
b
Enfin, comme N suit la loi de Panjer P(a,b), on a bien: |r; = Z P(X, =j) (a + ) Pn—1
n

n=1

Par linéarité de ’espérance, on a :

b b
a+fl:a+*

b b
Eix U ) =Ex _. S Eix _q(U) =
[X =] <a+j 1) [ang](a)Jrj (x,=5(U1) i in ~

“+oo
b
On a donc bien: |r; = Z P(Xy = j)Eix,=j <a + = Ul) Pn_1
J

n=1

D’apres le théoreme du transfert, on a :

. b AR b .
P(X, = j)Ex, ) (a 3 U1> =P(X,=3)) <a + jz) Pix, (U =)
1=0

Ona U; < Up = Xp,donc:  Vi>j, Px,—;)(U=i)=0
k=1

On obtient :

, b J bi . .
P(Xn = ])E[Xn:j] (a + ; U1> = Z (a + ]) P[Xn:j](Ul = Z)P(Xn = j)

Par ailleurs :
Px, (U = )P(X,, = j) = P([Ur =i N[Xn =j]) = P([U1 =i N[U2+ Us + -+ Up = j — 1)

Les Uy, étant indépendantes, U; est indépendante de Us + Uz + - - - + U,.

Donc :
Px,—j)(Ui =i)P(X, =j) = P(Uy =4)P(Us + Uz + - -+ U,, = j — i)

Les Uy, étant indépendantes de méme loi, Uy + Uz + - - - 4+ U, suit la méme loi que Uy +Us+---+Up_1 = X,,_1.
Ainsi :

Pix,—;)(Ur = )P(Xp, = j) = P(UL = )P(U1 + Us + -+ + Up_1 = j — i) = P(Uy = i) P(Xpo1 = j — i)

On a bien prouvé la formule voulue :

. b ! bi ‘ o
P(X, = j)Eix, <a +3 U1> => (a + j> PU, = i))P(X,_1 = j — 1)
1=0

D’apres 13.(b) et 13.(c), il vient :

Avec ¢; = P(Uy = 1), il vient :




Onposefl=n—1:

Toujours par la formule du 2. on obtient :

bi : bi
ry = Z <a+ ;) ¢GP(X =j—1) c’est-a-dire : |r; = Z (a + ;) qiTj—i

j .
b
On isole le termeeni=0: r; = Z (a + Z) QiTj—i + aqor;
J

i=1

] .
Ainsi: (1 —aqo)r Z <a + ) qiTj—i

i=1
Dot :
+oo J .
To = ;}(QO) Dn et V] > 1a r; = 1 ago zzl <a+ ) qiTj—i
1—p sii=0
i. Iciles Uy — B(p),donc: ¢ =PUr=1)=< p sii=1
0 sii>2

La formule ci-dessus se réduit donc au terme en ¢ =1 :

vizl o= —— (e Dpr = — P (ot D)y,
T T ey )P T e T )

b
En posant | a’ = L A VY - P

bl
= : Vi1, r;= T+ = i
1—(1—p)a 1—(1—p)a7 on a 7 T (a—l-j)rJ 1

On a r; = P(X = j) : pour déduire de la relation de récurrence ci-dessus que X suit la loi de Panjer
P(a’, V'), il nous reste & prouver que a’ < 1 et a’ +b" > 0.

a et b étant les parametres d’une loi de Panjer, on sait que a < 1 et que a +b > 0.

On sait de plus que 0 < p < 1, donc aussi que 0 <1 —p < 1.

ap

Sia <0, alors ap < Oetl—(l—p)a>0,donca'=m<0

Si0<a<1,alors[1—(1—p)a}—a,p:1_a>()’donc1_(1_p)a>ap>oeta/:1(i‘7p)<1.
—(1—pla
Dans tous les cas, on a :
b
Par ailleurs, on a : a’-q-b’:M
1—(1-pa

On a vu ci-dessus que dans tous les cas 1 — (1 — p)a > 0 et on sait aussi que a+b > 0 et p > 0.

De tout ce qui précede, on déduit que ’X suit la loi de Panjer P(a’,b’). ‘

ii. e On suppose que N < B(m, ).
D’apres la question 10.(c).iv, cela revient a dire que N suit une loi de Panjer de parametres a et b tels

que :
b a
m=—-1—— et T=—
a 1—-a
Onrésout : (1 —a)mr=—a donc: a(l—m)=-x donc : a:—lﬂ-
-
1
Puis : b:—a(m—i—l):iﬂ(in—'_)
-

D’apres la question précédente, on sait alors que X suit la loi de Panjer P(a’, ') avec :

a,: ap = —mp — — —TPp
I1-1-pa (A-m+A—-p)7m 1—mp

13



(b)

et :
bp _(m+)mp

1—(1—pla  1—map

Comme a’ < 0, on sait alors toujours par 10.(c).iv que N suit une loi binomiale de premier parameétre :

b =

et de second parametre :

a wp
—_ = =T
1—a (L—mp)+ap P

Autrement dit ’si les Uy, — B(p) et si N < B(m, ), alors X < B(m,mp). ‘

On retrouve bien le résultat de la question 3.

On suppose que N < P(A).
D’apres la question 10.(b), cela revient a dire que N suit une loi de Panjer de parametres a et b tels
que :

a=20 et A=b

D’apres la question précédente, on sait alors que X suit la loi de Panjer P(a’, ') avec :

’ ap / bp
=— =0 t = ————
“ 1—(1-pa ¢ 1-(1-pa

Comme o’ = 0, on sait alors toujours par 10.(b) que N suit une loi de Poisson de parametre b’ = Ap.

Autrement dit | si les Uy, < B(p) et si N — P(A), alors X — P(Ap). ‘

On retrouve bien le résultat de la question 4.

i

i. On pose: ViZ> lqz—ag
i

iii.

1
Puis on note que i?q; = aip® ——— 0 par croissance comparée avec p €] — 1,1[. Donc : ¢ = 0(>
o0

Deplus: Vi>1, g;

Les g; sont tous > 0 si et seulement si o > 0.

1——+o00 i2

1
z =Y

WV

0 et

1 L. . .
et E — converge, comme série de Riemann de parametre 2 > 1.
i

i>1

Par comparaison de séries a termes positifs, on sait alors que E q; converge et on a :

i>1
+oo p' 1
Z ¢ =« Z =1 sietseulement si a= s i
1 1
. =2 Z T

>0

D’otl existence d’un unique réel a tel que la famille ((z, Qi))i>1 définissent une loi de probabilité.

ba
Dot la formule :  |Vj>1, r; = x Zplrj*i

. D’apres la relation du 13.(d), on a :

Pour j > 2,o0n a:

ba bor & ; ba ba 3 11
Tj=7p7‘jf1+72197°j7ie? 7107“3'71-?—72}? T(j—1)—¢

On obtient :

ba j—1 ba j—1 ba D
rj = PTi- 1+7p72p FG-y-e = S PTim1+ T pTy 1(.p+p. ri1

=rj_1

14



v.

(b l)p) o

On réorganise et on trouve bien : |Vj > 2, r; = (p +
J

1
ba ;
D’apres la question précédente, on a: r; = T E p'ri_; = baprg

i=1
—1
Or: (p—i— 7(()@ 1 )p) ro =baprg =1

Donc la formule démontrée dans le cas général j > 2 est encore valable si j = 1.

ba—1
On a: v.]>1, T = (p+(aj)p>1"j_1

b/
En posant’a’:p‘ et |0 = (bozfl)p,‘ ona: |Vj=1, r;= <a'+j) Tj—1

Pour déduire de cette relation de récurrence que X suit la loi de Panjer P(a’,d’), il nous reste a prouver
quea <leta +b >0.

Comme o' = p €]0,1[, on a immédiatement o’ < 1.

Par ailleurs a = 0 et b étant les parametres d’une loi de Panjer, on sait en particulier que b =a + b > 0.
Comme de plusa >0,ona: d +b=p+(ba—1)p=>ba>0

De tout ce qui préceéde, on déduit que ’ X suit la loi de Panjer P(a’,b'). ‘

Comme 0 < o’ < 1, on sait d’apres 10.(d) que X suit une loi binomiale négative de parametres :

b (ba—1)p

1+ —-=1+ = ba et 1—d=1-p
a P

Autrement dit |si les Uy suivent la loi du 14.(b).i et si N < P(b), alors X < BN (ba, 1 — p). ‘

Remarque :
+oo +oo

D’apres la question 12, ona: 1= Z q0Pn = Do + Z 0"p, = P(N =0) =e™® puisque N < P(b)
n=0 n=1

——
=0

D’un autre coté, avec la formule générale de la loi binomiale négative, on a :

ro=P(X =0) = (bo‘o_ 1)}90(1 -p)*=(1-p*

Onadonc: (1—p)®=e? do: abln(l—p)=-b

+oo 4
On en déduit enfin : Z % =a=—-In(1-p)
=1
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