Correction du DM n° 5

Le 14/11/23

Partie A

1.
[XZZ]:PlﬂPQ

donc par indépendence

N

X

DO =

P(X =2) =P(P) P(P,) =

D’autre part
[X:3]:F10P2ﬂP3 [X:4]:F20P30P4

2. On a

Comme 'union est disjointe

pour tout entier n supérieur ou égal & 2 : u, = > ), ay..

3. (=
|1 def simulX ():
2 tirs = 0
3 pile = 0
4 while pile <2
5 if rand() < 1/2:
6 pile = pile + 1
7 else:
8 pile =0
9 tirs = tirs+1
10 return(tirs)

1 def moyenne (n)

2 s=0

3 for i in range(l,n+1):
4 s=s+simulX ()

5 end

. return(s/n)

(c) On calcule moyenne(n) pour chaque entier n de [1, 200], et on trace les résultats obtenus dans le
graphe suivant.
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moyenne(n)
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n

Quand n devient grand on obtient une estimation de ’espérance de X

X a une espérance proche de 6.

Partie B

1. (a) Soit n € N\ {0,1}
UnJrl = Un ) Bn+1

Comme les deux événements ne sont pas incompatibles, il faut utiliser la formule du crible

P(Un—H) - P<Un) + P(Bn—i-l) - P(Un N Br1

| P(Unt1) = P(Un) + P(But1) = P(Un N Buya). |

(b) OnaQ=PFP, 1UF,
donc

U,NBpy1 = (Un N Bpy1 N Pnfl) U (Un N Bpy1 N anl)

Uann—l = Un—2 an—l

car il le double pile arrive avant ou au moment du tit n et que le tir n — 1 est un Face alors le double
pile arrive avant ou moment du tir n — 2.

Donc

Untn+lan—1:Un—Qan—lmanPn—i-l

De plus comme P, 1N P, C U,

U,NP,_1NPk,
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et donc

U, NBpp1 NP1 =U, NP1 NP, NP1 =NFP1NPyN Ppyg

UnN Bt = (Un 2N Fo it N PN Poy1) U (Pat NP0 Pag)-|

(¢) Soit n supérieur ou égal a 4. (Up—2 N Fp—1 N Py, N Ppiq et (Py—1 N P, N Pyyq) sont incompatibles a
causes des événements F,_ 1 et P, 1.

On constate que U,,_s qui dépend des résultats des tires 1 a n-2 est indépendant de des résultats des
tirsn—1,n

P{U,NBpt1) =P (Up—2NF1 NPy, NPpiy) U (Po1 NPyN Prgt)) question précédente
=PUp2nNF1NP,NPyi1)+P(Pro1NPyNPrt) incompatibilité
=P (Up—2)P(Fr—1)P(Py) P (Pry1) + P(Po—1) P(Pn) P (Prt1) indépendance

1\?  /1\?
wer (1))
1 n 1
= —Unp_ —
g8 "R
. 1 1
En utilisant 1.a, et comme P(B,41) = P(P,—1)P(P,) = 2 %3
! 11
Un41 = Un 4 un—28 3
donc )
Upl = Up + g - un—2§
. " L 1
pour tout entier n supérieur ou égal a 4 : upy1 = up + § (1 - un,g)
2. Soitn >4

1
Upa1 — Up = é(l — Up)

Or comme u,,_sest une probabilité, 0 < u, < 1 donc

Uptl — Up <0

‘La suite (un)n>4 est croissante.

Comme de plus elle majorée par 1, d’apres le théoreme de la limite monotone elle converge vers une limite
L.

Attention : Ce théoreme ne permet pas de calculer la limite.

On sait que
1

Vn €€ [4; +o0] Upil = Up + 3 (1 —up—29)
en passant a la limite

1
b=0+-(1-4
+50-0)
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(=1

3. Les valeurs prises par X étant dans NU {—1} la premiere égalité est juste. Pour n € N U,, = [X < n] étant
une suite d’événements croissante car

Vn € N\ {0, 1} (X <n]C[X <n+1]

Ou de fagon plus intuitive si le premier « Pile Pile » arrive avant ou au tirage n, alors a fortiori cette séquence

arrive avant le rang n + 1.
Le théoreme de la limite monotone chapitre probabilités de ECE1 affirme alors que

+o0o
P <U2 Un> = lim P(Up)

et cette limite vaut 1 d’apres la question précédente

P(X =-1]) = 1-P(U,5Ua) = 0

On vient de montrer qu’il est presque certain d’obtenir deux « Pile » successifs.

Partie C

Dans cette partie, on pose pour tout entier n > 2 :

v, = 1—u, et S = EP(X =k])

1. Soit n un entier supérieur ou égal a 4.

Un_vn+1:1_un_1+un+1
= Un+1 — Un

1
= u, + §(1 — Up—2) — Up résultat B.1.c
1
= g(l — Un—2)
1

= 5Un-2

8

. ’ . 7’ N 1
Pour tout entier n supérieur ou égal a 4 : v, — V41 = 3 Un_2

2. la formule P(A\ B) = P(A) — P(B) est valable si A C B.
Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
X =n+1U[X <n]=[X<n+1]
et 'union est disjointe donc

P([X =n+1]) 4+ up = tups1

puis
P(IX=n+4+1])=upt1 —upn=1—vp41 — (1 —vy)
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Pour tout entier n supérieur ou égal 4 2 : P([X =n+1]) = v, — vpt1

3. Initialisation : Soit n =2

1 1
Sy =2P(X =2)=2x =7
et
1 3
U2:1—u2=1—121

U4=1—U4:1—(02+6L3+a4)

—(54+=42) question A.l.a

Sn, = 6—8vg—nuvy

Hérédité : Soit n € N\ {0,1} tel que
Sp = 6 —8vpro —nu,

La question C.3 donne
8Upt2 — Up = 8Up43

Alors
n+1
Snp1 =Y EkP(X =k)
k=2
n

=Y kP(X =k)+ (n+1)P(X =n+1)

k=2
=S, +(n+1)P(X =n+1)
=S+ (n+1)(vn — vpy1) question précédente
=6—8upt2—nuvy,+ (n+1)(vy —Vpy1) hypothese de récurrence
=6—8Upt2 — Up — (M + Dvpy
=6—8vp+3 — (n+ 1)vp41 remarque préléminaire

Conclusion :

Pour tout entier n supérieur ou égal a2 : S, = 6 —8vp12 — N, ‘

4. On a montreé que
Vn € N\ {0,1} Spt1 =5+ (n+1)P(X =n+1)
comme une probablité est positive, cela démontre que la suite (.S,,) est croissante.
De plus la question précédente et le fait que (v,) en tant que suite de probabilités est & termes positifs

permet de démontrer que
Vn € N\ {0, 1} Sn <6
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‘La suite (Sp)n>2, est croissante et majorée. ‘

5. En utilisant le théoréme de la limite monotone on en déduit que la suite (Sy,),>2 est convergent, cela signifie
que la série Y 2 kP (X = k) converge et comme X est a valeurs positives, la convergence absolue se confond
avec la convergence

X admet une espérance‘

6. (a) D’apres la question 3, pour tout entier n plus grand que 2
nvp = 6 — 8upto — Sy

Or on sait que les suite (vp,)n>2 €t (Sp)n>2 convergent, donc

‘La suite (n vy, )n>2 converge vers un réel A

(b) Si A est non nul, alors
NUp ~ oo A
donc
A

Un ~4oo

A
Or > — est une série de Riemann divergente, en, utilisant le théoréme de comparaison sur les séries a
n

termes positifs

Si A # 0 la série Y, -, vy, diverge.

Soit N >4
N N
Z vp =8 Z(Un+2 — Up) question C.1
k=4 k=4
=8(vn+2 + Vi1 — Vs — Vi) télescopage

Comme (vy,) converge cela démontre que la série ) v, converge. Il y a donc contradiction

A=0
(c) En utilisant C.3 et
lim v, =0 lim nv, =0
n—+400 n—-4o00
lim S, =6
n—-+o0o

X admet une espérance égale a 6.

Lycée Internationnal de Valbonne ECG 2 6/11



Exercice n°2

1
Pour tout entier naturel n, on pose u,, = / (1 — t2)n dt. On a donc, en particulier, ug = 1.
0

1.

-],
— 3,
3
_2
3
1
uy = [ (1—t%)%de

0
1
:i/(1—29+¢ﬂdt
0

2., 1!
=|t—tP+—
3 51,
B 2+1
N 3
_8
15
U fetu—é
1= 2= 15
2. (a) SoitneNettel0;1],ona
0<t2<1
donc
0<1-t*<1
donc

o< (1-2)" < (1-)" <1

Comme 0 < 1 et par croissance de l'intégrale

1 1 1 1
/10dtgl/.(1—tﬂn+ldt<b/ U.—R)"dtgt/ 1dt
0 0 0 0

’La suite (up)nen est décroissante ‘
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(b) On a aussi démontré dans la question précédente que que la suite était positive, minorée par 0.

D’apres le théoreme de la limite monotone

‘La suite (uy,) est convergente.

1

3. (a) Il suffit de choisir 0 = alors l'indication donne

Foo 1 nt?
/ T et dt=1

9

—+o0
42 T
e dt = /=
oo n

Comme la fonction ¢ — exp(—nt?) est paire (D

/+OO e ™ dt = L /+00 e ™ dt
0 2 —00

/+Ooe_"t2 ar =1 /"
0 2 n

Ve e R 1+ <€’

(b) L’inégalité de convexité classique

On posant = —t? pour t € R ,
VteR 1-t*<e?

Pour tout réel ¢, on a : et >1—t2

(c¢) On a donc pour t € [0; 1]
0<1-2<e™

donc
0< ((1-#)"< ()"

/010dt</01 (13" dtg/o1 (e*ﬁ)n dt
0 < up < /01 (e*’?)n dt < /0+OO (e*”)n dt

La derniére inégalité découlant de la positivité de I'intégrande.
Et donc

donc

T
Pour tout n € N, 0 < u,, < —
n

N |

(1). limite des résultats du programme, on peut montrer avec le changement de variable u = —t que si {f est paire et que les intégrales
0 “+oo
convergent [~ f(t)dt = [;7 f(t)dt
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En utilisant le théoréme des encadrements :

4. Soitn e N

Or pout ¢t € [0; 1]
Donc
Puis

Donc

On a

1
P €N, > .
our n U, 1
VYn € N 0< 1
n < S U
n—+1 "

Or la série harmonique Z% diverge, donc en utilisant le critére de convergence des séries a termes positifs

5. (a) Soit n € N

‘La série Y u, diverge. ‘

1
Uni1 :/ (1—t?)"Lat
0

1
_/ (1—¢)"1ae
0

On pose pour ¢ € [0; 1]

J(t) =t
g(t) = (1 - 2!

ft)=1
g )= —=2(n+ Dt —t3)"

Comme ces fonctions sont classe de C! sur [0; 1].

U1 = [t(1 — tQ)”“]é +2(n+1) /1 t2(1 — 3" adt
0
1
:O—0+2(n+1)/(t2—1+1)(1—t2)”dt
0
1 1
= (2n 2 _ 42\n _ 42\n
= (2 +2)[/0 > —1)(1—1¢?) dt+/0(1 ) dt}
1 1
= (2n+2) [—/ (1—t2)"+1dt+/ (1—t2)"dt}

0 0
= (2n 4+ 2)(up — Upt1)
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Pour tout entier naturel n, on a : up+1 = (2n + 2)(up — Upt1) ‘

(b) On a pour n € N

et donc

Unt1 = (2n + 2)uy — (2n + 2)up41

Démontrons 1’égalité par récurrence

e Initialisation ug =1 et

o Hérédité Soit n8N supposons que

alors

Un41 =

¢ Conclusion Par écurrence

(c¢) L’indication donne

et

Donc

et

Donc

B 2n + 2
Up4+1 = 2n+3un
40
(2x0+1)
4" (n!)?
y )
(2n+1)!
2n + 2
m+3"

2n+2  47%(n!)?
T 2n+3 (2n+1)!
47 (n!)?
(2n+3)(2n + 1)!

=(2n+2)-

= (2n+2)(2n +2) - (nh)?

(2n+3)(2n +2)(2n + 1)!
2 4”(71!)2
. (2n + 3)!
4" (n!)?
(2n + 3)!
A (n 4 1)1)?
 (2(n+1)+ 1)

=(2n+2)

=4(n+1)-

47(n!)?

POHrnGNun:m

(2n)! ~ Varn (2n)*ne 2"

“+o00

2n+1~2n
(2n)! 2V 4an 4" n?ne 2"
(o0}

2
(n!)? o ( 27m> n?ne=2n
[e.e]

2 2n

4"27n n“"e”
u ~y
" +oo 2ny/Amn 47 (n)2ne—2n
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donc

™

Up ~~
+oo \/4mn
s
Uy ~ ——
n+002\/ﬁ
1 /=
Up ~ =4 —
+o0 2\ n

6. Informatique.

On admet que, si t est un vecteur, la commande np.prod(t) renvoie le produit des éléménts de t. Compléter

le script Python suivant afin qu’il permette de calculer et d’afficher la valeur de u,, pour une valeur n entrée
par l'utilisateur.

import numpy as np

n=int (input (’entrez une valeur pour n : 7))
x=np.arange (1,n+1,1)
m=2*n+1

y=np.arange (1 ,m+1,1)
v=np.prod(x)
w=np . prod (y)
u=4sknx(vkx2)/w
print (u)
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