Correction du DM n° 6

Le 28/11/23

Exercice n°1

1. Soit n € N, n > 3. La fonction f, est de classe C° sur R comme fonction polynomiale. On a, pour tout

x € R,
fl(z)=nz" ' —n=n@"1-1)

Pour z € [0,1], "' < 1 donc f/(x) < 0 et ’ [ est décroissante sur [0, 1]. ‘

. Soit n € N, n > 3. La fonction f,, est continue et strictement monotone. D’apres le théoréme de la bijection,
fn est bijective de [0,1] dans f,([0,1]). Or f,(0) =1 et fp(1) =2 —n. Comme n > 3 par hypothese, on a
bien 0 € f([0,1]).

Donc il existe un unique z,, € [0,1] tel que f,(z,) = 0. ‘
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Comme, par définition, f,(z,) =0, on a bien | f, <n> < folzn) < fo (n)

. . L - 1 2
De plus, comme la fonction f, est strictement décroissante, cela implique | — < x, < — |
n n
Le théoréme des gendarmes nous assure alors que ’ (n)n>3 converge vers 0. ‘
. Par définition, pour tout n € N, n > 3, f,(z,) =0, c’est a dire z], + 1 — nx,, = 0, ou encore nz, = z,, + 1.
n

n
e : 1 2 - 2 o 0 (2
Or d’apres la question 3, — < x, < — et en particulier 0 < z,, < 3 ) ce qui implique 0 < z, < )
n n

Par encadrement, on montre ainsi que lim x;. =0, et donc
n—-+00

lim nz, =1
n—-+00

. soit = € [0, 1].
for1(@) = fu@) =2 41 -(n+ )z —a"—1+nz=2"(z—-1) -z

Or z € [0,1], donc 2" (z — 1) —x < 0, et donc fp41(z) < fn(z). En remplagant x par x,, on trouve
frr1(zn) < fu(zn) & fori(zn) <0

Or fot1(xny1) =0, done fry1(xn) < frnt1(znt1). Par décroissance de f,, 11 on obtient que

‘la suite () est décroissante. ‘

Exercice n°2

1. Soit n € N. La fonction f,, est de classe C° sur R comme fraction rationnelle de dénominateur jamais nul.

Pour tout x € R
£ () 3z2(x2 +n) — 23 x 2z 2t + 32%n
€Tr) = =
" (22 +n)? (x2+n)? —
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La fonction f,, est donc strictement croissante sur R.

falx) ~ x folx) ~ x

—+00 —0o0
donc
xgl-il-loo fn(z) = +00 et mggloo fn(z) = —00

Commen € N, n € f,(R), donc d’apres le théoréme de la bijection, ‘ Iéquation f,(x) = n admet une unique solutio

2. Soit n € N*.

3 2
n n
fn(n)_n2+n_n—|—1
n? —n(n+1) —n
Ju(n) =n = n+1 _n+1<0
Or comme n > 1,
fun+1) = 0Dt
" (n+1)24+n+1  n+2
n+1)2-n-2 n-1
1) —n= = 0
faln+1) —n n+2 n—|—2>

Ainsi
fn(n) < fn(xn) < fn(n+ 1)

et par stricte croissance de f,, on obtient ‘n <zp<n+l ‘

Par comparaison, on montre que ‘ (z,) diverge vers 400 ‘

3. On a simplement, pourn e Nyn <z, <n+1<x,41 <n-+ 2, donc ‘la suite (z,,) est croissante. ‘
Autre méthode :
Pour n € N*, il est clair que pour tout z € Ry, fr11(z) < fn(x), ce qui veut dire, en remplagant = par z,,
que fnr1(2n) < falxn), ou encore fr11(2n) < n. Comme fry1(Tngr1) =n+1,0na frp1(zn) < fur1(Tng1),
et par croissance de f,11, on montre que ‘la suite () est croissante. ‘
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