' HEC 2022 voie E|

Proposition de corrigé par David Meneu
Lycée Champollion - Grenoble, pour
Major-Prépa

Partie 1 - Intensité de défaut

1. On suppose dans cette question que fr est continue sur R*.

a) L’énoncé précise bien dans le préambule, que la densité f; est strictement positive sur R, et on vient de supposer
qu’elle est continue sur R .
Par stricte positivité de l'intégrale, on peut donc dire que pour tout réel positif ¢, la proba-

+oo
bilité P(T > t) = / fr(t)dt > 0 (cette intégrale converge puisque fr est une densité de probabilité).
t

b) On pose, pour tout k> 0 et tout t € RY : Ky (h) = Py (T <t + h).
Par définition de la probabilité conditionnelle :
% (h):l.[P’([T>t]ﬂ[T§t+h]):P(t<t<t+h). 1 :FT(t+h)—FT(t)' 1
ot h P(T > t) h P(T > t) h 1—Fr(t)
On sait que la fonction Fr est de classe C* sur R, ol sa dérivée est la fonction fr. La premiere fraction étant le taux
d’accroissement de F au point t, et la deuxieme ne dépendant pas de t, la limite de cette expression quand h tend

vers 0T existe et vaut :

Fr(t+h)— Fp(t 1 1 t
lig Fr+h) = Fr(t) _ L) __fr@®)
h—0+ h 1-— FT(t) 1-— FT(t) 1-— FT(t)
t
L’énoncé notait alors vy7(t) le quotient 1;&}57«)(1?)
t /
¢) Comme fr(t) = Fr(t), le quotient 1fTF(‘)(t) apparait, & un facteur (—1) prés, comme un quotient v qui a pour
—Fr U

primitive In(Ju|); la fonction 7 est continue sur Ry comme quotient de fonction qui le sont, donc:

vt >0, /0 yr(@)de = [—In (|1 — Fr(t))], = —In (1 — Fr(t)) + In(1) = —In (1 — Fr(t))

puisque Fr(t) < 1 et Fr(0) = 0, vu que T est une variable aléatoire & valeurs strictement positives. Dans 1’égalité
obtenue, on isole alors Frr(t) :

/Ot yr(z)de = —1In (1 — Fr(t)) < exp (— /Ot ’yT(x)dw> =1-Fr(t)
< Fr(t)=1—exp (- /Ot W(;,;)@)

En reprenant le principe utilisé pour démarrer la question b), on peut aussi écrire, pour tout ¢ > 0 et tout 6 > ¢ :

]P)(t <T< 9) . FT(Q) — FT(t)
P(T>t) 11— Fp(t)

_ 1 —exp (— foa ’yﬂx)dx) —1+exp (— fg ’yT(x)dx>
exp (f Jy vT(w)dz)

i) oo o)

=1—exp (— /te 'yT(x)dx>

¢
2. On repart de la relation : vt > O,/ yr(z)de = —In (1 — Fp(t)).
0

Pirsy(T < 0) =
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Puisque Fr est une fonction de répartition, on sait que tilgrnoo Fr(t) =17, donc tlginoo 1-Fr(t) =07 et tlginoo In(1— Fr(t))
¢

+oo = t£+moo ; ~yr(x)dz.

—+oo
On a donc prouvé que I'intégrale impropre / ~vr(z)dx est divergente.
0

On a déja montré en l.a) que : V& > 0,P(T > t) > 0 <= 1 — Fp(t) > 0 <= Fr(t) < 1; de la méme maniére,
puisque fr est nulle sur | —oo;0 [ et strictement positive et continue sauf en un nombre fini de points : pour tout
t

t>0,Fr(t) = / fr(z)dx > 0 par stricte postivité de 'intégrale, donc pour tout ¢ > 0, Fr(t) €] 0;1].
0

3. Question d’interprétation graphique : si on note respectivement vy, vy et vy les intensités de défaut des trois
firmes étudiées : au vu des courbes tracées, il est assez clair que :

/ @) < / (@) < / (@) s — / v(@)de > - / (@de > / (@)

o (- | 1 wla)de) > exp (- | 1 wia)de) > e (- | 1 ()

par stricte croissance de I’exponentielle sur R

—=1-em(- [ 1 wlade) <1-exp (- | 1 wids) <1-exp (- | 1 ()

e Fv(].) < FU(l) < Fw(l)

Ce qui signifie que c’est la firme W qui a la plus faible probabilité de défaut a échéance d’une année.
La deuxieme interprétation graphique consiste a comparer les probabilités conditionnelles Pipsg75(7 < 1) = 1 —

1
exp </ 'yT(:v)dx> des trois firmes :

0.75
Cette fois, on peut plutét lire :

/01 yw (z)dr < /1 yu(z)dz < /1 vy (z)da

.75 0.75 0.75

1 —exp ( /01 'yW(x)dx) <1-—exp < /01 fyU(x)dx) 1 — exp ( /Ol'yv(sc)dx)

ce qui signifie que si au bout de 9 mois aucune des trois organisations n’a fait défaut, c’est le firme W qui a la plus
faible probabilité de faire défaut a I’échéance des trois mois suivants.

4. On suppose dans cette question que yr est constante de valeur A. La relation (1) obtenue a la question 1.c) se
réécrit alors :

t

Vt >0, Fr(t)=1—exp (—/ Adm) =1 —exp(—\t)
0

Sachant que Fr(t) = 0 pour tout ¢ < 0, on reconnait alors la fonction de répartition de la loi exponentielle de parameétre
A, loi que suit donc T' (dans la question précédente, ¢’était le cas de 'organisation U avec A = 0.5 ). On retrouve ici la
propriété de cours selon laquelle la loi exponentielle est sans mémoire: I'intensité de défaut ne change pas en fonction

de ce qui s’est passé précédemment, elle reste invariante. On rappelle alors, toujours d’apres le cours, que E(T') = 3

5. On suppose dans cette question que pour tout t > 0,yr(t) = At, ot A est un réel strictement positif fixé.

a) On a toujours Fr(t) = 0 pour tout ¢ < 0, et pour tout £ > 0 :

t 27t 5
Fr(t)=1—exp <—/ Az dac) =1—exp|—A {x} =1—¢7
0 2 ]o

La fonction Fr est alors de classe C! sur R, sauf peut-étre en 0 , et une densité fr de T est définie par :

0 sit<0
t

2 .
Me AT sit>0

thR, fT(t): {

+oo
b) La variable aléatoire T' admet une espérance si et seulement si l'intégrale / t fr(t)dt, est absolument convergente.

— 00
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Comme la fonction ¢ — ¢ fp(t) est nulle sur R™ (car fr l'est), et positive sur R, cela revient a prouver la convergence

+o0 +o0 t2
simple de I'intégrale / tfr(t)dt = / A% exp (—)\2> dt.
0 2 0 . 2
La fonction t — A2 exp (—)\2) est continue et positive sur RT, donc / A2 exp (—)\2) dt est bien définie et est
0

un réel. )

t
Pour tout ¢ > 1: 3 fr(t) = M*exp (—)\) . 0 par croissances comparées (et du fait que A > 0), donc tfr(t) =

— 400

2
1
O4 00 ﬁ .

+oo
Or l'intégrale / 2 dt converge comme intégrale de Riemann d’exposant o = 2 > 1 : le théoreme de comparaison
1

—+o00 —+oo
des intégrales de fonctions continues, positives assure que 'intégrale tfr(t)dt converge, donc / tfr(t)dt aussi,
0

1
c’est-a-dire que T' admet bien une espérance donnée par l'intégrale de 1’énoncé de cette question.
2
t
e 207,

¢) On sait qu'une densité de la loi normale N (O, 02) est la fonction ¢ +— 5
oV2r

Pour que le contenu de I'exponentielle corresponde a celle de la question précédente, on cherche donc o tel que :

1
A:—2<:>a:
ag

-

Avec cet écart-type, la variable aléatoire normale correspondante - notons-la Y - a pour espérance 0 , pour variance

1
Y et pour moment d’ordre 2 :

E(¥?) =V(¥) + (E(V)) =

d’apres la formule de Koenig-Huygens. On peut donc écrire, d’apres le théoréme de transfert pour E (YQ) :

“+o0 \/XtQ t2 1 +oo t2 2T
A= |dt =2 = A2 A= | dt =4/ =
[oo Vv 27T eXp < 2 > )\ [m eXp < 2 > )\

2
Or la fonction ¢t — At? exp (—)\2> est clairement paire sur R, donc puisque toutes les intégrales impropres concernées

Foo 2 1 /27 2 T
A2 “A— |dt == e B(T) = /22 =
/0 P < 2 > 2\ M=y =Vm

By
6. On suppose dans cette question que a est un entier, a > 2 et que :

convergent, on peut écrire :

Vi€ {17"-50‘}7Vt€ [17131[77T(t):71

Cela signifie donc que yr est une fonction en escalier :
a) La relation de Chasles permet d’écrire, pour tout 7 € {1,...,a} et tout t € [t — 1,4[ :

/Ot yr(z)de = /01 ~yr(x)dz + /12 yr(x)de 4+ - - + [il yr(z)dr + /;1 vr(z)dz

i—2

1 2 i—1 t
= / v dx —|—/ Yo dx + - -+ —|—/ Yi—1 dx —|—/ ~v; de  on intégre des constantes!

0 1 i—2 i—1
=n A+t oyt - (- 1)

On a sommé des aires de rectangles de largeur 1 , sauf le dernier qui est de largeur ¢t — (i — 1).

On a alors, pour tout ¢ € {1,...,a} et tout t € [{ — 154 : :
t i—1 i—1
Fr(t) =1—exp (—/ VT(a?)dm) =1—exp (— ZWC — 3t — (i — 1))) =1—exp(—y(t—(i—1)))-exp (— Z%>'
0 k=1 k=1
b) Pour tout réel ¢ € [0,a], il existe un unique entier ¢ € {1,...,a} tel que t € [i — 1,4[ : par définition de la partie

entiére, c’est Punique entier tel que i — 1 = [t] < i = [t] + 1.
11 suffit alors de reprendre la formule précédente avec cette valeur de i, et on obtient bien :

Lt]
Vte [0,a |, Fr(t)=1—exp(—yy+1(t—[t])) exp —Z%
k=1
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Partie 2 - Modélisation du prix du CDS

7. a) Des données de 1’énoncé qui introduit cette partie, on retient les informations suivantes qui concernent le
capital U que B verse a A :

e D’abord, B ne verse quelque chose a A que si un défaut de paiement se produit avant I'instant m, d’ou le facteur
1(r<m) qui vaut 1 si cet événement se produit, et 0 sinon.

e On sait que T représentant I'instant aléatoire de défaut de paiement, A regoit (1 — §(T")) euro de B par euro
investi dans 'organisation C, et ce a U'instant 7.

o Cette somme (1 — (7)) recue de B a l'instant T, est alors immédiatement placée par A sur l'actif non risqué
jusqu’a maturité, donc pendant un temps égal & (m — T'), ce qui rapporte e"™=T) euros par euro placé.

A maturité, ce capital, 8’il est versé, vaut donc (1 — §(T)) - e"™ =1,

On a donc bien justifié que :

U=(1=6T)e " gy = (1= 6(T))e " 1jg 1y (T)

En effet, puisque T est & valeurs strictement positives : (T < m) <= T €]0,m].
b) La fonction G : t +— (1— 6(t))er(m*t)1[o7m] (t) est continue par morceaux sur R4 (car d est continue sur R, de méme
que t — er(m*t), tandis que 110,m] est une fonction en escaliers continue par morceaux).

D’apres le théoreme de transfert, la variable aléatoire U qui est égale a la composée G(T'), admet une espérance si et
“+o0
seulement si I'intégrale G(t) fr(t)dt est absolument convergente.
—oo
Comme G est continue par morceaux sur R.et nulle en-dehors de ]0,m|, la convergence simple et la convergence
absolue de 'intégrale sont confondues et assurées, de sorte que U admet une espérance qui vaut :

E(U) = /Om(l —8(t)e" ) fr(t)dt = e /Om(l —6(t))e " fp(t)dt

8. a) Au prix de s euros par an, sur m années, le montant total de la prime versée & B est égal & ms; cette prime

, J . . sm
est versée en N échéances toute identiques, les versements valent donc N - s chacun.

b) Pour tout ¢ € {1,..., N — 1}, si le défaut de paiement survient entre les (i — 1)-iéme et i-iéme échéances : alors A
a effectué le versement 1 de sf euros a l'instant 6, qui immédiatement placé par B jusqu’a maturité, a rapporté in
fine ¢"™ =% euro par euro investi, donc sfe” =% euros pour cette annuité; si i > 2, A a aussi effectué le deuxiéme
versement de s euros a l'instant 26, qui immédiatement placé par B a rapporté e” (™29 . 0 euros in fine, et ainsi de
suite jusqu’au i-itme versement & linstant 6, toujours de sf euros, qui rapporte e” ™) . 50 euros & maturité.

Tous ces gains s’additionnent a la fin, et on y rajoute aussi I'argent que A verse & B pour la période [0, (i 4+ 1)6]
interrompue : le temps écoulé dans cette période avant le défaut de paiement est égal & T — 6, A verse donc s(T — i)
euros immédiatement placés pour un temps égal & (m — T'), et qui rapporte donc e"™=T) euros par euro investi.
Tous comptes faits, la valeur & maturité du capital que A aura versé a B si le défaut de paiment intervient entre les
échéances i6 et (i + 1)6 est bien donné par la formule :

i i
Z seer(mfke) + Ser(me) (T o 19) — 5. <QZ er(mka) + 6r(me) (T N Z0)>
k=1 k=1

Lorsque [T < 0] est réalisé : le défaut de paiement a lieu avant méme le premier versement. Dans ce cas la régle énoncé
stipule que A verse & B la somme de sT' euros, qui sont investis par B pendant un temps égal & m — T', ce qui donne
un capital final de sTe”™~T) euros.

Si [T > N6 est réalisé : cela signifie que le défaut de paiement a eu lieu apres le passage de la maturité, puisque
No=N- % =m.

Dans ce cas, A a effectué tous ses versements aupres de B, et le capital correspondant & maturité est donné par la
formule :

N

Z Seer(m—kﬂ)

k=1

¢) Dans la formule proposée par I’énoncé pour le capital V' versé par A a B : si le défaut de paiment a lieu entre
les échéances 6 et (i + 1)0, alors dans la premiére somme d’indices strictement supérieurs a i sont nuls, et dans la
deuxieme un seul terme est non nul : celui d’indice k = i. Le capital a alors pour valeur :

s (0267‘(771]99) + er(me) (T o Za))

k=1
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ce qui correspond bien a ce qui a été obtenu a la question précédente.

Notons que la formule est encore vraie si [T < 6] est réalisé : dans ce cas tous les termes de la premiére somme sont
nuls, et de la deuxieme ne subsiste que le terme pour k£ = 0. On obtient alors la valeur finale sTeT(m_T), qui est bien
ce qui a été obtenu précédemment.

Si au contraire [T > NO] = [T > m)] est réalisé, alors on est arrivé & maturité sans connaitre de défaut de paiement :

dans ce cas subsistent de la formule proposée, tous les termes de la premiére somme, ou les indicatrices valent toutes
N

1, et il ne reste rien de la deuxieme somme. Le capital final est donc sf Z e
k=1

r(m=k0) e qui correspond bien A ce qui

a été obtenu précédemment.
La formule finale pour le capital versé par A a B, est donc bien :

N—-1
V= <9Z€r(m M0 rsre + > "IN — k)1 k9<T<(k+1)9]>
k=1 k=0
ou encore :

N
V =se™ (9 Z e_rkgl]kO,Jroo

k=1

N—
Z e (T - ke)l]ke(kJrl)H])

k=0

puisque: T > kO € T € [k0,+oo] et k0 < T < (k+1)0 < T €]kb, (k + 1)0].
d) A nouveau, V est une fonction H(T') de la variable T', ot H est positive et continue par morceaux sur R : toujours
d’apres le théoreme de transfert, V' admet une espérance si et seulement si l'intégrale

N-1

+o0 N
/ se™™ <Qzerk01]ka,+oo[(t)+ ert(t—kf))l]ke(m)e]) fr(t)at

k=1 k=0
est (absolument) convergente. La linéarité de l'intégrale rameéne le probléeme & Pétude de chacune des intégrales
+o0 +oo
/ €7Tk011k97+oo[(t)fT(t)dt = e*”“e/ fr(t)dt : ces intégrales convergent toutes puisque fr est une densité de
k6

— 00

probabilité, et valent chacune e "*P(T > k) = ¢~ (1 — Fr(k6)).

+oo (k+1)0
e~ (t — kO)Likg,(kr1)0) (t) fr(t)dt /ke et — kO) fr(t)dt

il s’agit bien d’une intégrale convergente, puisqu’on intégre sur un segmet une fonction continue par morceaux.
Toutes les intégrales convergent, donc V' admet une espérance qui vaut bien, par linéarité :

N
E(V) = se’™ (926”@9 — FPr(k6)) + Z /
k=1

9. Si on veut que la prime annuelle soit équitable pour A et B, il faut que E(U) = V : en moyenne, A verse & B
autant qu’il recoit en retour.

On doit aussi étudier /

(k+1)6

w)fT<t>dt>

On a bien :

E(U) = E(V)

2

-1

m N (k+1)6
s erm /0 (1—0(t))e " fr(t)dt = s - €™ (9 > e (1 — Pr(ko)) + /k et — k9)fr(t)dt>

k=1 k=0 7 k0
Jora— *”fT( )dt
oSN ek (1 — FT(kze)) NL LU oort (4 — 16) fr(t)dt

10. a) Une pure question de cours! Si g est une fonction continue sur le segment [0, m], alors d’apres le théoréme sur
les sommes de Riemann :

s =

b) La fonction g : t +— e~ " (1 — Fp(t)) est bien continue (car Fr et exp le sont) sur lintervalle [0,m], donc en
application directe du théoréme précédent :

i 3 (1 () = [t o
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¢) Pour tout k£ € {0,..., N — 1} et pour tout ¢ € [k6 (k+1)]enrappelantqueﬁzg,ona
m m m _m
-t <0d T<leth— <t<(k+1)— <t—k— < —,

rt <0 donc 0 < e~ et k— (k+ )N<:>0 SN

donc par produit d’inégalités de méme sens entre facteurs positifs :
—rt m —rt m
0<e (t — kﬁ) <fracm N <= 0<e (t - kN) fr(t) < fracm N fr(t)

puisque la densité fr est positive sur R,. Les fonction concernées sont continue (par morceaux) sur Uintervalle
[k0, (k+ 1)0], et kO < (k + 1)0, donc par croissance et positivité de l'intégrale :

(k+1)0 m (k+1)6 m [EHDE
< Tt — k— t)dt < — t)dt
o< [ et (e=rg) froae< [ Rrar= [ et

0 0
Le passage a la somme dans ces inégalités quand k varie de 0 & N — 1 donne alors :

N

-1 (k+1)0 m N-1 .(k+1)6
0< Y. / et — kO) fr(t)dt < = > / fr(t)dt
k k

N
k=0 /K0 k=0 K0

Gréce a la relation de Chasles, on peut réécrire le méme de droite sous la forme :

m N (k+1)6 m [NO m -
NkZ_O/M fT(t)dt:ﬁ/O fr(t)dt N/ fr)dt = SR <m) < -

. . m 7 \ .
Puisque lim — =0, le théoréme d’encadrement assure bien que :
N—o+oco N

N-1 .(k+1)
li Tt — kO) fr(t)dt =0
S > [ ek

En reprenant la formule (3) obtenue a la question 9., et grace a 10.b) ou % =0, on a bien :

lim sy — lim Jo" (L= SO)e r(t)dt = S(e)em ()t
N=+o0 Notoo oSN okt (1 — Fp(k6)) + SN k(gﬂ)@ et (t—kO) frt)dt  Jo et (1= Fr(t)dt

d) Si T suit la loi exponentielle de parameétre \ et si § est une fonction constante, alors :
/ (1= 6(8))e" fr(t)dt = (1 —5)/ e=mAeM dt = A(1 — 5)/ (N gy
0 0 0

m m m
et / e (1—FT(t))dt=/ e e M dtz/ e~ Nt gy
0 0 0

Et donc, sans avoir besoin de calculer explicitement cette intégrale qu’on retrouve deux fois et qu’on peut donc
simplifier dans la fraction :

Nl_lfiloo sy =M1—-0).

Partie 3 - Cotation du CDS et intensité de défaut

11. D’apres les hypothéses faites dans cette partie : pour tout ¢ € [0;1],

() =m <= % =m < fr(t) =n (1 - Fr(t))
de sorte que : s; = (1 —4) Jo ¢ fr(t)dt —(1-4) M fo (1= Fp(t)dt

Jy et (1 — Fr(t))dt Jy et (1 — Fp(t)) dt

donc: s1=(1-0)y <=y = 18_15.

12. a) En reprenant la formule obtenue & la question 6.a), encore valide ici vues les hypotheses faites dans cette
partie : pour tout ¢ € {1,...,a} et pour tout ¢t € [i — 1;1,
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FT(t)=1—exp(—%(t—(i—1)))-exp( Zm)—l—exp( Yi(t — (i —1)) HeXp ~Yk)

k=1

=1~ oxp(—(t — (i — 1)) - [ exp(~ar 1)

=1—exp(—(t—(i—1)))exp(—(i —1)r) 1:[ A/:k
k=1 -1
=l—-exp(—(azs—7)-t—(G—-1)—=(@GE—1)r) A,:gl =1—-A;1exp(—a;(t — (i —1)) +rt)

=1—A; jexp(—a;(t— (i —1)))-e"

Ce qui donne bien : e " (1 — Fr(t)) = A;_1exp (—a;(t — (i — 1))).
b) De ce qui précede et de la définition de si, on déduit que pour tout k € {1,...,a} :

[ erimna= 125 [N o mapa

<:)Z/ e~ (1 — Fr(t)yr(t)dt = —5 2_;/;1 A;i—qexp (—a;(t — (1 —1)))

@;/i_l Ai—rexp (—ai(t — (1 — 1)) v dt = T _ké ;/i_l Ai_qexp(—a;(t — (i —1)))

k
e ZAi*l (18k
i=1

1) [ et mpar-o

Sk 1
n pose, pour k € {1,...,a},wy T+1,5e k o
¢) Pour tout entier i € {1,...,a} :
[ ew(-aitt— - 1)ae= [— exp (—au(t — (i - 1)))} _—oee(a)+l
i—1 Qg i—1 Qg
donc la relation finale obtenue a la question précédente se réécrit :
~ s A A;—qexp (—ay) k A A
k i—1 — Ai—1 —Q; i—1— Ay
—% |- =0« —r—7) ——— =0
> (1257 ;mk ra) 2L

<:>Z Wy — @) Zl_Ai:O.

En séparant en deux la somme par développement du premier facteur de son terme général, on remarque alors que
cette derniere relation se réécrit :

AL A S A
2?%%*2(&-1*14)*0@“%21% (Ag—Ar) =0
k
A1 — A 1- A,
< =
1 M Ai - A u 1 —exp(—wy)
Ce qui donne bien, puisque 8, = — : 6, (1 — Ax) = Zy = ZAi,l G A W) puisque A; =
Wk = i=1 i

A1 exp (—ay).
d) En utilisant la relation : Ay = Ag_1exp (—ay) dans le membre de gauche de I’égalité précédente, et en isolant le

dernier terme de la somme du membre de droite, on obtient finalement, pour tout k € {2,...,a} :
— 1—e % 1—e 1—e
1—Ap_1e7%%) = Aj 1 ———— + A 1 ——— (1 — A7) —Ap_1————— =01 (1 — Aj_
O ( k—1€” ) Zzl o +Ak—1 " = 0 ( k-1 F) — Ap_q o Or—1 ( k—1)

=0k-1(1—Ak—_1)
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13. Si pour un k € {2,...,a}, sg—1 = s, alors pour ce méme £k :

n Sk +3k—1 1 1
r =T+ —— <= W = W1 < — =
1-6 1-46 k k-t W WE—1

<~ 0, =01

de sorte que la relation de la question précédente se réécrit:

_ 1—e _ 1—e @k
0 (1 — Ak_le ak) — Ak—l =0 (1 — Ak—l) < 0y Ap_4 (1 —e€ ak) = Ap_1
Qg Qg
Puisque Ag_1 est un produit d’exponentielles, et puisque ap = 7 + v est strictement positif, alors e™% < 1 <=
1 —e % > 0 donc on peut simplifier I’égalité précédente par les facteurs communs A;_; et 1 — e~ **, ce qui donne:
1 1 Sk
Op = — <= wp =0 <=1+ ——==r+7 < V% =
AL 1-6 1-6

e On définit, pour tout k € {1,...,a}, la fonction @y, sur |0; +oo[ par :

1—et
t

14. a) La fonction ¢y, est dérivable sur |0; +00[ comme quotient et somme de fonctions de référence qui le sont, avec :

ng(t) = Hk (1 — Akfle_t) — Ak,1 .

ett—(1—e )1 Ap,
12 2

(x> —t—1)-e"+1), CQFD

vt €]0;+oo [, @p(t) =0k Ap_re™" — Ag_q - (POke Tt —te T +1—e7")
_ Apa
==

b) La fonction h : t + 1 — (t + 1)e” " est dérivable sur [0; +oo[, avec :

Vie [0;4+o0], W(E)=0—(1-e"+(E+1)-(—e ")) =te—t>0

La fonction h est donc strictement croissante sur [0; 400 [, et comme h(0) = 1 — e® = 0, alors on peut écrire que :

Vt€]0;4+oo[, h(t)>0<=1—(t+1)e >0

Ap_
En remarquant alors que : Vt €]0; +oo |, . (t) = :2 L. (0> + h(t)), ott Ax_1 et 0y sont des paramétres strictement
positifs, on en déduit que ¢} (t) > 0 pour tout ¢ > 0, donc que ¢y, est strictement croissante sur |0; +oo[. ¢) Limite en
0t : lim, et = e’ =1 par continuité de 'exponentielle en zéro.
t—0
D’autre part, I’équivalent classique e* —1 ~ wu donne, puisque lim(—t) =0 :
u—0 t—0

—t

1—
e'—1 ~ —t<=1-e" ~ t donc lim =1, de sorte que :
t—0 t—0 t—0

lim gOk(t) = ek (1 — Akfl) — A}Cfl.

t—0+
.. . —t . 1 . —t . - e_t ; .
Limite en +oo : lim e7" = lim — =0,doncliml—e " =1et lim = 0, de sorte que par opérations
t—+o0 t—+4o0 e t—0 t—+o0
sur les limites :
li =0,
Jim er(t) = O
t 0 +o00
Pk
O, (1 —Ap_1) —Ap—1 —
15. a) L’énoncé disait en préambule de la partie 3 , que s;_1 < sg pour tout k € {2,...,a}, donc puisque r > 0 et

0<di<l=1-6>0:

Sk—1 Sk 1 1
r+ <r+ = Wi_1 S W = > — <01 204
1-6 1-6 WE—-1 Wi
On a alors :
—w 1—e™™ —w —w
o (W) = O (1 — Ap_1e” %) — AkflTk =0p (1 — Ap—re™™ — Ay (1—e™%)) =0, (1 — Ap_1),
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donc on a bien : g (wg) < Ok—1 (1 — Ag_1) puisque 0 < A1 <1=1—Ap_1 >0.
b) Il suffit de remplacer ¢ par «j dans ’expression de @) pour obtenir le membre de gauche de I’égalité démontrée en
12.d) : pour tout k € {2,...,a},
o 1—e™@k

ok () = Or (1 — Ap_re™ %) — AkAT =0p1(1—Ar_1)
Or comme on I’a vu dans le tableau de la fonction ¢y, strictement croissante sur ]0; +0o] : sa limite en 400 vaut 0 et
est par conséquent un majorant strict de la fonction sur tout son domaine : V¢ €]0; +00 [, px(t) < ). En particulier :
pour tout k € {2,...,a},

ap(ak) < 9k <~ 9]@71 (1 — Ak,1> < Hk

Au vu du résultat de 15.a), on remarque aussi que :

Sk Sk
@k(wk)gwk(ak)@wkgak<:>r+17_5<r+’yk<:> -5 <7k
La premiére équivalence a été obtenue grace a la stricte croissance de ¢y, sur |0;+oo[ (les antécédents par ¢ sont
rangés dans le méme ordre que les images). ¢) Réciproquement, pour tout k € {2,...,a}, § et r étant donnés :
k—1
si on a déterminé ~q,...,v,_1 alors Ap_1 = exp <— Z (r+;) | est connu et strictement positif : on a toujours
i=1

0 (1 — Ak—l) — A1 < 01 (1 — Ak—l) < Op_1 (1 — Ak—l)a donc la condition 0, > 01 (1 — Ak—l) suffit pour
affirmer que 6,1 (1 — Ap_1) appartient & l'intervalle-image ¢ (]0; +00[), ol ¢y, est strictement croissante et continue
sur | 0;+o0], et dont 'expression ne dépend que de parameétres connus : le théoréme de la bijection assure alors que
oy, est bien défini comme unique antécédent de 01 (1 — Ax_1) par ¢y.

Ainsi a = 7 + 9, est uniquement déterminé : il en est donc de méme de v = ag — 7.

16. a) Avec I'approximation de e~* par 1 — ¢ pour obtenir la relation (4), le réel 4 est "contenu' dans le terme
ak =71+ Yg, qu'on cherche donc a isoler :

Or—1(1 —Ap—1) + Ap—1
O

Hk (1 — Ak—l (1 — Ozk)) — Ak—l = 9k—1 (1 — Ak—l) <~ 1- Ak—l (1 — Ozk) = soit :

(1— A1) Ok —Op—1) + Ap—1

Ap_10y
x « FIN DU SUJET < «%

Soit 1y, =
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