ECG2 Mathématiques

EML 2020

Exercice 1

On considére la fonction f deéfinie sur ]0, 1] par :

Partie A : Etude de la fonction f

1.

Montrer que f est dérivable sur ]0, 1] et que 'on a :

1
vz €]0,1[, f'(z) = 5 (—zIn(z) — (1 —=2) In(1 —2))
z (1 —z) (In(z))
Démonstration.
« La fonction f est dérivable sur ]0, 1] car elle est le quotient f = N ou :
2

x f1:x—In(1 —z) est dérivable sur |0, 1] car elle est la composée f1 = ga 0 g1 ou :
—gr:x—1—xest:
» dérivable sur ]0, 1],
» telle que : ¢1(]0,1[) C]0,1].
— g2 : = — In(x) est dérivable sur |0, 1].
x forx—In(z):
— est dérivable sur |0, 1],
— NE S’ANNULE PAS sur |0, 1].

La fonction f est dérivable sur 0, 1].

« Soit z € ]0,1].
= In(z) —In(1—2) L

(In(z))*
73318;4; In(z) —In(1 — z) @
z(1—z) (In(z))?

—z In(z) = (1 —z) In(1 — x)
z(1—2x) (111(95))2
1
z(1-2) (In(z))?

On a bien : Vx € ]0,1[, f'(z) =

(=2 In(z) — (1 —z) In(1 —2)).

Commentaire

o Afin de permettre une bonne compréhension de ce point, on a rédigé en détails la dérivabilité
de la fonction f; qui est obtenue comme composée (fa = g2 0g1). Mais un tel niveau de détails
n’est certainement pas attendu par les correcteurs.
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Commentaire

o De manieére générale, il n’est pas nécessaire de rédiger aussi précisément les questions portant

sur la régularité de fonctions. Il est conseillé :

x de rédiger trés proprement la régularité d’une fonction pour les questions que 'on traite en
premier. On démontre ainsi au correcteur sa capacité a rédiger ce type de questions et on

pourra alors réduire le niveau de détail pour les questions suivantes.

«x de rédiger trés proprement la régularité lorsqu’il s’agit du coeur de la question (« Démontrer

que la fonction est continue / de classe C! sur ... »

Dans les autres cas, on pourra se contenter d’écrire que la fonction f est dérivable sur J
(intervalle a déterminer) car elle est la composée de fonctions dérivables sur les intervalles

adéquats. Evidemment, cela n’apportera pas de point si I'intervalle J n’est pas le bon.

« Les précisions apportées dans cette question permettent de rappeler la formule de dérivation

d’une composée. On a :

vz €10,1[, (920 a1) () = g5(91()) x g} (z)

Icion a: gj(z) = —1. Il est évidemment primordial de ne pas oublier ce terme dans I'obtention
de la dérivée. L’énoncé donne ici la solution ce qui permet de vérifier que ’on n’a pas commis

ce type d’erreur.

\ D v
2. a) Justifier : Vt € ]0,1[, t In(¢) < 0.
Démonstration.
Soit t € 10, 1[.
Alors  In(t) <0 (par définition de la fonction In)
donc tIn(t) <0 (par multiplication part > 0)
vVt € ]0,1[, t In(t) <0 .
b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur |0, 1].

Démonstration.
Soit x € 0, 1].
o D’aprés la question 1., on a :
1
f(z) = (—zn(z) - (1—2) In(1 —x))

z(1—x) (111(33))2

Or:z>0,1—2>0et (ln(a:))2 > 0. Ainsi : z (1 — x) (ln(:c))2 > 0.
On en déduit que le signe de f'(z) est celui de la quantité —z In(z) — (1 — z) In(1 — z).

« En utilisant la propriété de la question précédente pour t = = € ]0, 1], on obtient : z In(z) < 0
et donc —z In(x) > 0.

« En utilisant la propriété de la question précédente pour t = 1 — z € ]0,1[, on obtient :
(1-2)In(l —z) <0etdonc —(1—=x)In(l—=z)>0.

Ainsi: —z In(z) — (1 —z) In(1 —z) > 0.

On en déduit : Va € ]0,1[, f'(z) > 0.
La fonction f est donc strictement croissante sur 0, 1[.
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Commentaire

La propriété démontrée dans la question précédente a été démontrée pour tout ¢ € ]0,1[. On
ne peut donc 'utiliser que pour un réel t € |0, 1[. C’est une évidence qu’il convient toutefois
de rappeler car elle est trop réguliérement ignorée par les candidats. Lorsque 'on souhaite
utiliser un résultat précédemment démontré ou admis, il faut scrupuleusement vérifier que
I’on est dans les conditions d’application de ce résultat.

3. a) Montrer que la fonction f est prolongeable par continuité en 0.
On note encore f la fonction ainsi prolongée en 0. Préciser f(0).

Démonstration.
« Comme lim In(z) = —oco alors lim —— = 0.
z—0 z—0 ln(x)
« Comme lin%) In(1 —z) =1n(1) = 0, on obtient :
Tr—r
im 212 0y
z—0 ID(ZL')
La fonction f est prolongeable par continuité en posant f(0) = 0. O
b) Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f'(0).
Démonstration.
Soit x € 0, 1].
In(1—x)
T(f)(I):f(x)i ()_ In(z) _Ozln(l—x) N —x _ -1
0 z—0 x xIn(x) «-0 zlIn(z) In(x)
-1
Or:lim —— =0
z—0 ln(:c)

La fonction taux d’accroissement 7o(f) admet donc une limite finie lorsque = — 0.

On en conclut que la fonction f est dérivable en 0, de dérivée f'(0) = 0.

O
4. Calculer la limite de f en 1. Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f7
Démonstration.
1
« Tout d’abord, comme lim In(z) =0,ona: lim —— = —
z—1 z—1 ln(a:)
o En posant t =1 — z, on obtient : lim In(1 —z) = lim In(t) = —oc.
z—1 t—0
On en déduit, par produit de limites :
In(1 —
T Gk BN
z—1 ln(x)
Comme linri f(z) = +00, la droite x = 1 est une asymptote verticale de la courbe
T—r
représentative de f. 0
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5. Tracer 'allure de la courbe représentative de f dans un repére orthonormé, en faisant figurer la
tangente en 0 et les branches infinies éventuelles.

Démonstration.

10 f

0.2 0.4 0.6 0.8 1.2

O
Partie B : Etude d’une suite
On note, pour tout n de N*, (E,) I’équation : 2" + 2z — 1 = 0.
6. Soit n € N*. Etudier les variations sur R de la fonction x — 2" + z — 1.
En déduire que I'équation (E,) admet une unique solution sur R4 que l'on note wu,,.
Démonstration.
Soit n € N*. Dans la suite, on note hy, : x — 2" +z — 1.
« La fonction h, est une fonction polynomiale (de degré n).
FElle est donc dérivable sur R4. De plus, pour tout x € Ry :
R (x) = na" ' 41
Comme z >0, alors : " > 0. Ainsi : n 2" 1 4+1>1>0.
On en déduit le tableau de variation suivant.
T 0 +00
Signe de hl, () +
+00
i -
-1
o La fonction h,, est :
x continue sur [0, 400,
x strictement croissante sur [0, 4+-o00].
Elle réalise donc une bijection de [0, +oo[ sur hy ([0, +o00[). Or :
hn([0,400]) = [hn(0), lim hy(z)] = [—1,+o0]
r—r+00
Comme 0 € [—1, 400[, ’équation h,(z) = 0 admet une unique solution u, € [0, +o0].
L’équation (E,) admet une unique solution sur Ry notée u,. 0
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7. Montrer que, pour tout n de N*, u,, appartient a U'intervalle |0, 1[.
Démonstration.
Soit n € N*.
« Remarquons :
x hp(0) = —1.
x hp(un) =0, par définition.
x hp(l) = 1.
Ainsi :
hn(0) < hp(up) < hn(1)

« Or, d’aprés le théoréme de la bijection, hy, ' : [—1,4+00[ — [0, +00[ est strictement croissante sur
[~1,400[. En appliquant k!, on obtient alors :

hl(hn(0)) < hpl(hn(un)) < hypt(ha(1))

0 Unp 1

On a bien : Vn € N*, u, €]0,1]. O

8. Déterminer uj et us.

Démonstration.

o Par définition, uy est 'unique solution positive de I"équation : hy(z) = 0. Or :

1
hi(z) =0 & sl4+2-1=0 & 22=1 & z=35

1
On en déduit : ug = 3

« Par définition, uy est l'unique solution positive de I'équation : ha(z) = 0. Or :

ho(z) =0 & 2 +2—-1=0

Notons P(X) = X2 + X — 1 le polynome de degré 2 associé a la fonction hs.
Ce polynéme admet pour discriminant : A =12 -4 x (=1)=1+4=5>0.
Ainsi, P admet deux racines :

-1

r_=——<0 et x
2 +

C—14V5
-—="

Comme5>1,alors:ﬁ}ﬁzletainsi:ﬁ—l}&

—-1++5
o

On en déduit : us =
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9. a) Recopier et compléter la fonction Scilab suivante afin que, prenant en argument un entier n
de N*, elle renvoie une valeur approchée de u, & 1073 prés, obtenue a 'aide de la méthode par
dichotomie.

def valeur approchee(n):

a=0
b=1
while (b—a)>10%x(—3)
c=(atb)/2
if (cxxntc—1)>0:
b=c
else:
a—c
u=(atb)/2

return (u)

b) On représente alors les premiers termes de la suite (uy,)nen+ et on obtient le graphe suivant.
Quelles conjectures peut-on faire sur la suite (u,),en+ concernant sa monotonie, sa convergence
et son éventuelle limite ?
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Démonstration.
Le graphe permet d’effectuer les conjectures suivantes :

x la suite (u,)nen+ est strictement croissante,

1
29

x la suite (u,)nen+ est minorée par
x la suite (un)nen+ est majorée par 1,

x la suite (up)nen+ €st convergente de limite 1.

Commentaire \

On lit sur ce graphe les valeurs :
up = 0.5 et wug ~0.61

Cela permet de vérifier les résultats donnés en question 8.

“1+5

En particulier, 0.61 est bien une valeur approchée de la quantité us = >
O

10. a) Montrer, pour tout n de N* : f(u,) = n.

Démonstration.

Soit n € N*,
In(1 — uy,)

In(uy,)

In (Unn) (car u,"™ =1 — u, par
In(uy,) définition de uy,)

n lpferz]
fr)

On a bien : Vn € N*, f(uy) =n. I

b) En déduire que la suite (u,)pen+ est croissante.

Démonstration.
Soit n € N*,

o D’aprés la question précédente :
f(un) =n < n+l :f(un-i-l)

o Or, d’aprés I’étude en Partie A, la fonction f réalise une bijection de |0, 1] sur |0, +oo[. D’aprés
le théoréme de la bijection, f~1:]0, +00[ — ]0, 1] est strictement croissante sur ]0, +ool.
En appliquant f~!, on obtient alors :

f_l(f(un)) < f_l(f(un-i-l))

Un Un+41

Ainsi : Vn € N*) u,, < up41. La suite (u,) est donc croissante.
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\

Commentaire

« La Partie B consiste en ’étude de la suite (uy,). On parle ici de « suite implicite » car on

n’a pas acceés a la définition explicite de la suite (u,) mais simplement & la propriété qui
permet de définir chacun de ses termes, & savoir :

Pour tout n € N*, u,, est l'unique solution positive de I’équation h,(z) =0

On comprend alors que ’étude de (u,,) va passer par I’étude des propriétés de la fonction h,,.

De cette deéfinition, on tire la propriété : | Vm € N*| hy,(up) =0

Cette propriété est au coeur de I’étude de la suite implicite (uy,).
On I'utilise en question 7.

La question 10.a) établit une propriété équivalente & cette propriété de définition de la

suite (uy), & savoir : | Vm € N*, f(uy,) =m

C’est de cette propriété dont on se sert ici (en m = n et m = n + 1) pour démontrer la
monotonie de la suite (uy). Comme la suite (u,) est définie de maniére implicite, cette
étude ne se réalise pas directement en étudiant la différence un41 — un. Il est par contre
tres classique de passer par l'inégalité :

flun) < f(unta)

et de conclure : u, < upt1 & l’aide d’une propriété de f. =

¢) Montrer que la suite (u,)nen+ converge et préciser sa limite.

Démonstration.

« D’aprés ce qui précéde, la suite (uy,) est :

Commentaire \

x croissante,

x majorée par 1 (on démontre en question 7. : Vn € N*, w,, € ]0,1]).

On en conclut que la suite (u,) est convergente de limite ¢ € [0, 1].

o On rappelle que, par passage a la limite, les inégalités strictes deviennent larges.
Plus précisément :
VneN, u, >a
= [(>a

U, —
n—-+00

1
o On pourra retenir ’exemple classique de la suite <> :
n

1
x d’une part : Vn € N*, — >0
n

1
« d’autre part : lim — =0 X0

n—+oo n
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« Par ailleurs, comme la suite (uy) est croissante, on a :

1
Vn € N¥, un>u1:§

On en conclut, par passage a la limite : £ >

DO | =

o Démontrons alors £ = 1. Pour ce faire, on procéde par 'absurde.
On suppose : £ #£ 1. D’apreés ce qui précéde, on a donc : £ € [%, 1].
La fonction f est continue en ¢ € [1,1[ C ]0,1[. Ainsi, la suite (f(un)) est convergente de
limite f(¢) € R. Par passage a la limite dans ’égalité définie en 10.a), on obtient :

flun) = n
1 1
£ e
8 l 8 l
f(0) +00
Absurde!
On en conclut que la suite (uy,) est convergente de limite ¢ = 1. -
Partie C : Etude d’une fonction de deux variables
On considére la fonction F' de classe C? sur Pouvert |0, +-o0c[? définie par :
Y2
F:(z,y) b—>m2y+$2—? —2x
11. a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de F en tout point (x,%) de ]0, +oc[2.
Démonstration.
« La fonction f est de classe C! sur ]0, +o00[ x ]0, +o0] car elle est polynomiale.
Elle admet donc des dérivées partielles premiéres sur cet ensemble.
e Soit (z,y) € ]0,+00[ x |0, +oc[. Tout d’abord :
n(F)(z,y) = 2yz+ 2z -2
Par ailleurs :
Q(F)(z,y) = 2° —y
O(F)(z,y) = 2zy+2x—2 et Oo(F)(r,y) = 22—y 0

b) Montrer que la fonction F admet (u3,u3?) comme unique point critique, ot le réel uz est I'unique
solution sur R de ’équation (F3) définie sans la partie B.

Démonstration.
Soit (z,y) € ]0, +oo[?.
o Rappelons tout d’abord :

(z,y) est un point critique de F' & V(F)(z,y) =04, ,®) < {
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(x,%) est un point 2y +22—2 = 0

critique de F'

3

Ainsi:

3 —
- »+rx—-—1 = 0 (en remplagant y par x?
y = 22 dans la premiére équation)
o T = ug (car Dunique solution positive
y = x2 de l’équation (FE3) est us)

On en déduit que la fonction F' admet comme unique point critique le point de
coordonnées (ug,us?).

Commentaire \

o La difficulté de cette question réside dans le fait qu’il n’existe pas de méthode générale pour
résoudre I'équation V(f)(z,y) =0 4, (r)-
On est donc confronté & une question bien plus complexe qu'une résolution de systéme
d’équations linéaires (que I'on résout aisément a ’aide de la méthode du pivot de Gauss).

o Lors de la recherche de points critiques, on doit faire appel & des méthodes ad hoc. Ici, on
fait apparaitre une équation du type :

y = ()

En injectant cette égalité dans la premiére équation, on obtient une nouvelle équation qui ne
dépend plus que d’une variable et qu’il est donc plus simple de résoudre. Plus précisément,
on fait apparaitre ’équation hg(x) = 0 qu’on a déja résolue en question 6. O

\. J

12. a) Ecrire la matrice hessienne, notée H, de la fonction F au point (us,u3).

Démonstration.

o La fonction F est de classe C? sur )0, +o00[ x ]0, +o0| car elle est polynomiale.
Elle admet donc des dérivées partielles d’ordre 2 sur |0, +o00[ X ]0, +o0].

« Soit (z,y) € ]0,+o0[ x ]0,+oc]. Tout d’abord :
Of (F)(z,y) = 2y +2

« Ensuite :
8%2(F)(90,3/) = 2z = a%l(F)(%y)

La derniére égalité est obtenue en vertu du théoréme de Schwarz puisque la fonction F' est C?
sur 'ouvert |0, +oo[ x ]0,4o0].

10
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o Enfin :
03 (F)(z,y) = —1

Pour tout (z,y) € ]0,+oc[ x ]0,+oo[, 0% (F)(z,y) = 2y +2,
Ofy(F)(z,y) = 20 = 03 (F)(z,y) et 0n(F)(z,y) = -1

Commentaire

o Il faut penser a utiliser le théoréme de Schwarz dés que la fonction & deux variables considérée
est C% sur un ouvert U C R?.

o Ici, le calcul de 0% (F)(z,y) et 03,(F)(z,y) est aisé. Il faut alors concevoir le résultat du
théoreme de Schwarz comme une mesure de vérification : en dérivant par rapport a la 17
variable puis par rapport & la 2°™¢ on doit obtenir le méme résultat que dans I'ordre inverse.

« On rappelle que la matrice hessienne de F' en un point (z,y) € |0, 4+00[ x ]0, 00| est :
, O (F)(x,y) 0fy(F)(2,y) 2+2 2
V() (z,y) = =
93, (F)(x,y)  03,(F)(x,y) 20—l
o On en déduit :

H = V*(F)(us, us®) = (

Qu3? + 2 2u3)

2’LL3 -1
2u3? +2 2us
H =
2’[1,3 -1 D
b) Montrer que la matrice H admet deux valeurs propres distinctes, notées Ay et Ao, vérifiant :
)\1 )\2 = —6u§ -2
Démonstration.
e Soit A e R.

2uz? +2 -\ 2usg
det(H — X I3) = det = (Quz?+2—-N)(=1-)) —4uz?
211,3 e

= (—2u3? —2)+ A — (2u3? +2) A + A\? — 4u3?
= A\ (2qu + 1) A+ (—GU32 — 2)
On en déduit :
A est valeur propre de H < H — A I non inversible
< det(H—-—X12)=0
& A2 - (2uzg2 + 1) A+ (—6uz? —2)
< )\ est racine de @
ou @ est le polynome de degré 2 défini par :
QX)) = X?— (2uz? +1) X + (—6uz® — 2)

11
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Commentaire

A ce stade de I’étude de la nature d'un point critique, le calcul de det(H — X I3) nous fournit
toujours un polyndéme de degré 2 en A, noté ici (). Deux cas se présentent alors :
x Pexpression de @) est « simple » (c’est par exemple le cas lorsque les coefficients de @ sont

numeériques). Dans ce cas :

1) on détermine explicitement les racines de ) par factorisation ou calcul de discriminant.
2) les racines de @ sont les valeurs propres de H d’aprés les équivalences ci-dessus.

3) on en déduit le signe des valeurs propres de H et ainsi la nature du point critique étudié.

x lexpression de () est « compliquée » (c’est par exemple le cas lorsque I'expression de @

dépend de plusieurs paramétres, comme ici). Dans ce cas, on ne cherchera pas a déter-
miner les racines de @ explicitement. On procédera de la maniére suivante :

1) on justifie 'existence de valeurs propres \1 et Ay de H (la matrice H est symétrique).

2) les valeurs propres de H sont racines de Q d’aprés les équivalences ci-dessus.
On en déduit la factorisation de @ suivante : Q(X) = (X — A1) (X — A2).

3) on identifie les coefficients des deux expressions de ) pour en déduire des relations sur
A1 et A2 (elles sont appelées relations coefficients / racines).

4) on détermine le signe de \; et Ao (valeurs propres de H) grace a ces relations, et on
obtient ainsi la nature du point critique étudié.

\.

« La matrice H est une matrice symétrique (réelle). Elle est donc diagonalisable. On note A; et
A2 ses valeurs propres éventuellement égales.

o D’aprés les équivalences précédentes, on en déduit que A et Ay sont racines de ). Ainsi :
QX) = (X=X)(X =Xy
= X2—(M+ X)X+
D’oi, par définition de Q :
X2~ Quzg® + 1) X + (—6uz® —2) = X% — (A +A) X + X1 )Xo

Par identification des coefficients de ces polynoémes de degré 2, on en déduit le systéme d’équa-
tions suivant :

A+ = QU32+1
)\1)\2 == *6U32*2

o Montrons maintenant que Ay et \s sont distinctes.
Raisonnons par ’absurde. Supposons alors : A\; = .
D’apres le systéme précédent, on obtient en particulier :

M= M = 6ul-2<-2<0

Absurde!

Ainsi, H admet deux valeurs propres distinctes A1 et Ao qui vérifient : Ay Ay = —6u§ — 2.

[

12
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13. La fonction F présente-t-elle des extrema locaux sur |0, +-o0[? ?

Démonstration.

« Rappelons tout d’abord que les extremaux locaux sur |0, 4+o00[ x |0, 4+00[ sont parmi les points
critiques de la fonction F'.
Or, d’aprés la question 11.b), la fonction F admet (u3,u3?) comme unique point critique.

Le point (us3,u3?) est donc le seul extremum local possible.

e On a montré dans la question précédente : Ay Ay = —6u§ —2<0.
Ainsi, les valeurs propres de H sont de signes opposés.

Le point (u3,u3?) n’est donc pas un extremum local de F mais un point selle.
Ainsi, la fonction F' ne présente pas d’extrema locaux sur |0, +oo[ x ]0,4o00]

13
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Exercice 2

On définit, pour tous réels a et b, M(a,b) la matrice carrée d’ordre 4 par :

M(a,b) =

Qe 2 2
SO OO
SO O O
SalES SIS

et on note : E = {M(a,b) | (a,b) € R?*}.
L’objectif de cet exercice est de déterminer les matrices de E qui sont diagonalisables.

1. a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de .#Z4(R).
Déterminer une base de E et sa dimension.

Démonstration.

o Tout d’abord :

E = {M(a,b) | (a,b) € R?}
a 0 0 a
_ a 0 0 a 2
= a00a|(a,b)€R
b b b b
100 1 000 0
B 1001 {000 o0 )
= 9% 100 1|t o000 o]l @bER
t 0000 1111

= {a-M(1,0)+b-M(0,1) | (a,b) € R?}

= Vect (M(1,0),M(0,1))

On en déduit que E est un sous-espace vectoriel de .Z4(R).

Commentaire

o Ici, E est un ensemble dont les éléments sont des matrices écrites & I'aide de paramétres.
Il y a tout lieu de penser que cet ensemble va pouvoir facilement s’écrire comme espace

vectoriel engendré par une partie.

o Cette méthode présente un double avantage. En effet, en plus de démontrer que E est
un sous-espace vectoriel de .#Z4(R), on obtient de plus que famille (M (1,0), M (0,1))
est génératrice de FE.

\.

o La famille (M(1,0), M (0,1)) est :
x génératrice de E d’apreés le point précédent,

x libre car uniquement constituée de deux vecteurs (de .#4(R)) non colinéaires.

On en déduit que (M(l,()), M(0, 1)) est une base de F.

e De plus:
dim(F) = Card((M(1,0), M(0,1))) =2

dim(E) = 2
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Commentaire

Si la rédaction précédente est celle attendue, il arrive parfois qu’on ne puisse pas l'utiliser
(dans certains cas, ’ensemble étudié ne s’écrit pas naturellement comme espace vectoriel
engendré par une partie). Il est donc important de savoir utiliser la méthode consistant a
revenir & la définition de sous-espace vectoriel de .#Z4(R). Rappelons ci-dessous la rédaction.
(i) E C #,(R).
(ii) £ # @ car 0_4,®) = M(0,0) € E.
(#ii) Démontrons que E est stable par combinaison linéaire.
Soit (A1, A2) € R? et soit (U, Us) € E2.
« Comme U; € E, il existe (ar,b1) € R? tel que Uy = M(aq,by).
« Comme Us € E, il existe (az,bs) € R? tel que Us = M (ag, bs).
Démontrons que \1 - Uy + Ao -Us € E. On a :

MU+ XU = M- M(ai,b1) + Ao - M(ag, ba)
a 0 0 ai a9 0 0 a9
. Ja 0 0 a a2z 0 0 a
= M aqp 0 0 aq + A2 as 0 0 a9
by by b1 b by by by by
)\1 al 0 0 )\1 al )\2 a9 0 0 )\2 as
_ )\1 aq 0 0 )\1 al + /\2 a9 0 0 )\2 ag
o )\1 aq 0 0 )\1 al )\2 a9 0 0 )\2 ag
Atbr Arbr Abr Arby A2by Aaba Aaby A2 by
A1 aql + Ao ao 0 0 A1 ar + Ao b
. A1 aq + A2 ao 0 0 A1 ai + Ao bo
o A1 a1 + A as 0 0 A1 aj + Ao by
Arbr+A2b2 Arbr+A202 Arbr+A2b2 Arbr + Ao b
Dou: A -Up+Xy-Usy=M(A\1a) + Aaaz, A1 b1 + Ao by) € E.
E est un sous-espace vectoriel de .#4(R). ]
b) Le produit de deux matrices quelconques de E appartient-il encore & E' 7
Démonstration.
e On remarque :
1 0 01 00 00 1 111
1 0 0 1 00 0 O 1 1 11
M(L0)x MO, 1) =17 55 1| >*loooo| =|1111
00 0 O 1 1 11 00 00
e Ainsi :
x M(1,0) € E et M(0,1) € E,
1 1 1 1
1 111
x M(1,0) x M(0,1) = 111 1 ¢ E.
00 0O
L’ensemble E n’est donc pas stable par produit. 0
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2. Etude du cas a =0 et b= 0.
Justifier que la matrice M (0,0) est diagonalisable.

Démonstration.
00 0O
. 00 0O .
La matrice M(0,0) = 000 0 est diagonale.
00 0O
On en déduit que M (0,0) est diagonalisable. .
3. Etude du cas a #0 et b= 0.
Soit @ un réel non nul. On note A la matrice M (a,0).
a) Calculer A? et déterminer un polynéme annulateur de A.
Démonstration.
« On remarque tout d’abord : A =a - M(1,0). Ainsi :
A2 = (a-M(1,0)) x (a- M(1,0)) = a*- (M(1,0))>
o Or:
1 0 01 1 0 01 1 0 01
2 1 0 01 1 0 01 1 0 01
ML) =1 g g 1|*{100 1| = (100 1]=MLO
0 00O 0 00O 0 00O
Finalement : A2 =a - A.
o On en déduit : A2 —a- A= 0z, (R)-
Ainsi, le polynome Q(X) = X2 — aX est un polynéme annulateur de A. 0

b) En déduire les valeurs propres de la matrice A et préciser une base de chacun des sous-espaces
propres associés.

Démonstration.

« D’aprés la question précédente, Q(X) = X? —aX = X(X — a) est un polynéome annulateur
de A. D’ou : Sp(A) C {racines de @} = {0, a}.

Ainsi : Sp(A) C {0,a} et 0 et a sont les deux valeurs propres possibles de A.

o La matrice A posséde une ligne de 0 donc A n’est pas inversible.

On en déduit que 0 est bien une valeur propre de A.

« Démontrons que a est valeur propre de A.

0 0 0 a
a —a 0 a
A—a-ly = a 0 —a a
0 O 0 -—a

On remarque : C; 4+ Cy + C3 = 0 (ot on a noté C; la i®™® colonne de A).
La famille des vecteurs colonnes de A — a - I est donc liée.

Ainsi, A — a - I4 est non inversible. On en déduit que a est bien une valeur propre de A.
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Commentaire

o On démontre que la matrice A — a - I4 est non inversible en exhibant une relation de
dépendance linéaire non triviale entre les colonnes de cette matrice. Il est aussi possible
d’exhiber une relation de dépendance linéaire non triviale entre les lignes. En I'occurrence,
ona:Ls=—1L.

o Il est aussi possible d’effectuer un calcul du rang. En procédant par opérations élémentaires
successives, on obtient une réduite triangulaire de méme rang que la matrice initiale. En
particulier, matrice initiale et réduite sont toutes les deux inversibles ou toutes les deux
non inversibles. La réduite étant triangulaire, elle est non inversible si et seulement si
elle posséde (au moins) un coefficient diagonal nul, ce qui permet de conclure quant au
caractére inversible (ou non) de la matrice initiale.

0 O 0 a
a —a 0 a
rg(A—a-Iy) = rg o 0 -a a
0 O 0 -a
a 0 —a a a 0 —a a
Lio L . a —a 0 a LQ“E*LIT 0 —a a O
= flo 0o 0 a B Ello o 0o a
0 O 0 -—a 0 O 0 -—a

La réduite obtenue, triangulaire (supérieure), posséde un coefficient diagonal nul.
Elle (et la matrice initiale A — a - I4) est donc non inversible.

\.

« Déterminons Ey(A), le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 0.

x
Soit X € #y1(R). Il existe donc (7,9, z,t) € R* tel que X = Z
t
X € Ey(4) = AX =0,4,m®)
— a~M(1,0)X = 0///4,1([@)
= M(1,0) X =04, ,(r) (car a #0)
1 0 01 T 0
1oo01|[y]l o
— 1 oo 1f|lz] o
0 00O t 0
x + t =0
— T + t =0
+ t =0
0 =0
penlo (@ 4 0= 0
0 =0
0 =0
== {z = —t

17
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On en déduit :

T —t
Eo(A) = {|V|edia®) [e=~t} = {| V| € M11(R) | (y,2,1) € R}
t t
1 0 0
0 1 0 5
= {t- o | 7Y ol T% |4 € My1(R) | (y,2,t) € R°}
1 0 0
-1 0 0
0 1 0
= Vect o l'lol 11
1 0 0
-1 0 0
. o] (1] [o
La famille Fy = ol lol |4 est
1 0 0
x génératrice de Fy(A) (d’aprés ce qui préceéde).
x libre.
-1 0 0
. . 0 1 0
Ainsi, la famille o l'lol |1 est une base de Ey(A).
1 0 0

Commentaire

o On ne développe pas ici la démonstration de la liberté de la famille Fy car
il ne s’agit pas du ceeur de la question. De plus, a la lecture des vecteurs
de cette famille, il apparait assez évident qu’il n’existe pas de relation de
dépendance linéaire, autre que la triviale, entre ces vecteurs. Il est toutefois
primordial de connaitre la rédaction formelle permettant de démontrer la
liberté d’une famille. C’est pourquoi on la rappelle ci-dessous.

« Démontrons que la famille Fy est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3.

-1 0 0 0
0 1 0 0
Supposons : Ap - o |t A2 - ol T A3 11~ 1o ().
1 0 0 0
-\ 0
_ Ao 0
Or: (%) <= A3 0
A1 0

Ainsi, la famille Fy est libre.
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« Déterminons E,(A) le sous-espace propre de A associé & la valeur propre a.

X
Soit X = Z € M1 (R).
t
X € E,(A) = (A-a-1y) X = 0.2,,1(R)
— (a-M(1,0) —a-Iy) X = 0///4,1(]1@)
—  a - (M(1,0) - L)X =04, ®
= (M(1,0)— 1) X =04, = (car a #0)
0 0 0 1 x 0
PN 1 -1 0 1 yl _ 10
1 0 -1 1 z]l o
0 0 0 -1 t 0
t = 0
= v Tz
x -z +t =0
L1 Ly r — y + t = 0
— ¢t =0
x -z “+ t = 0
Lg:;:Ll -y + =z = 0
t = 0
\ B t = 0
T + t = =z
-y = —Z
<~ — 0
- = 0
x + t = =z
— -y = —Z
t = 0
Ly« Ly — L3 z o N
= -y = —=z
t = 0
On en déduit :
T z
E (4) = {|!|ea®) |z=2 et y==z et t=0} = {| | €M1(R)|=z€R}
" 0
1 1
= {z 1 € Mia(R) | z € R} = Vect 1
0 0
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\.

La famille F, =

Commentaire

est :

O R = =

x géneératrice de E,(A) (d’aprés ce qui précede).

x libre car constituée uniquement d’un vecteur non nul.

Ainsi, la famille est une base de E,(A).

O~ =

« Il faut s’habituer a déterminer les ensembles F)\(A) par lecture de la matrice A — A\ 1.

o Illustrons la méthode avec la matrice de 'exercice et A\ = a.
X

On cherche les vecteurs X = Z de E,(A) c’est-a-dire les vecteurs tels que :

t
(M(1,0) — I4) X =0 4, ,(r) (d’aprés ce qui précede). Or

0 0 0 1 T
1 -10 1|]|y| _
1 o0 1 1 " = x-Ci+y-Co+2z-Cy3+1t-Cy
0 0 0 -1 t 0 0 0 1
1 -1 0 1
= o[ [+y | o [+ | | |
0 0 0 0 -1
Pour obtenir le vecteur 8 a l'aide de cette combinaison linéaire, on doit forcément
0

choisir t = 0. En effet, si ¢ est non nul, les coefficients en 4°™¢ position de la combinaison
linéaire sont non nuls. On prend alors ¢ = 0.

La combinaison linéaire restante est nulle si z — y = 0 (obligatoire pour éliminer le
coefficient) et z — z = 0 (obligatoire pour éliminer le 3¢ coefficient). Finalement, il faut
nécessairement vérifier x = y = 2z pour obtenir le vecteur nul.

2éme

1
En prenant par exemple 2 =y = z =1, on obtient : F,(A) D Vect 1
0
Et I'égalité est vérifiée car ces deux espaces vectoriels sont de méme dimension. ]

J

¢) En déduire que la matrice A est diagonalisable. Déterminer une matrice P de .#4(R) inversible
et une matrice D de .#4(R) diagonale telles que : A = PDP~!,

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :

x la famille Fj est une base de Ep(A). Ainsi :

dim (Ep(A)) = Card(Fy) = 3
x la famille F, est une base de E,(A). Ainsi :

dim (E,(A)) = Card(F,) = 1

20



ECG2

Mathématiques

e On en déduit :

dim (Eg(A)) + dim (E,(A)) = 4

Or 0 et a sont les seules valeurs propres de A et A € .Z4(R).

On en déduit que A est diagonalisable.

o Il existe donc une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que A = P D P~

Plus précisément :

x la matrice P est obtenue par concaténation de bases des sous-espaces propres de A,

x la matrice D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres

de A (dans le méme ordre d’apparition que les vecteurs propres).

En posant P =

-1

o= en}

00 1 0000
101 ~loo oo
01 1|%P=1000 0
00 0 000 a

,onadonc: A= PDP L

4. Etude du cas a =0 et b # 0.
Soit b un réel non nul. On note B la matrice M(0,b).

a) Déterminer le rang des matrices B et B — b1y, Iy désignant la matrice identité d’ordre 4.

Démonstration.
o Tout d’abord :

rg(B)

rg

rg

rg

rg

— OO0 TOO0OO0 TToOoOoo oo oo

O OO
o O O O

ST O OO0 oo oo
O O O

(car b #0)

(car la famille

Finalement : rg(B) = 1.

_ o O O

est libre)
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o Ensuite :

-b 0 0 O —b 0 0
0O -b 0 O 0 —b 0
b b b O b b b
-1 0 0

. 0 -1 0

= Irg 0 i 0 ’ —1 (Ca’r b # 0)
1 1 1

_ 3 (car la famille

précédente est libre)

rg(B—b-14) =3

O

b) En déduire I’ensemble des valeurs propres de B en précisant la dimension des sous-espaces
propres associés.

Démonstration.
« D’apreés la question précédente, rg(B) =1 < 4.
Ainsi, B est non inversible et donc 0 € Sp(B).
De plus, d’aprés le théoréme du rang :
dim (Eg(B)) + 1g(B) = dim (.#4,1(R))
I I

1 4

On en conclut que 0 est valeur propre de B et : dim (Eo (B)) = 3.

« D’apreés la question précédente, rg(B —b- I4) = 3 < 4.
Ainsi, B — b - I, est non inversible et donc b € Sp(B).
De plus, d’aprés le théoréme du rang :

dim (Ey(B)) + rg(B—b-1;) = dim(#1(R))

3 4

On en conclut que b est valeur propre de B et : dim (Eb(B)) =1.

Commentaire

On peut aussi remarquer que la matrice B est triangulaire (inférieure). Ainsi, ses
valeurs propres sont ses coefficients diagonaux. Cela permet de conclure directement :

Sp(B) = {0, b}

o Comme B est une matrice carrée d’ordre 4, on sait d’apres le cours que la somme des dimensions
de toutes ses sous-espaces propres est majorée par 4. Or :

dim (Eo(B)) + dim (Ey(B)) = 3+1 = 4

On en déduit que la matrice B n’admet pas de valeur propre autre que 0 et b. O
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¢) La matrice B est-elle diagonalisable 7

Démonstration.
D’apreés la question précédente :

Or 0 et b sont les seules valeurs propres de B et B € #4(R).

On en déduit que B est diagonalisable.

5. BEtude du cas a # 0 et b # 0.
Soient a et b deux réels non nuls. On note f I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base
canonique de R* est M (a,b).
On pose :

v = (1,1,170)5 V2 = (0707071) et T = (;b Z)

a) Montrer que Ker(f) est de dimension 2 et préciser une base (vs,v4) de Ker(f).

Démonstration.
On note Z la base canonique de R*.

x
e Soit u = (r,y, z,t) € R On note : U = Matg(u) = Z
t
u € Ker(f) = f(u) = Opa
e M(a, b) U= O//4,1(R)
a 0 0 a x 0
a 00 ally| _|O
a 00 allz]| |O
b b b b t 0
azx + at = 0
ax + at = 0
azx + at = 0
(| bz + by + bz + bt = 0
Li+ i,
Ly+ 1L,
L:sF%L:; xX + t = 0
Ly La T + t =0
= - Lt = o (avec a # 0 et b#0)
T 4+ oy + 2z 4+t 0
nenn (=@ + 6 =0
Ly Ly — Ly 0 =0
0 =0
Yy + oz = 0
{:L“ = -t
<
y = —z
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On en déduit :
Ker(f) = {(z,y,2,t) ER* |z =—t ety = —2}
= {(-t,—2,2,t) e R*| (2,t) e R?}
= {t-(~1,0,0,1)+2-(0,—1,1,0) | (2,t) € R?}
= Vect((—1,0,0,1),(0,—1,1,0))

« Ainsi, la famille ((—1,0,0,1),(0,—1,1,0)) est :
x géneératrice de Ker(f) (d’aprés ce qui précede).

x libre car constituée uniquement de deux vecteurs non colinéaires.

Ainsi, en posant v3 = (—1,0,0,1) et v4 = (0,—1,1,0), on obtient que
la famille (vs,v4) est une base de Ker(f).

Finalement : dim (Ker(f)) = Card ((vs, v4)) = 2

b) Montrer que la famille ' = (v1, v2, v3,v4) est une base de R*.

Démonstration.

o Démontrons que la famille %’ est libre.

Soit (A1, A2, A3, Ag) € RE Supposons : Ap - vy + Ag - vg + A3 - v3 + Mg - vg = Opa (¥).

Or: (*) <~ AL v1+ Ao v+ A3 v3 4+ Ay - vy = Opa

< ()\1 — )\3, )\1 - )\4, )\1 + )\4, /\2 + )\3) = (0, 0, 0, 0)

A1 — A3 = 0
A1 - M =0
= M + X\ = 0
Ao 4+ A3 = 0
Ly« Ly — Ly ( A]- - A3 - 0
Ls g Ly A3 — M =0
A3 + M = 0
Ao+ Ag = 0
A1 — A3 =0
bl A2+ A3 =0
A3 + X = 0
A3 — M\ = 0
A1 — A3 = 0
Lyt Li—Ls Ao+ A3 - 0
<~
A3+ M = 0
- 2N =0

< {)\1:)\2:>\3:>\4:0

(par remontées successives)

Ainsi, #' est une famille libre de R*.
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e« On a alors :

x la famille ' = (v1,v2,v3,v4) est une famille libre,
x Card(#') = 4 = dim(R%).

On en déduit que %’ est une base de R*.

O
c¢) Déterminer la matrice notée N de ’endomorphisme f dans la base %'
Démonstration.
Dans la suite, on note :
1 0 -1 0
1 0 0 —1
Vi=Matg(v1) = || |, Vo=Matg(vz) = | |, Va=Matg(vs) = | | [, Va=Matg(vs) = | |
0 1 1 0
« Tout d’abord :
Matz(f(v1)) = Matg(f) x Matg(v)
= Mf(a,b) x WV,
a 0 0 a 1
. a 0 0 alll
" la 0 0 all1
b b b b 0
a
o a
o a
3b
1 0
1 0
0 1
= a-V1+3b-V,

= a- Mat%(vl) + 3b - Mat,@(vg)
= Matg(a- vy + 3b-v2)

Finalement : Matg (f(v1)) = Matg(a - vi + 3b- va).
L’application Matg(-) étant bijective, on en déduit : f(v1) = a - v; + 3b - va.

Comme f(v1) =a-v1+3b-v2+0-v3+0-vy4.

a

. . 3b
Ainsi 1 Mat(y, vy.05,01) (f(Ul)) 1o

0
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e De méme :

Mat@(f(UQ)) = M(a,b) Vo = =a-Vi+b-Vo = Matgg(a'v1—|—b'112)

N QR
O O O
oo O O
Q2 2
—_ o O O
Qe Q2

Finalement : Matg(f(v2)) = Matg(a - vi + b v2).
L’application Matg(-) étant bijective, on en déduit : f(ve) = a- vy + b - ve.

Comme f(vg) =a-v1+b-vy+0-v3+0-vy4.

Ainsi 1 Mat (1, .05,01) (f(w)) =

o O TR

« D’apreés la question 5.a) : vs € Ker(f).
Ainsi, par définition : f(v3) =0gpea =0-v1 +0-v2+0-v3+0 - v4.

0
Ainsi : Mat(vhvwg,m)(f(US)) = 8
0
o De méme : vy € Ker(f).
0
Ainsi : Mat(m,wmg,m)(f(m)) = 8
0
a a 0 0
On en conclut : N = Matg (f) = %b 8 8 8
0 000

Commentaire

« Rappelons tout d’abord que déterminer la matrice représentative de f dans la base %’ consiste
a exprimer 'image par f des vecteurs v1, va, v3, vy, suivant la base (v1, va, v3,v4).

« L’énoncé ne donne pas directement accés a f mais a M (a, b), sa matrice représentative dans
la base #. La base % étant fixée, application Matg(.), appelée parfois isomorphisme de
représentation, permet de traduire les propriétés énoncées dans le monde des espaces vectoriels
en des propriétés énoncées dans le monde matriciel.

Voici quelques correspondances dans le cas général :

E espace vectoriel de dimension n <— ., 1(R)

f: E — E endomorphisme <«+— Matg(f) € #,(R)

~—~

f bijectif +— Matg(f) inversible
Ou encore, dans le cas précis de ’exercice :

expression de f(vy) dans (vi,v9,v3,v4) <— expression de M(a,b) Vi dans (V1, Vo, V3, V)

Il est trés fréquent que les énoncés de concours requiérent de savoir traduire une propriété
d’un monde & l'autre. Il est donc indispensable d’étre & l'aise sur ce mécanisme. O
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X
d) Soient A un réel non nul et X = z une matrice colonne de .#4 1 (R).
t
Montrer :
X est un vecteur propre de N - <z) est un vecteur propre de T associé &
associé a la valeur propre A la valeur propre A et z = ¢ = 0
Démonstration.
« Tout d’abord :
X € E)\(N) <~ (N — )\I4)X = 0//(471(]]@)
a— A\ a 0 0 x 0
— 3 b—-x 0 0 |[y] (o
0 0 - 0 z| |0
0 0 0 =X t 0
(a—N)zx + avy =0
3bxr + (b—MNy =0
= — Az =0
L — At =0
L3+ % L3 (a—)\)x + ay =0
Ly« 5 Ly — =
= b+ (b=Ny _ B 8 (avec A #0)
-t =0
o D’autre part :
X X
()emm = ()=t

= (7500

(a=A)z + ay
— { b + (b-Ny = 0

Il
o

On reconnait les deux premiéres lignes du systéme précédent.

« Finalement :

X est un vecteur propre de N
associé a la valeur propre A < X#0mm et Xe€ EX(N)

< X # 0//[4‘1(1@) et (i) EENT) e z=t=0

4 <Z) 75 0,//[271(]1@) et (5) € E)\(T) et z=1t=0

<z) est un vecteur propre de T associé & la valeur

propre Aet z=t=0

On obtient bien la caractérisation souhaitée.
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Commentaire

Profitons de cette question pour rappeler que, par définition, le vecteur nul n’est JAMAIS

vecteur propre. On veillera en particulier & ne pas confondre :

x sous-espace propre associé a la valeur propre A (c’est bien un espace vectoriel et il contient
en particulier le vecteur nul),

x et ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A (qui n’est pas un espace
vectoriel car ne contient pas le vecteur nul).
Plus précisément, avec les notations de I’énoncé, on a :

vecteurs propres de N associés
a la valeur propre A

E\(N) = { } U {0z}

\. J

e) On suppose dans cette question uniquement que (a,b) = (1,1).
Déterminer les valeurs propres de T'. En déduire que la matrice M(1,1) est diagonalisable.

Démonstration.
« Par définition de 7', lorsque (a,b) = (1,1), on a :

()

A est valeur propre de I' <

. SOlt )\ S R.
T — M5 est non inversible

& det(T — ML) =0

-

det <<13)\

)=

s (1-XN)%2-3=0
1-A=+V3

A=1-+3

= ou

1-A=—-V3

PN U A=1++V3

On en déduit que T admet deux valeurs propres distinctes : A\ =1 — V3et Ay =1+ 3.

o Soit <$1> un vecteur propre de T associé & la valeur propre A;.

n
x1
Comme A1 # 0, alors, d’apreés la question 5.d), X1 = %1 est un vecteur propre de N associé
0
a la valeur propre A1. On en déduit :
z1
E) (N) D Vect %1
0
1
On en déduit : dim (Ej, (N)) > dim | Vect %1 =1
0
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~ X
o De méme, en notant (y2
2

d’aprés la question 5.d) :

> un vecteur propre de T associé a la valeur propre Ao # 0, on obtient

T2

Ey,(N) D Vect | [

0
0
Et ainsi : dim (E),(N)) > 1.

o D’autre part :

(via la passerelle
matrice-endomorphisme)

= dim (Ker(f)) (par définition)
= 2 (d’apres la question 5.a))
o Finalement, on obtient :

dim (Ex, (N)) + dim (Ex,(N)) + dim (Eg(N)) > 1+1+2=4

Or, comme N est une matrice carrée d’ordre 4, on sait d’aprés le cours que la somme des
7 7

dimensions de tous ses sous-espaces propres est majorée par 4. On en déduit que N n’admet

pas d’autres valeurs propres et :

dim (E), (N)) + dim (E),(N)) + dim (Ey(N)) = 4

On en conclut que la matrice N est diagonalisable.

o La matrice N = Matg (f) est diagonalisable.
On en déduit que 'endomorphisme f est diagonalisable.

On en conclut alors que M (1,1) = Matg(f) est diagonalisable. O

f) On suppose dans cette question uniquement que (a,b) = (1, —1).
Justifier que 7' n’admet aucune valeur propre. La matrice M (1, —1) est-elle diagonalisable ?

Démonstration.
On raisonne comme en question précédente.
« Par définition de T, lorsque (a,b) = (1,—1), on a :

I E)

A est valeur propre de T' < T — Al est non inversible

& det(T — \3) =0

e Soit A e R.

& det<<1_‘3A _11_A>>=0
& (1-AN(=1-)\)+3=0
& —(1-N1+XN)+3=0
& —(1-X)+3=0

& A242=0

s M=-2

On en déduit que T n’admet pas de valeurs propres réelles.
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e On démontre alors que N n’admet pas de valeur propre non nulle.
Pour ce faire, on procéde par 'absurde.

Supposons que N admet une valeur propre A non nulle.
X

Il existe donc X = vecteur propre de N associé & cette valeur propre.

~+ N <

D’aprés la question 5.d), <§> est alors un vecteur propre de T associé & cette valeur propre A.

C’est impossible puisque 1" n’admet pas de valeur propre.

On en conclut que la matrice N n’admet pas de valeur propre non nulle.

Commentaire

La propriété de la question 5.d) est axée sur les vecteurs propres. Elle affirme en particulier
que lexistence d’un vecteur propre de N assure I’existence d’un vecteur propre de T' (associé
a la méme valeur propre) et inversement. De cet énoncé on peut tirer une propriété sur les
valeurs propres. En effet, si A # 0, on a :

il existe X # 0 4, ,(r) vecteur propre de N

A est val de N .
e Valett propre de associé a la valeur propre A

il existe <§) # 0.4, (r) vecteur propre de T

associé a la valeur propre A

& )\ est valeur propre de T

Ainsi, les valeurs propres non nulles de T sont exactement les valeurs propres non nulles
de N. C’est d’ailleurs toute l'idée de la question : en déterminant les valeurs propres de
T € #>(R), on récupére les valeurs propres de N € .Z5(R).

\.

e On en déduit que 0 est 'unique valeur propre de N. Or :

dim (Eo(N)) = dim (Ker(f)) =2#4

On en déduit que N n’est pas diagonalisable.

« Comme N = Matg (f) n’est pas diagonalisable, I’endomorphisme f n’est pas diagonalisable
non plus.

On en conclut alors que M (1, —1) = Mat»(f) n’est pas diagonalisable. =

g) Montrer I’équivalence :
M (a,b) est diagonalisable < a® 4 10ab+b* > 0

Démonstration.
Soit (a,b) € R? tel que : a # 0 et b # 0.

« Tout d’abord :
M (a,b) diagonalisable < f diagonalisable (car M(a,b) = Matg(f))
< N diagonalisable  (car N = Matg (f))
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o L’idée est alors de relier la diagonalisabilité de N a celle de T, comme cela est fait dans les
questions 5.e) et 5.f) qui précédent.

Remarquons tout d’abord que d’aprés la question 5.d), la propriété suivante est vérifiée :

Les matrices N et T' ont exactement les mémes valeurs propres non nulles. ()

On peut alors démontrer les proprités suivantes :

x en adaptant 5.e : si 'une des deux matrices posséde deux valeurs propres non nulles, il en

est de méme de l'autre (d’aprés (x)). On démontre alors que les matrices N et T' sont toutes
les deux diagonalisables.

x en adaptant 5.f : si 'une des deux matrices ne posséde aucune valeur propre non nulle, il

en est de méme de autre (d’aprés (x)). On démontre alors que les matrices N et T sont
toutes les deux non diagonalisables.

Il est & noter que 1" ne peut avoir plus de deux valeurs propres non nulles en tant que matrice
carrée d’ordre 2. Il en est donc de méme de N en vertu de la propriété (). Il reste donc a
traiter le cas ou N et T possédent une seule valeur propre non nulle.

« Supposons que N et T posséde une seule valeur propre A non nulle.
Etudions alors leur diagonalisabilité.

« Etude de T

Remarquons tout d’abord :

det(T') = det <<??b Z)) =ab—3ab= —2ab#0 (cara #0 et b#0)

On en déduit que T est inversible. Ainsi, 0 n’est pas valeur propre de T
La matrice T posséde donc A pour seule valeur propre.

Démontrons alors que T n’est pas diagonalisable. On procéde par 'absurde.
Supposons que T est diagonalisable. Il existe donc :

» une matrice inversible P € .#5(R),

» une matrice diagonale D € .#5(R) dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de T,

telles que 7= PDP~ 1.
Or X est la seule valeur propre de T. Ainsi D = A I et :

T = POAL)P' = POL)P ! = \D

Absurde!

Si T admet une seule valeur propre non nulle, alors 7" n’est pas diagonalisable.

« Etude de N

La matrice N posséde alors deux valeurs propres : A # 0 et 0. De plus, on a déja démontré :
dim (Eo(N)) = 2.

Démontrons alors que N n’est pas diagonalisable. On procéde par 'absurde.

Supposons que N est diagonalisable. On a alors :

dim (Ex(N)) + dim (Eo(N)) = dim (.#1(R))

2 4
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Ainsi : dim (E)\(N)) =4 — 2= 2. On en déduit qu’il existe :

Tl L2
Xi= || €Ma®) et Xo=|P|eMa(R)
0 0

tels que (X1, X3) est une base de E (V). D’apreés la question 5.d), on a alors :

<zi> € E\(T) <§;) € Ex(T) etainsi E)\(T) 2 Vect <<zi>, (jj))

On en déduit :
dim (E\(T)) > dim <Vect ((2) (;;))) =2

En effet, la famille (X1, X5) étant libre, il en est de méme de la famille <<zl>, <§2>>
Y1 2

On en déduit : dim (Ex(T)) = 2 = dim (.#,1(R)). Ainsi, la matrice T est diagonalisable.
Impossible! (d’aprés I’étude précédente, si T' admet une seule valeur propre non nulle elle
n’est pas diagonalisable).

Si N admet une seule valeur propre non nulle, alors N n’est pas diagonalisable.

o Finalement, N et T" sont toutes deux diagonalisables a la méme condition qu’elles possedent
deux valeurs propres non nulles distinctes. Ainsi :

M (a,b) diagonalisable < N diagonalisable

& N admet deux valeurs propres non nulles distinctes

& T admet deux valeurs propres non nulles distinctes
T admet deux valeurs propres (car 0 n’est pas
distinctes valeur propre de T')

Or, on a :

A valeur propre de T' < T — A\ I non inversible
< det(T'— A1) =0

& det ((“3? bg)) =0
< (a=AN)(b=-X)—-3ab=0
& —2ab—(a+b)A+A2=0
& X est racine du polynéome Q(X) = —2ab— (a +b) X + X?
Le discriminant du polynéme @ est :
A= (a+0b)*—4(-2ab) = (a* +2ab+ b?) +8ab = a* + 10 ab + b*
Finalement :
M (a,b) diagonalisable < 7T admet deux valeurs propres distinctes

s A>0

M ((a,b) diagonalisable < a? + 10ab + b* > 0. n
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Exercice 3

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
noté (2, .o/, P).

Partie A : Loi de Pareto

Soient a et b deux réels strictement positifs. On définit la fonction f sur R par :

0 six>b
fix— pe

a siz>=b

xa—i—l
1. Montrer que f est une densité de probabilité.

Démonstration.
« La fonction f est continue :
x sur | — oo, b[ en tant que fonction constante,
« sur |b, +oo] car elle est I'inverse de la fonction z +— 21 qui :
- est continue sur |b, +00,

- NE S?ANNULE PAS sur ]b, +-00|.

La fonction f est continue sur R sauf éventuellement en b.

o Soit x € R. Deux cas se présentent, :

x six €] —o00,b[,alors: f(z) =02>0.

ba
x si x € [b,+00], alors, comme a >0et b>0: f(z)=a s > 0.

Finalement : Vx € R, f(z) > 0.

+oo
« Démontrons que l'intégrale / f(z) dz converge et vaut 1.

— 00

x Tout d’abord, comme f est nulle en dehors de [b, +o0] :

/+OO flx) de = /b+00 f(x) dzx

—00

+00
x La fonction f est continue par morceaux sur [b, +oo[. L’intégrale / f(z) dx est donc
b
seulement impropre en +o00.

x Soit B € [b, +0o0l.

B B pe B
/b f(z) dz :/b amaﬂda::aba/b z7 b dy

- [:Ua]b = o [1L (car a #0)

1 1
- = - =
(5 )
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1
x Or,commea>0: lim — =0.Dou:

B—+oo B2
1 1 1
li - =—-=) = -0 (0—-—=) =1
B> bos (Ba ba) < b“)
+oo
Ainsi, l'intégrale / f(t) dt est convergente et vaut 1.
—0oQ

Finalement la fonction f est une densité de probabilité.

O

On dit qu'une variable aléatoire suit la loi de Pareto de paramétres a et b lorsqu’elle admet pour densité
la fonction f.

Dans toute la suite de ’exercice, on considére une variable aléatoire X suivant la loi de Pareto de
paramétres a et b.

2. Déterminer la fonction de répartition de X.

Démonstration.
« Dans la suite, on considére : X(Q) = [b, +00|
o Soit x € R. Deux cas se présentent :
x six €] —o00,b[,alors : [X <z| =@ (car X(Q) = [b, +o0[). D’out :

Fx(z) = B([X <a]) = B(®) = 0

x si x € [b,4o00], alors :

(car [ est nulle en
b dehors de [b,4+00])

= ab"[t_a] (car a #0)
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\.

Commentaire

Profitons de cette question pour faire une remarque sur la notation X (2).
« Rappelons qu’une v.a.r. X est une application X : Q — R.
Comume la notation le suggere, X (Q2) est 'image de €2 par 'application X.
Ainsi, X () n’est rien d’autre que ’ensemble des valeurs prises par la v.a.r. X :

X)) = {X(w)|we}
= {2eR|weQ, X(w) =2z}

Il faut bien noter que dans cette définition aucune application probabilité P n’apparait.
o Il est toujours correct d’écrire : X(Q2) C | — o0, +00].

En effet, cette propriété signifie que toute v.a.r. X est & valeurs dans R, ce qui est toujours le
cas par définition de la notion de variable aléatoire réelle.

o Dans le cas des v.a.r. discrétes, il est d’usage relativement courant de confondre :
x ’ensemble de valeurs possibles de la v.a.r. X (i.e. 'ensemble X (Q)),

x l'ensemble {x € R | P([X = z]) # 0}, ensemble des valeurs que X prend avec probabilité
non nulle. Dans le cas qui nous intéresse ici, & savoir X est une v.a.r. discréte, cet ensemble
est appelé support de X et est noté Supp(X).

o Dans le cas des v.a.r. & densité, la détermination de ’ensemble image est plus technique. Dans
certains sujets, 'ensemble image des v.a.r. étudiées sera précisé (« On considére une v.a.r. a
valeurs strictement positives »). Si ce n’est pas le cas :

x si X suit une loi usuelle, on peut se référer & ’ensemble image donné en cours. Par exemple,
si X < U([0,1]), on se permet d’écrire :

« Comme X — U(]0,1]), on considére : X(Q2) = [0,1]. »

x si X ne suit pas une loi usuelle, on étudie Pensemble : I = {z € R | fx(z) > 0}.
On se permet, alors d’écrire :

« Dans la suite, on considére : X () = I. »

En décrétant la valeur de X (€2), on ne commet pas une erreur mais on décide d’ajouter
une hypothése qui ne fait pas partie de ’énoncé. Cette audace permet de travailler avec un
ensemble image connu, ce qui permet de structurer certaines démonstrations (I’ensemble image
étant connu, on se rappelle que la fonction de répartition, par exemple, s’obtient a l'aide d’une
dsijonction de cas). 0

3. a) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1].

Montrer que la variable aléatoire bU « suit la loi de Pareto de parameétres a et b.
Démonstration.

« Notons h: x — b:):_%, de sorte que Y = b —e = h(U).
On considére : U(2) = ]0,1]. On en déduit :

Y(Q) = (r0))(Q) = r(UK))

= h(]0,1])
. . (car, comme a > 0 et b > 0, la fonction h est
N [h(l)’ilg%) h@)l continue et strictement décroissante sur |0, 1])

= [b,+o0[

Ainsi : Y(Q) = [b, +o0].
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Commentaire \

Rappelons que la v.a.r. Y = h(U) est par définition 'application :

Y=hU): @ - R
w h(U(w))

Comme la fonction h est définie uniquement sur |0, +ool, la v.axr. Y = h(U) est bien
définie seulement si :
Yw € Q, U(w) C |0, 400[

Autrement dit, il est primordial, pour la bonne définition de l'objet Y = h(U), de consi-
dérer que U est a valeurs dans |0, 1] C |0, +oo[ (et non [0, 1[ & |0, +0oo[ comme pouvait le
suggérer I’énonceé).

o Soit x € R. Deux cas se présentent :
x sl x €] —o00,b[,alors: [Y < z] =@ (car Y(Q) = [b, +00[). D’ou :

U*%g%}) (car b>0)

- pllus (g) —a (par stricte décroissance de la
B ~\b fonction x — x~ sur |0, +o0[, car a > 0)
b a
= 1-Fy ( > ) (car U est une v.a.r. & densité)
x
x Or:
Tz >=b
1 1 Scrod ]
donc 1.2 (par décroissance de la fonction
x b inverse sur |0, 4oc[, car b > 0)
b
d’ou - <1 (car b >0)
x

b\“ - .
ainsi %) <1 (par czozssance de la fonction
x = x% sur [0,400], car a > 0)

Commea>0,b<0etm>0,onendéduit:O<<b> <1
x
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0 siu<O
x De plus, comme U < U(]0,1]) : Fy:ur—rq u si0<u<1

1 siu>1

s ()= ()

Finalement : Fy : x — <
1_

0 siz<b

b a
) siz>=b
T

x D’aprés la question 2., on reconnait la fonction de répartition Fxy de X qui suit la loi de
Pareto de paramétres a et b.
Or la fonction de répartition caractérise la loi d'une v.a.r. .

On en déduit que Y suit la loi de Pareto de paramétres a et b.

Commentaire \

« On a démontré, lors de ’étude de Y (§2), que h réalise une bijection de |0, 1] sur [b, +o0[. 11
est possible de déterminer expression de h™1 : [b, +-00[ — 0, 1].
Pour ce faire, on remarque que pour tout € |0, 1] et y € [b, +00[, on a :

a
On démontre ainsi que ™! a pour expression : h~! : z — <> .
x

a

e On retrouve ici I'expression de la quantité ( apparaissant & la fin de la résolution de
x

la question. Ce n’est pas surprenant car la méthode utilisée ici consiste justement & faire
apparaitre, étape par étape, la quantité h~!(x). Plus précisément, on a :

Fy(z) = P([Y<2]) = P([pU)<2]) = P([ULSh  (2)]) = Fy(h(z))

On comprend mieux pourquoi cette maniére de procéder est appelée méthode d’inversion.
L .

b) En déduire une fonction Python d’en-téte function X = pareto(a,b) qui prend en arguments
deux réels a et b strictement positifs et qui renvoie une simulation de la variable aléatoire X.

Démonstration.
On propose la fonction Scilab suivante :

def pareto(a,b)

U=rd.rand ()
X=bx(Uxx(—1/a))
return (X)
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Démonstration.
Détaillons les éléments de ce script.

o Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme mystere,
x elle prend en entrée 2 paramétres a et b,

x elle admet pour variable de sortie la variable L.

1 function L = mystere(a, b)

La variable de sortie L est ensuite initialisée & la matrice vide.

o Structure itérative
Commencons par décrire ce qu’il se passe & intérieur de cette premiére structure itérative
(for p = 2 : 6) avant de s’intéresser a l'utilité de la variable p.
x On commence par initialiser une variable S a 0 (choix naturel d’initialisation lorsqu’on
souhaite coder une somme puisque 0 est I’élément neutre de opérateur de sommation).

x Les lignes 5 a 7 permettent de mettre a jour la variable S pour qu’elle contienne la somme
de 10P simulations de la v.a.r. X suivant la loi de Pareto de paramétres a et b. Pour cela, on
met de nouveau en place une structure conditionnelle (boucle for) et on utilise la fonction
pareto définie en question précédente pour obtenir les simulations de la v.a.r. X.

x Enfin, on met 4 jour la vecteur L en lui concaténant & droite la valeur stockée dans la variable
S / 10*p.

Remarquons que, comme S contient la somme de 10”7 simulations de la v.a.r. X, la variable

S / 10" p contient la moyenne des 107 simulations de X.

Or, I'idée naturelle pour obtenir une approximation de ’espérance E(X) est :

x de simuler un grand nombre de fois (N = 10 est ici ce grand nombre) la v.a.r. X.
Formellement, on souhaite obtenir un N-uplet (x1,...,2x) qui correspond a l’observation
d'un N-échantillon (Xi,...,Xy) de la v.ar. X.

(les v.a.r. X; sont indépendantes et de méme loi que X )

x de réaliser la moyenne des résultats de cette observation.

Cette idée est justifiée par la loi faible des grands nombres (LfGN) qui affirme :

N

moyenne de l'observation = — zp ~ E(X)
N =1

La variable S / 10 " p est donc une approximation de E(X).
« Sortie de la fonction

« A la fin de la boucle for , la variable L est donc un vecteur & 5 coordonnées (autant que
de valeurs prises par la variable p) contenant 5 approximations de E(X).

x Plus précisément, la variable p prend successivement les valeurs de I’ensemble [2, 6].
Alinsi, la variable L contient :
- en 1" coordonnée, une approximation de E(X) obtenue & I’aide de 10? simulations de X,
- en 2°™M¢ coordonnée, une approximation de E(X) obtenue & 'aide de 103 simulations de X,

- en 5°™¢ coordonnée, une approximation de E(X) obtenue & I’aide de 10° simulations de X.

La variable L est donc un vecteur contenant 5 approximations de plus en plus précises de E(X)
ou X suit une loi de Pareto de paramétres a et b.

O
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d) On exécute la fonction précédente avec différentes valeurs de a et de b.
Comment interpréter les résultats obtenus?

——> mystere(2,1)
ans =
1.9306917 1.9411352  1.9840089 1.9977684 2.0012415
——> mystere(3,2)
ans =
3.1050951 3.0142956 2.9849407 2.9931656 2.9991517
——> mystere(1,4)
ans =
21.053151  249.58609 51.230522 137.64549  40.243918

Démonstration.

o L’instruction mystere(2,1) renvoie un vecteur contenant 5 approximations de plus en plus
précises de E(X), ot X suit une loi de Pareto de paramétres 2 et 1.
Les 5 valeurs affichées semblent étre de plus en plus proche de 2.

On peut donc conjecturer que, si X suit une loi de Pareto
de parameétres 2 et 1, alors : E(X) = 2.

o L’instruction mystere(3,2) renvoie un vecteur contenant 5 approximations de plus en plus
précises de E(X), ou X suit une loi de Pareto de parameétres 3 et 2.
Les 5 valeurs affichées semblent étre de plus en plus proche de 3.

On peut donc conjecturer que, si X suit une loi de Pareto
de parameétres 3 et 2, alors : E(X) = 3.

o L’instruction mystere(1,4) renvoie un vecteur contenant 5 approximations de plus en plus
précises de E(X), o X suit une loi de Pareto de parameétres 1 et 4.
Les 5 valeurs affichées ne semblent pas converger vers une valeur en particulier.

On peut donc conjecturer que, si X suit une loi de Pareto

de parameétres 1 et 4, alors elle n’admet pas d’espérance. 0
4. a) Montrer que X admet une espérance si et seulement si @ > 1 et que, dans ce cas :
ab
E(X) =
(X) = —

Démonstration.

+oo
o Lav.ar. X admet une espérance si et seulement si l'intégrale / x f(z) dz est absolument

—00

convergente, ce qui équivaut & démontrer sa convergence pour des calculs de moments du type

/+Oo " f(x) dx.

— 00

« Comme f est nulle en dehors de [b, +o0] :

/+00 x f(z) de = /b+<>0 z f(x) dz

—0o0

« De plus, pour tout = € [b, +o0] :

.Z'f(ﬂf) = $F = aqb® —
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+oo
e Or / — dz est une intégrale de Riemann, impropre en +oo (b > 0), d’exposant a. Elle
b i

est donc convergente si et seulement si a > 1.

On en déduit que la v.a.r. X admet une espérance si et seulement si a > 1.

« Supposons alors a > 1.
Soit B € [b, +00].

B B
/ x f(zr)de = ab® / x~ % dx
b b

x—a+1 B
= aba[—a—i—lL (car a # 1)
B
_ _ab“ 1
a a—1 | zol
b
- a b® 1 1
 a—1\Bvl pel
Commea—1>0: lim =0. Dou:
Botoo Bl
a b* 1 a b® 1 a b® ab
(X) a—1 ( ba_1> a—l( ba—1> (a—1)p" b1 a—1
ab
Ainsi, si 1:E(X)= .
insi, si a > (X) p—]

Commentaire \

On remarque qu’on trouve bien des résultats cohérents avec les résultats obtenus avec
Scilab en question précédente :
x 81 X suit une loi de Pareto de paramétres 2 et 1, alors X admet une espérance et :

2x1

x si X suit une loi de Pareto de paramétres 1 et 4, alors X n’admet pas d’espérance. |

\. J

b) Montrer que X admet une variance si et seulement si @ > 2 et que, dans ce cas :

ab?
(a—1)?(a—2)

V(X) =

Démonstration.
+00
o La viar. X admet une variance si et seulement si l'intégrale / x? f(x) dx est absolument

—0o0
convergente, ce qui équivaut & démontrer sa convergence pour des calculs de moments du type

/+OO " f(z) dx.

—00
« Comme f est nulle en dehors de [b, +00] :

/+Oo 22 flx) do = /;oo 22 f(x) dx

—00
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« De plus, pour tout x € [b, +00] :

5 ab? 1

2 _ _ a
v flz) = = patl = ab pa—1

+o0
e Or / ——7 dx est une intégrale de Riemann, impropre en +00 (b > 0), d’exposant a — 1. Elle
b X

est donc convergente si et seulement si a — 1 > 1.

On en déduit que la v.a.r. X admet une variance si et seulement si a > 2.

e Supposons alors a > 2.
Soit B € [b, +00].

B B
/ z f(x)de = ab® / 7 dy
b b

a:faJrQ B
= ab® [ } (car a #2)
—a+ 2 \

B

_ ab® 1
- a—2 | xo—2
b

B ab® 1 1
- a—2 \(Ba—2 pa—2

1
Commea—2>0: lim =0.D’ou:
B—>+ooBa72
be 1 a b® 1 a b* a b?
E(x?) = -2 ) = = ) = —
(X% a—2 <0 ba2> a—2( ba2> (a—2)b" b2 a—2
b2
Ainsi, sia > 2 : B(X2) = 22
insi, si a > (X?) —

« Par la formule de Keenig-Huygens :

V(X) = E(X?) - (E(X))

= o (T3 1e)

- ()

- ((%—%H)_(%—%))

(@—2)(a—17
1
R e Yoy
o ab?
A1n81,81a>2:V(X):(a_z)(a_l)Q. .
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Partie B : Estimation du paramétre b

On suppose dans cette partie uniquement que a = 3 et on chercher & déterminer un estimateur
performant de b.
Alinsi, la variable aléatoire X admet pour densité la fonction f définie par :

0 siz<bd
frz— 333
x
Soient n € N* et X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes, toutes de méme loi que X.
On définit : R
Y, = min(Xy,...,X,) et Z,=—1T=n
n

On admet que Y,, et Z, sont encore des variables aléatoires définies sur (Q, o7, P).

5. a) Calculer, pour tout z de [b, 400, P([Y,, > z]).

Démonstration.
Soit x € [b, 00|,

P> a) = P(() (> al)

" (car les v.a.r. X1, ..., X,
ot} sont indépendantes)

(car les v.a.r. Xy, ..., X,, ont
méme loi que X )

_ (1_ (1_ <Z>3>>n (daprés 2., car @ > b)
_ (b>3n

Va € [b,+ool, P([Y, > z]) = <Z>3n

b) En déduire que Y,, suit une loi de Pareto dont on précisera les parameétres.

Démonstration.
« Tout d’abord : Vk € [1,n], Xx(Q2) = [b, +o0].
Ainsi : Y,,(Q) C [b, +00].

o Déterminons Fy;,, la fonction de répartition de Y,.
Soit € R. Deux cas se présentent :

x sl x € ] —00,b[, alors [V, < ] = & (car Y,(Q) C [b, +o0[). Dot :

Fy.(z) = P([Y,<z]) = P(@) = 0
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c¢) Montrer que Y, =

x si x € [b, +00], alors :

Fy,(2) = B([Y, <a))
= 1-B([Y, >a])

_ o1 b n (d’apres la question
B x précédente)
0 siz<b
Finalement : Fy, : z — b\ 3"
1-— ( ) six>b
x

o D’aprés la question 2., on reconnait la fonction de répartition d’une v.a.r. de loi de Pareto de
parameétres 3n et b.
Or la fonction de répartition caractérise la loi d’une v.a.r. .

On en déduit que Y,, suit la loi de Pareto de paramétres 3n et b.

3n—1
3n
Calculer le risque quadratique de cet estimateur.

Y,, est un estimateur sans biais de b.

Démonstration.
3n—1 3n—1
e Lavar Y = n?m Y, = n3n min(X1, ..., X,) s'exprime :

x & l'aide d’un n-échantillon (Xy,...,X,) dela vaar. X,

x sans mention du parameétre b.

La v.a.r. Y, est donc un estimateur de b.

o Comme 3n > 3 > 1, d’aprés la question 4.a), la v.a.r. Y, admet une espérance.
Ainsi, la v.a.r. Y, admet une espérance (donc un biais) en tant que transformée linéaire d’une
v.a.r. qui en admet une.

e De plus:
3n—1
E(Y!) = E < - Yn>
3n—1 o .

= —3 E(Y,) (par linéarité de l'espérance)
n

~ 3n—1 3nd (d’apres les questions

B 3n 3n-—1 4.a) et 5.b))

= b

La v.a.r. Y, est donc un estimateur sans biais de b.

o Comme 3n > 3 > 2, d’apreés la question 4.b), la v.a.r. Y, admet une variance.
Ainsi, la v.a.r. Y, admet une variance (donc un risque quadratique) en tant que transformée
linéaire d’une v.a.r. qui en admet une.
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o Par décomposition biais-variance :

n(Y)) = V) + (YD)’

(car'Y, est un estimateur

_ /
= V) +0 sans biais de b)

n

3n—1
=V Y,

_ (3n3;1>2 V()

(3n—T1)? 3n b? (d’apres les questions
(3n)?2  (3u—T)% (3n — 2) 4.a) et 5.b))
b2
3n (3n — 2)

Finalement : 7(Y,)) =

6. a) Déterminer 'espérance et la variance de Z,,.

Démonstration.

o La v.a.r. Z, admet une variance (donc une espérance) en tant que combinaison linéaire de
v.a.r. qui en admettent une.

e De plus :
E(Zn> = E<1 Z Xk)
n k=1
I (par linéarité de
T on k; E(Xk) ’espérance)
12 3b
= = ;;::1 (3_1) (d’apres 4.a))
1 3
= — - b
n o 2
- 3
Ainsi : E(Z,) = 3 b.
o Enfin :

k=1
1\’ (&
- (Y (z Xk>
(”) k=1
S G (car les v.a.r. X1, ..., X,
T on2 kgl V(Xr) sont indépendantes)
DL (dapris 4.5))
= — apres 4.
s B 12(E-2) g
T
- nZ 4
On en déduit : V(Z,,) = 3—[)2
. n —_— 4n . D
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b) En déduire un estimateur noté Z;, sans biais de b de la forme « Z,, ot a est un réel a préciser.
Calculer le risque quadratique de cet estimateur.

Démonstration.

o D’aprés la question précédente :

2 -, ‘e
Joi E ( Zn> _ (par linéarité de

Uespérance)

2 2
On pose alors o = 3 Lavar. Z, =aZ, = 3 Z,, s'exprime :

x a l'aide d’un n-échantillon (X1,...,X,) dela vaar. X,

x sans mention du parameétre b.

2
La v.ar. Z, = 3 Z,, est donc un estimateur de b.

o La v.ar. Z), admet une espérance (donc un biais) en tant que transformée linéaire de la v.a.r.
Zy qui en admet une. De plus :

b(Z) = blaZ,) = E(aZ,)—b = 0 (d’apres un point précédent)

La v.a.r. Z], est un estimateur sans biais de b.

o Lav.ar. Z admet une variance (donc un risque quadratique) en tant que transformée linéaire
de la v.a.r. Z, qui en admet une.

o Par décomposition biais-variance :
(Zi) = V(Z)+ (b(Z1)°

(car Z], est un estimateur

= V(aZn)+0 sans biais de b)
= a?V(Z,)
_ 4 3 b (d’apres la question
9 4n précédente)
b2
" 3
b2
/ —

7. Entre Y, et Z], quel estimateur choisir 7 Justifier.

Démonstration.

« Comme les estimateurs Y, et Z/ de b sont tous les deux sans biais (questions 5.c) et 6.b)), le
meilleur des deux est celui dont le risque quadratique est le plus faible.
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e Or, toujours d’aprés 5.¢) et 6.b) :

b2 b2
ro(Ya) SmolZn) & 3n (3n — 2) < 3n
1 3n
& 3n—2<1 (carb—2>0)

(par stricte décroissance de la

—2>
& 3n—-22>1 fonction inverse sur |0, +oo])

&S 3n>3

Cette derniére inégalité est vraie car n € N*. Ainsi, par équivalence, la 1°'¢ aussi.

On en déduit que Y, est un meilleur estimateur de b que Z},.

Partie C : Estimation du parameétre «

On suppose dans cette partie uniquement que b = 1 et on cherche & construire un intervalle de
confiance pour a.
Ainsi, la variable aléatoire X admet pour densité la fonction f définie par :

0 six <1
frzw a -
W S1x =2

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, toutes de méme loi que X.

8. Soit n € N*. On pose : W,, = In(X,,).
Montrer que la variable aléatoire W,, suit une loi exponentielle dont on précisera le paramétre.
En déduire 'espérance et la variance de W,,.

Démonstration.

« Commencons par déterminer W, ().
Notons h : z — In(z), de telle sorte que W, = h(X,).

On consideére ici X,,(2) = [1, +o00[. On en déduit :

Wa(Q) = (h(Xa))(Q) = h(Xa(2))

(car la fonction h est continue et
&—+o0 strictement croissante sur [1,+00[)

Et ainsi : W, (Q2) = [0, +o00].

o Déterminons la fonction de répartition Fyy, de W,.
Soit x € R. Deux cas se présentent :

x stz <0, alors [W,, < z] = @ (car W, (2) = [0, +00[). D’ou :

Fy, (z) = P([W, < 2]) = P(&) =0
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By, (x) = P([Wn <2])
)

(par stricte croissance

= PlXn<e) de la fonction exp sur R)
= Fx, (e%)
- 1_ <1>a (car b =1 et, comme x > 0,
e’ " >1)
= 1—(e )" = 1—¢ @
0 stz <0

On obtient finalement : Fyy, : z — {

1—e ™ six >0

o On reconnait la fonction de répartition d’une v.a.r. qui suit une loi € (a). Or la fonction de
répartition caractérise la loi.

On en déduit : W,, — & (a)

1 1
On en conclut : E(W,,) = " et V(W) = pok -
9. On définit, pour tout n de N* :
In(X <+ In( X,
M, = B F A X)) T, = v/ (a M, — 1)

n

a) Justifier que la suite de variables aléatoires (T, ),en+ converge en loi vers une variable aléatoire
suivant la loi normale centrée réduite.

Démonstration.

Soit n € N*.

On cherche ici & appliquer le théoréme central limite. On commence donc par déterminer W:; et
on souhaite relier cette v.a.r. a la v.a.r. T}, de ’énoncé.

o Intéressons nous d’abord a la v.a.x. M, = W,,.

x La v.a.r. M, admet une variance (et donc une espérance) en tant que combinaison linéaire
de v.a.r. qui en admettent une.

x De plus :

E(M,) — IE<1 3 Wk>

(par linéarité de

1 n
T n ,ﬁ; E(W) Despérance)
_ 1 z”: 1 (d’apres la question
 nZa précédente)
1 1
= —Xw-
w a
o 1
Ainsi : E(M,,) = —.
a
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x Enfin :
1 n
V(M,) = V( > Wk>
N k=1
() v (&
= (-] V Wk>
n k=1
I (car les v.a.r. Wy, ..., W, sont
T2 k; V(W) indépendantes par lemme des coalitions)
Lyl ('apres la question précédente)
= — — aprés la question précédente
PO P q P
- n? a?
Iy . 1
D’ou : V(Mn) = W

« Comme la v.a.r. M, = W, admet une variance non nulle, la v.a.r. W; est bien définie. De
plus : o o

n

= - _¢@a (d’aprés ce qui précéde)

1
a~/n

- (-}

= Vn(aM,-1)

On en déduit : W

=T,

*
n

« La suite (W;);en est une suite de v.a.r. :

x indépendantes par lemme des coalitions (car la suite (X;);en est une suite de v.a.r. indé-
pendantes),

x de méme loi & (a),

. : 1
x qui admettent une variance non nulle —5-
a

Ainsi, par théoréme central limite : 7T}, % Z,ou Z — N(0,1).
n—-+0oo

O

Vn—2 \/n+2
VnM, ' /nM,

a au niveau de confiance 95%.

On admettra que ®(2) > 0,975, ou O désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire
suivant la loi normale centrée réduite.

b) En déduire que 'intervalle est un intervalle de confiance asymptotique pour
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Commentaire

Vn—2 t\F+2
vnM, = \/nM,

o L’énoncé consideére ici : M, (2) C |0, +oo[. En effet, dans la cas contraire, les v.a.r.

ne sont pas bien définies.

« Cette hypothése n’est pas aberrante puisque, d’aprés la question 8. : W,, < & (a). Ainsi, on peut
considérer : Wy, (Q2) C ]0, +o0|.
1 n

Comme M,, = - > Wi, on en déduit : M, (2) C ]0, +o0[.
k=1

« Pour une remarque plus compléte sur la notation W, (£2), on se reportera a la question 2.

\.

Démonstration.
On cherche & démontrer :

: Vn—2 Vn+2
1 <a< >
niToqu\/ﬁMn “S Uni, 9%

« Soit n € N*. Etudions d’abord la probabilité.
V-2 f+2
P <
([wﬁMn ©S Vi
= P(Vn-2 < aynM, < Vn+
= P([-2 < ay/nM, —/n < 2]

= P(-2 < VA(aM,—1) < 2))

%) (car \/n >0 et
M (Q) C 10, +00[)

e Or, d’aprés la question précédente : T}, % Z,ou Z — N (0,1). D’ou :
n—-+0oo

Jdim P(-2<T<2) = B([-2<7<2)
= ®(2) — d(-2) (car Z < N (0,1))
= 2(2) - (1-2(2)
= 20(2)—1

o De plus, d’aprés I’énoncé :
®(2) > 0,975

®(2) > 1,95
~1>0,9

lim P([\\/fm&j <a \\;LQD > 95%

(oW
- QO
=
o
—_ o~

Ainsi :

Vn—2 /n+2
VnM, = /nM,

asymptotique pour a au niveau de confiance 95%. ]

On en déduit que l'intervalle [ ] est un intervalle de confiance
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