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Probléme 1

Dans tout ce probléme, on note n un entier supérieur ou égal a 2 et M,, (R) ’ensemble des matrices carrées
possédant n lignes et n colonnes dont les coefficients sont réels. On note I, la matrice identité de M,, (R).
On note D,, 'ensemble des matrices M = (m; j)1<ij<n de My (R) qui vérifient les propriétés suivantes :

(A1) les coefficients diagonaux my 1, ..., My, de la matrice M sont des valeurs propres de M ;

(Az) la matrice M n’a pas d’autres valeurs propres que les nombres my 1, ..., My p.

)

Partie I. Généralités et exemples

1. Quand une matrice est triangulaire, ses valeurs propres sont les termes de la diagonale.

Conclusion : ‘Les matrices triangulaires deM,, (R) appartiennent a D,,.

2. Soit M une matrice de D,.
Les valeurs propres de M sont donc les termes de sa diagonale.
Or
B est valeur propre de (M + al,)
— (M + al,, — BI,,)) = (M — (B — «) I,) est non inversible
<= [ — « est valeur propre de M.
<= [ — « est sur la diagonale de M
<= [ est sur la diagonale de M + ol

Conclusion : ‘ Si M est une matrice de D,,, la matrice M + «l,, est encore un élément de D,

3. On note K, la matrice de M,, (R) dont tous les coefficients valent 1.

1 n 1
(a) Kp| « | =1 ¢+ | =n]| @ | doncn (#1) est valeur propre de K,.
1 n 1
Or K,, n’a que des 1 sur la diagonale.

Conclusion : |la matrice K,, n’appartient pas a D, ‘

(b) N.B. Le probleme vient du fait que les valeurs propres d’une somme ne sont pas la somme des valeurs
propres :
a1 est valeur propre de Mj si il existe une colonne C; telle que M1C = a1 C
ao est valeur propre de M, si il existe une colonne C5 telle que MyCy = asCh
Et si Cy # Co, il n’y a alors pas de raison que (M + My) C; soit (a1 + az) Cy
En réexploitant les questions précédentes, et en découpant K, en la somme d’une triangulaire supérieure
T, et d’une triangulaire inférieureT; (les termes de la diagonale pouvant étre placé au choix dans 'une
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ou l'autre),
T et T; sont éléments de D,,, mais leur somme K,, n’y est pas.

Donc D,,n’est pas stable pour +

Conclusion : ‘Dn n’est pas un sous-espace vectoriel de M,, (R) ‘

4. (a) Soit (z,v,2) un élément de R3.

Par la méthode de Gauss : <2 Z) Ly & Ly <— <g ;) triangulaire, est inversible si et seulement si

les nombres x et y sont non nuls.

: b
(b) Soit M :<CCL d) €D,

Ses valeurs propres sont a et d donc

(ch Z) —al = <2 d f a) est non inversible donc ¢ ou b est nuls (d’apres la question précédente)

Donc M est triangulaire

Conclusion :| D2 ne contient pas d’autre élément

que les matrices triangulaires deMs (R) My (R).
3 1 1
5. On vérifie que les valeurs propres de A sont 3,2et4: A=10 2 -1
11 4
0 1 1
A—-3I=|0 —1 —1| non inversible (deux colonnes identiques) donc 3 est valeur propre
1 1 1
11 1
A—2I=10 0 —1] non inversible (deux colonnes identiques) donc 2 est valeur propre
1 1 2
-1 1 1
A—4 = 0 -2 —1|Ls+Li— Ls
1 1 0
-1 1 1
< 0 —2 —1)| L3+ Lo— Lg
0 2 1
-1 1 1
<= | 0 —2 —1] non inversible (triangulaire a terme diagonal nul) donc 4 est valeur propre
0 0 0

Et comme A est d’ordre 3 elle ne peut pas avoir plus de 3 valeurs propres distinctes.

Donc les valeurs propres de A sont 2, 3 et 4 et comme elle a trois valeurs propres distinctes et qu’elle est
d’ordre 3

Conclusion : | A € D3 et est diagonalisable‘

31 14t
6. Pour tout ¢ réel, on consideére la matrice M (t) = |0 2 —1—t¢
1 1 442t

(a) Par la méthode de Gauss, on détermine les conditions d’inversibilité de M (t) — al :

3—« 1 14+t
0 2—-«a —1—t L3<—>L1
1 1 442t -«
1 1 442t -«
<~ 0 2—« —-1—t Lg—(?)—Oé)LlHLg
3—«a 1 1+t
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1 1 442t -«

<~ |0 2-« —1—t | Ls+Ly— Lyavecx=1+t—(3—a)(4d+2t—a)
0 2+« *
1 1 442t -«

— |0 2—-«a —1-—t triangulaire

Conclusion : |les valeurs propres de M (t) sont 2, 3 et 4 + Qt‘

0 6 -B—a)d+2t—a)
|
|

Conclusion : | M (t) € D3 pour tout ¢ € R‘

(b) Sid+2t#2 (<=t# —1)et 442t #3 (<=t # —1/2) alors M (t) a trois valeurs propres distinctes
et M (t) est diagonalisable.

1 1 2—-«a
Sit=—-1:M(-1)—al<= [0 2—« 0
0 0 —-B-o)2-a

et pour o = 2, (z,y, z) est vecteur propre associé a 2 <= =+ y = 0 donc le sous espace propre associé
est Fy = Vect ((1,1,0),(0,0,1)).
La famille étant de deux vecteurs non colinéaire est libre, et forme donc une base de Es et dim (Eg) = 2

Comme la dimension du sous espace associé a 3 est au moins 1 alors dim (Ey) 4+ dim (E3) > 3 (cette
dimension est donc 1)

Conclusion : ‘t =—1, M (—1) est diagonalisable‘

1 1 33—«
Sit=-1/2: M(-1/2)—al <= [0 2—« -1/2
0 0 —-B-a)@B-a
r+y=0 T =—y
Pour o = 3 alors (z,y, z) est vecteur propre associé a 3 < 1 =
Donc le sous espace propre associé a 3 est F3 = Vect (—1, 1, —2) qui est de dimension 1
rTH+y+z= T =—y
Pour a = 2 alors (x,y, z) est vecteur propre associé a 2 < —1 0 = { L =0
—Z = =
2

Donc le sous espace propre associé a 2 est Es = Vect (—1,1,0) qui est de dimension 1
Donc la somme des dimensions des sous espaces propres est 2 alors que M (—1/2) est d’ordre 3

Conclusion :| La seule valeur de t pour laquelle M (¢) n’est pas diagonalisable
est t = —1/2

Partie II. Matrices nilpotentes

Une matrice M de M3 (R) est nilpotente si, et seulement si, il existe un entier naturel p non nul tel que la
matrice M? soit la matrice nulle.

7. Soit M une matrice nilpotente de M3z (R).
Il existe donc p # 0 tel que MP = 0 et le polynéme XP? est annulateur de M.
Si « est valeur propre de M alors o =0 et donc o =0
Reste a montrer que 0 est bien valeur propre de M :
Comme MP = 0 alors M est non inversible (sinon M7 le serait) donc 0 est valeur propre

Conclusion : ‘O est la seule valeur propre de M. ‘

8. Soit M une matrice nilpotente de M3 (R). On va prouver par 'absurde que M 3 est la matrice nulle. Pour
cela, on suppose que M3 n’est pas la matrice nulle.
Notons B = (eq, e2, e3) la base canonique de R? et u Pendomorphisme de l'espace vectoriel R? représenté par
la matrice M dans la base B.
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(a) Six €Ker(u) et comme u (0) = 0 (car u linéaire) alors u (u (z)) donc z € Ker (u 2)
u

Et de méme si € Ker (u?) alors u? (z) = 0 donc u (u? (z)) =
Conclusion : | Ker(u) C Ker(u?) et Ker(u?) CKer(u®).

()

(b) Si Ker(u?) =Ker(u®) alors par récurrence, pour i > 2 :
Si Ker (uz) = Ker (u2), pour x € Ker (u”l) ona0 = u"(zx) = (ui_Q (z)) donc u' () €
Ker (u3) = Ker (u2) donc u? (ui_2 (z)) =0et u' (z) = 0. Donc z € Ker (u’)
Alors Ker (u”l) C Ker (ul) et l'inclusion réciproque étant toujours vraie (cf a ) donc Ker (u
Ker (uz) = Ker (u2)
Conclusion : | Si Ker(u?) =Ker (u?) alors pour tout i > 2 : Ker(u') =Ker (u?)
On a supposé que M? # 0 donc M? # 0 et Ker (uQ) £ R3.
Donc pour tout entier 4 : Ker(u') #R3 et donc u’ # 0 et enfin M # 0 et finalement

i+1) —

Conclusion : | Si Ker(u?) =Ker (u?) alors M n’est pas nilpotente donc Ker(u?) #Ker (u?)

(¢) De méme si Ker(u) =Ker(u?) alors (récurrence) pour tout i : Ker(u') =Ker(u) et M n’est pas nilpotente

Conclusion :| Ker(u) #Ker (u?)

(d) Comme Ker(u) C Ker(u?) CKer(u®) et que les inclusions sont strictes, et que Ker (u) # {0} alors
0 < dim (Ker(u)) < dim (Ker(uQ)) < dim (Ker(u3)) <3

(Un sous espace de méme dimension que ’espace est ’espace lui méme)
les dimension étant entiéres, 1 < dim (Ker(u)) puis 2 < dim (Ker(u)) + 1 < dim (Ker(uQ)) et enfin
3 < dim (Ker(u?®)) + 1 < dim (Ker(u?))

Conclusion : | dim (Ker(u)) = 1 : dim (Ker(u?)) = 2 et dim (Ker(u®)) =3

Donc Ker(u?) =R?, d’ott u® = 0 et M3 = 0 (si, hypothése de départ, M> # 0)
Donc par Iabsurde, M3 n’est pas non nulle,

Conclusion :

0 a b
9. Soit (a,b,c,d, e, f) un élément de R®. On considére la matrice M = [ ¢ 0 d | de M3 (R). On définit les
e f O
réels v(M) = ac + df + be et 6(M) = bef + ade.
0 a b 0 a b ac + be bf ad
(a) M>=[c 0 d c 0 d]| = ed ac + df cb
e f O e f O fe ae eb + df
ade + bef abe + a®c+ adf b’e + abe + bdf
et M3 = | ac® + cdf + bee ade + bef dac + d*f + bde
be? + def +ace fbe + df? + acf ade + bef
0 a b 1 00
Y(MYM + §(M)I3=(ac+df +be) | ¢ 0 d| + (bef +ade) |0 1 0| = M3
e f O 0 01

(b) Si~ (M) et § (M) sont nuls, alors M3 = 0 donc M est nilpotente.
Si M est nilpotente alors (2) M?> = 0 donc v(M)M + §(M)I3 = 0.
On a alors

 ou bien tous ses coefficients ne sont pas nuls, alors (M, I) est libre (2 matrices non proportionnelles)
donc y(M)=0et 6 (M)=0

 ou bien tous ses coefficients sont nuls, alors v (M) =0 et 6 (M) =0
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Conclusion : ‘M est nilpotente si et seulement si y(M) et §(M) sont nuls‘

(¢) On suppose que a, b et d sont égaux a 1.
Donc M est nilpotente si et seulement si (1) :ac+df +be=c+ f+e=0et bcf +ade=cf+e=0

<:>{ e=—cf <:>{C(€:_Cf et pour f # 1

c+f—cf=0 1-fy=—f
e=f2/(1—f)
:’{cz—f/(l—f)

Donc pour chaque f # 1 il y a une solution, ce qui en fait une infinité.

Conclusion : | il existe une infinité de choix pour le triplet (c, e, f) de R?

pour lesquels la matrice M est nilpotente.

(d) Or, pour a, b et d égaux a 1 et f # 1 et non nul (pour que la matrice M ne soit pas triangulaire) alors

0 1 1
la matrice M = [ —f/(1 — f) 0 1| est non triangulaire et nilpotente.
Fra=6n o

Comme elle est nilpotente, sa seule valeur propre est 1.
Comme le seul terme sur sa diagonale est 0, on a M € Dj

Conclusion : "Dg contient une infinité de matrices nilpotentes qui ne sont pas triangulaires.

(e) Pour avoir tous les coefficients non nuls, on recycle le partie I 2)

0 1 1 1 11
Avec f=2on M= 2 0 1] €DsdoncM+I=|2 1 1| € Ds a tous ses coefficients non
-4 2 0 -4 2 1

nuls.

Probléme 11

Partie I. Valeurs possibles du coefficient de corrélation linéaire dans divers schémas de Bernoulli

1. (a) Posons S, = ZXk'

k=1
o i. Si les variables X1, Xs, ..., X,, sont mutuellement indépendantes, Cov (X, X;) = 0 donc r = 0
n n
et V(S,) =V <2Xk>> = ZV(Xk) =np(l —p)
k=1 k=1
n
On reconnait le modele de la loi binomiale : ZX k= B(n,p)
k=1

o ii. Si les variables aléatoires X, Xo,..., X, sont toutes égales a X1,r = p (X, X¢) = p (X1, X1) =

1.

Sp =Y Xp=nX1. V(S,)=nV(X1)=np(1-p)Sn(Q) ={0,n} P(Sp=n)=p,P(S, =0)=1-
k=1

(b) Soit k € [[1,n]]. Le cours donne la formule générale suivante :

k
V(S =) V(X)+2 Y Cov(XX;)
1=1

— 1<i<j<k
Pour i # j, Cov (X;, X;) =r/V (X)) V (Xg) = r/p? (1 —p?) =rp(1 —p) (indépendant de i et j )

Ilya ( ]; > termes de ce type dans la double somme Z
1<i<j<k
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DoV (51) = kxp(t-p)+2 (5 ) xrpt=p) = kp(1-p) 42" 1) = kp1-p)4r (- 1)

C ?est le résultat attendu.
(c) En prenant k =n, on a V (S,) =np(l —p)[1 +r(n —1)]
Une variance est toujours positive donc 1+ r(n — 1) > 0. Donc r > 1
2. On suppose dans cette question que n est au moins égal a 2 . On peut dresser le tableau de la loi du couple
(X1,X2). Elle est du type.

XQ\Xl 0 1 101 de X2
0 vy Bl 1-p
1 o« p
loide X; |1—p p

(a) a:Ona E(X;Xs) =adonc Cov (X1, Xs) =a—E(X))E(X) = a—p?
_ COV(Xl)XQ) _ a_pQ
pPP1-p> p(l-p)
r=—-1<=a-p>=—p(l-p)
=a=p—p(l-p)=2p"—p=p2p-1)

C’est le résultat attendu.
(b) P ([X1 = 0] N [Xs = 0]) = .
Onsait quea+fS=pdonc f=p—a=p—p2p—1)=p(1—-2p+1)=2p(1—p
Puisy+f=1-pdoncy=1-p—8=(1-p)(1-2p) P([X1=0]N[X2=0])=(1-p)(1—2p)
(c) On suppose r = —1.
D’aprés 1)b, V (X1 4+ X2) =2p(1 —p)(1+ (2—=1)r) =2p(1 —p)(1+7) =0, car r = —1
Donc X7 + X5 égale une constante de fagon presque certaine. Comme p €]0,1 [, la constante ne peut
étre ni 0, ni 2.
Donc P(X1+Xo=1)=1

1
OrP(X1+X2:1):2ﬁdoncB:§
1
P (X1 + X3) =~ =0 donc (1—p)(1—2p):0doncp:§_

1
On a donc bien p = B et P([X1+Xo=1])=1.

3. On suppose dans cette question que n est supérieur ou égal a 3 et que P (

n
(a) On a donc ZX i = 1 de fagon presque certaine.

k=1
n
Donc V (ZXk> =0=np(l—p)[1+ (n—1)r]
k=1
1
Donc r(n — 1) +1 =0 et ainsi r = — :
n J—

= 1
E <ZX’€>> =1=mnpdonc p=—.
k=1 "

n
(b) Comme ZX"? = 1 de fagon presque certaine, seul un des X peut étre égal a 1 . Les n-uplets
k=1

n
(r1,22,...,2y) € {0,1}" pour lesquels la probabilité P (ﬂ (X = :Ek]> est strictement positive sont
k=1

donc :
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(1,0,...,0),(0,1,0...,0),...,(0,0,...,1).
Tous ces n-uplets ont une méme probabilité « non nulle. La somme de ces probas donne 1 donc nu =1
donc u = —.

n
On remarque, heureusement, que ces résultats sont cohérents avec les résultats du cas n = 2 traité

précédemment.

Partie II. Lois bétas-binomiales

4. Soit (x,y) € R™.

(ST

1
(a) Soit h:t— t*1(1 —t)¥"L.h est continue sur I =]0, 1k donc lintégrale / h(t)dt est impropre pour
0
la borne 0 .
1

h est positive sur I, et au voisinage de 0, h(t) ~ t*~1 = i

/2 4
/ tl—_mdt converge si et seulement si 1 — x < 1, c’est a dire x > 0. Nous obtenons le résultat par le
0

critére de ’équivalent des intégrales de fonctions positives.
1—¢
(b) Nous utilisons le changement de variable u = 1 — ¢ sur U'intégrale J(g) = / "Y1 =) tat J(e) =

1
2

u=&e
/ (1 — ) tuy = (—du) = /2 w11 —uw)® tdu.  Clest le résultat demandé.
u=1/2 €

(c) D’apres a :, J(¢) admet une limite finie quand ¢ tend vers 0 si et seulement si y > 0.

1
Donc / T 11—t ldt OV <= y>0
1/2

1 1/2 1
Comme / 711 -ty lat = / 11— )y at +/ t*71(1 — t)¥~1dt, en combinant avec la
0 0 1/2

1
question a : / " 11—t ldt OV <=z >0ety>0.
0

1
Dans toute la suite du probléme, on pose :  V(z,y) € (R+*)2, B(z,y) = / " 11 — )y Ldt.
0
5. Soit x et y des réels strictement positifs.

b
(a) Soit a et b deux bornes réelles variables vérifiant 0 < a < b < 1, posons J(a,b) = / t7(1 — )V~ 1dt.

1
Choisissons u(t) = t* et v't) = (1 —t)V"!, donc u/(t) = xt" ' et v(t) = ——(1 — t)¥
Y

w et v sont C* sur [a, b], on peut donc intégrer par parties :

1 b b 1 1 1 z [b
J(a,b) = [tﬂ” X (—) (1 —t)y] +/ 2t® I x = (1—t)Vdt = —bx(l—b)y+a’”(1—a)y+/ L1
y a Y y y Y Ja

a
t)Ydt On fait tendre a et b vers 0 et 1 respectivement (toutes les intégrales convergent d’apres ce qui

précede).
T

B(z+1l,y)= lim J(a,b)

1
11— t)Wdt = 2B 1) cqfd.
a—0,b—1 Yy /0 ( ) Yy (x7 Y T ) ¢q

(b) Bz +1,y) + Bla,y+ 1) _/Oltx(l—t)y_ldt—i—/olt“"_l(l—t)ydt—/oltx_l(l—t)y_l[t—ir(l—t)]dt

1
/ t*1(1 —t)»"'dt doncB(z 4 1,y) + B(z,y + 1) = B(x,y)
0

En utilisant 5) a :, fB(x, y+1)+ B(x,y+ 1) = B(z,y)
Yy

Ainsi : (a: + 1> B(xz,y +1) = B(z,y) ou encore B(z,y+1) = B(z,y)
Y

r+y
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6. On utilise le résultat précédent :

y+l—k—1
Z———— B k l—k—1
x+y+€_1($+,y+ )

y+Ll—k-—1 y+€—k—2
Todytl—1 wtytl—2

Bxz+ky+l—k)=

Blx +k,y+l—Fk—2)

(y+l—k-1)y+l—-k—-2)...y

— B k
iy —Daty—0-2). aryrh @tky
=A
n continue en developpant B(z + k,y) en utilisant la relation "symétrique" : z+1,y) = T,y
O dével B k 1 la rel ! ¢ ! B 1 n B
rTy
x+k—1
B k,y) = — B kE—1
(+ky) P (z+ \Y)
(+k-1)(z+k—-2)...2
p— B
(z+y+k—-1)(z+y+k—-2)...(x+y) (@)
=B
()M ()
Or, en regardant bien, A x B est bien l’expression de ~——~——
(z +y)l
On a donc bien le résultat.
7. (a) Ony va, haut les c ?urs ...
N~ ~~(n)\Bla+kb+n—k)
Zpk_Z(k) B(a,b)
k=0 k=0
_ 1 a ( n ) /1 gth=1(1 _ gybHn—h—1g
B((Z, b) k=0 k 0
_ ! /1 (1 — )bt ; ( " > t*(1 —t)"*| dt  on reconnait le binéme
1 L b—1
= (1 =) (¢t 1—1t)]"dt
g L = e =)
B /lt“_l(l NPldt = — 1 % Bla,b) =1
" Bla,b) Jo T Blab) 0T
(b) Sia=1,a = k!.Sib =10 = (n—k) et (a+b)" = 20" = (24n—1)2"Y = (n+1)xnx...x20 =

(n+1)!
alflplr =kl El(n — k)
(a+b)nl — (n+1)!

El(n — k)! n! kl(n — k)! 1
(§=Fk) < ) % (n+1)' M=k 1) nr1 Done S Hon
- (a+k,b+n—k)
=) kP(S=k) k < > dt
kzo Z B(a,b)

_ 1 a—1/1 _ n—k
E(S) = B(a,b)/ 1 —t)® !Zk;( ) —1) ] dt
Dans le crochet, on reconnait 1’expression de 1’espérance d’une loi binomiale %&(n,t), qui vaut nt.

1 1 n n
91 — ) tdt = B 1.b) =
B(a,b>/o nt*(1=1) Bl PO = By X e

Donc

> 3

a na

E(S) = Bla.b) = =
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On obtient bien le résultat.
n
On peut remarquer que dans le cas a = 1 et b = 1, on obtient E(S) = 5 e qui est cohérent avec le

résultat trouvé (loi uniforme sur [[0,7n]] ).

Partie III. Un possible dans le cas ou n = 2

8. (a) Cherchons P (X = 1) en utilisant la formule des probas totales :
P(X,=1)=P(X;=1NXs=1)+ P(X; = 1N X = 0)
B(a+2,b) a+1 B(a+1,b)

P(Xi=1NnXy=1)= B(a,b) :a+b+lx B(a,b)

a+1 a B(a,b) ala+1)
a+b+1 a+b B(a,b) (a+b)(a+b+1)
Bla+1,b+1) a B(a,b+1)
PXi=1NnXy=0)= =
(X1 =1nX;=0) Bla,b) atb+1 " Blab)
B a " b ><B(a,b)_ ab
Ca+b+1" a+b  B(a,b) (a+b)(a+b+1)
Et enfin :
ala+1) ab
PXi=1=
=1 =) T @rb@ror D
ala+1+b) a
(a+b)(a+b+1) a+b
On procede de méme pour trouver P (Xo = 1).
Donc
Xp—h%’(a),demémepoung
a+b
(b) Posons S = X; + X5 -5(Q) ={0,1,2}
a(a+1) alplo]
e P(S=2)=P(X1=1NXy=1)= =
( )= P& 2=1) (a+b)(a+b+1)  (a+0b)
P(S=0)=P(X1=0n X, =0) L o Blab+2) = -1 "L B+
o = = = = = — a = a
! 2 B(a +b) ’ Bla,b) " a+b+1 ’
1 (0]p[2]
P(S = 0) = b(b+1) _a b
a+b)(a+b+1) [a+0b)2
ab 2 allplt
e PS=1)=P(X7=0NnXeo=1)+P(X1=1NXy=0)=2 = —
(§=1)=P% 2=D+ P 2=0) =2 o T 1) <1>(a+b)[21
En synthese, on a bien S qui suit la loi béta-binomiale B(2;a,b).
P(nglﬂXlzl) a(a+1) a+b
: Px,—11([Xe=1]) = =
(¢} [lel]([ 2 ]) P(Xlzl) (a—|—b)(a+b+1)x a
. a+1
On a bien : P[Xlzl} ([XQ = 1]) m

9. (a) Sans probléme, la variable u suit la loi uniforme (& densité) sur [0, a + b|.
La variable v suit la loi uniforme (a densité) sur [0,a + b+ 1].

(b) Voila le script complété :
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def randbetabin(a,b):
x=np. zeros (2)
u=(a+b)*rd.rand ()
v=(at+b+1)xrd.rand ()

if u<a
x[0]=1
if v<(a+1)
x[1]=1
elif v<a
x[1]=1

return (x)

e Pour le premier if & compléter, on sait que X7 = 1, donc X5 prend la valeur 1 avec la proba

a+1
a+b+1
e Pour le deuxieme if, on sait que X; = 0.X5 prend la valeur 1 avec la probabilité
P(X;=1NnX;=0) ab a+b a
(xi=0) (X2 = 1) P (X, =0) @rbtD@atd) b atbrl
1
10. (a) BE(X1X) = P(X1 = 1N Xy = 1) = et D

(a+b)(atb+1)

B B ala+1) a?
Cov (X1, X2) = B (X1Xe) = B(X) B(Xe) = oy 59y ~ (oo

_a a+l  a \_ a (a+1)(a+b)—ala+b+1)
“a+b\a+b+1 a+b) a+bd (a+b+1)(a+0)
_a <a2+a+ab+b—a2—ab—a>_ ab

ab
Puis r = Cov (X1, Xa) _ W _ 1
VX))V (X2) 4 xay atb+l
_
T a+b+1
. 1 .
(b) On cherche a et b pour avoir r = ————— et p = ——

1
a+b+1e a+b

1 1 1-—
Donca—i—b—l—lzpuisazp(a—l—b)za(—l):p !
r r r
1 1 1-— 1—7r—p(1-— 1—7r)(1- 1-—
b=--1—-a=-—-1-p - r =l T):( ni=p) En prenant a = rpet
I_. r r T r r

b:

(1 — p) avec la fonction randbetabin, on obtient bien ce qui est demandé.
r

Lycée Internationnal de Valbonne ECG 2 10/ 10



