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La qualité de la rédaction, le soin porté & la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont
des critéres importants dévaluation.

Quelques précisions :
e la copie devra présenter une en-téte d’au moins une demi-page ainsi qu’une marge suffisante,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,
o les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

e les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé. Le sujet est a rendre avec la copie.
Si, au cours de lépreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur dénoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

"Une des clés du succés est la confiance en soi. Une des clés de la confiance en soi est la préparation.’
Arthur Ashe

X Attention !
Les arguments / éléments qu'il ne fallait pas oublier... Les éléments surlignées ne sont

Les arguments / éléments non notés mais qui font tellement plaisir... pas les seuls éléments de ba-
reme ! Ils sont simplement ceux

qui ont souvent été oubliés...
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ProsLEME (HEC 2014 VoIE S)

Dans ce probleme, on s'intéresse a des opérations de transport dans des situations déterministes ou aléatoires,
modélisées de maniére discréte ou continue, dans le but de trouver un programme de transport optimal dont le co(t
serait le plus faible possible.

Les parties |, Il et lll sont largement indépendantes.

e Toutes les variables aléatoires considérées dans ce probléme sont supposées définies sur le méme espace
probabilisé (2, A, PP).

e Sous réserve d'existence, on note E(Z) l'espérance d'une variable aléatoire Z.
e Pour tout entier N supérieur ou égal a 1, on note &y lensemble des applications de [1; N] dans [1; N].

e On rappelle le résultat suivant, appelé théoréme dexistence de lespérance par domination : st X et Y sont
deux variables aléatoires sur (Q, A, IP) telles que | X| < Y et que Y posséde une espérance, alors X posséde
une espérance.

PRELIMINAIRES.

1. Soit N un entier supérieur ou égal a 2.

1.a. Sans justifier, donner le nombre d'éléments de éy.

Conclusion : Card(&y) = NV,

Pourquoi 7 ———
Soit f € &n.Ilya N choix
pour f(1), N choix pour f(2),..,

N choix pour f(N).
Donc NN facons de construire

f.

1.b. Parmi les éléments de &\, quel est le nombre d'applications injectives et parmi celles-ci, combien sont
strictement monotones ? On justifiera rapidement les réponses données.

e Construire une application f € &y injective cest choisir :
o f(1) : N choix possibles,
o puis f(2) : N —1 choix possibles (tous sauf f(1)),
o
o et enfin f(N) : 1 seul choix.

Il y a donc N! facons de construire f.

I Conclusion : &y contient N! applications injectives.

e Parmt celles-ci, seules deux sont strictement monotones :
ki—k : k—n—k+1

En effet, puisque (1), ..., f(N) sont deux a deux distincts, il n'y a que deux facons de les ordonner :
soit de fagon strictement croissante, soit de facon strictement décroissante.

I Conclusion : parmi les N! injections de &y, seules 2 sont strictement monotones.

2. Soit p €]0;1].
On considere une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de paramétre 1.

Pour tout w € Q, on pose Y(w) = |pX(w)| et on admet que lapplication Y ainsi définie est une variable
aléatoire sur (Q, A, P).

2.a. Déterminer la loi de Y.
e Puisque X — &(1), on considére X(Q) = R™. Ainsi, puisque p > 0 : (pX)(Q) = R".

Dot :
Y(Q) =N
e SoitneN.Ona:
P(Y =n) = P([pX]=n]
= P(h<pX<n+1)
_p n <X n+1 J p>0
N ;) SAS p J X est a densité (on note Fx sa fonction de répartition)

n+1 n
= Fy N
A( b ) X(F) JL2rrl g

n n -

Conclusion : Y(Q) = N et pour tout n € N, P([Y = n]) = e h (1 — 97).

2.b. Montrer que la variable aléatoire Y + 1 suit une loi géométrique dont on précisera le parametre.
e Puisque Y(Q) =N, ona (Y +1)(Q) = N
e Soit n € N". Ona:

Bly+1=n) = IP([”YW( " ”)1 J question précédente, licite car n —1 € N (car n € N¥)

= e 7 Tfefﬁ)

- ) )
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Conclusion : Y +1 — ¥ (1 797%).

2.c. Etablir: 0 < E(Y) < p.
e Puisque Y +1 — ¢ (1 fe_%), la variable aléatoire Y + 1 admet une espérance; cest donc

également le cas de Y et, par linéarité de l'espérance :

E(Y) = E(Y+1)—1
1
= — —1
T—e?
e’
- _1
T—e?
B e% -1 Petite remarque

On accepte, ici, la connaissance
de ce résultat.. On pourrait le
redémontrer rapidement.

e Onsait que : Vx € R, € > x + 1, avec égalité si, et seulement si, x = 0.

1
Dol : ¥x € RF, e —1 > x. Et ainsi, puisque E >0:

1 1
er —1>—->0

p
Donc :
1
o — > 0, autrement dit E(Y) > 0
er —1
1
o par stricte décroissance de la fonction inverse sur R} : — < p. Autrement dit : E(Y) < p.
er —1

| Conclusion : Y admet une espérance et 0 < E(Y) < p. |

]
3. 3.a. Pour tout couple (r, s) € N?, montrer que l'intégrale / x"In(x)*dx est convergente.
0

Soit (r, s) € N°. Notons f : x — x" In(x)°, définie sur |0; 1]
La fonction f est continue sur |0; 1], donc Uintégrale est peut-étre impropre en 0, mais pas en 1.
e Sis=0:
On a ainst : Vx €]0; 1], f(x) = x". La fonction f est donc prolongeable par continuité en 0 et donc
1

l'intégrale / x"In(x)*dx est faussement impropre en 0.
0

e Sis+0: X Attention !
H _ : r s o
< Remarquons que : Str=0 Xl%x In(x)* #.. L'in
1 tégrale n'est donc pas toujours
flx)= o | — faussement impropre !
=05

En effet :
pour tout x €]0; 1] :

1
Ors>0etr+ 5 > 0, donc par croissance comparée : ling s In(x)® = 0.

1
o Pour tout x €)0;1], —f(x) >0, —= >0
X

5

1
o Lintégrale / —=dx est une intégrale de Riemann impropre en 0 convergente, car d'exposant
0

Jx

<1

N —

1
Par critere de comparaison sur les intégrales a intégrandes positives, l'intégrale / —f(x)dx est
0

convergente, donc/ f(x)dx également.
0

1
Conclusion : pour tout couple (r,s) € N?, l'intégrale / x"In(x)*dx est convergente.
0

3b. Etablir : ¥(r,s) € N? /1 W n(rdx — S
.b. SY(r, -, ST
1
—1)°sl -
Démontrons, par récurrence : Vs € N, Vr € N, f x"In(x)*dx = (7)51 % Classique ! %
0 (r+1)* Clest une intégrale classique... A
e Initialisation. Pour s = 0. bien retravailler si nécessaire !
Soit r€N.Ona: ! 1
/ x"ln(x)%dx = / x"dx
0 0
B 1
+
B (—1o!
o (r 1)+
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['initialisation est ainsi vérifiée.

1 —1)5s!
e Hérédité. Soit s € N. Supposons : Vr € N, /o x"In(x)°dx = %

1 s+1
; —1) M
Montrons : Vr € N, / X" n(x)*dx = M
0 (r+1)s+2
u ' x— In(x)*!
Soit r € N. Soit A €]0; 1]. Posons : 1,4 . Lesfonctions u et v sont € sur le
VX o
;

/ 1 s
segment [A; 1] et pour tout x € [A;1]: | ¥ () = (s + 1); nf)*

V(x) = x"
Par intégration par parties, on a :
' 1 A 1
j X lnx)dx = | ——=x"T )| — ] X s + 1) = In(x)*dx

A r+ 1 A A T + 1 X

AT (A 1 1

= - AT st [ x" In(x)*dx
r+1 r+1 Ja

Or:
Arﬂ ln(A)sH

=0
r+1

o puisque r+ 1> 0et s+ 1> 0, par croissance comparée : /l\'m?)f

1 1
o d'aprés la question précédente, les intégrales / X" ln(x)**'dx et / x"In(x)*dx sont conver-
0 0
gentes.

Le passage a la limite quand A — 0 est donc licite et on obtient :

W r s+1 s+1 ! r s
X"Inx)"dx = ——— x" In(x)*dx . ,
0 r+1 J hypothese de récurrence
s+ 1 (!
T (e 1)
s+ )
o (r+ 1)<+2
['hérédité est ainsi établie.
1
i —1)%s!
Conclusion : Y(r, s) € N?, / x"In(x)°dx = (7)51
: (r+ 1)

4. 4.a. Etablir: ]
Vi y) €RY Iyl < 507+ yY)

) Pardon ? ?!!
H 2 .
Soit (x,y) ER". Ona: Non, mais utiliser le produit
(|X‘ — ‘y‘)z >0 scalaire et la norme... Faut étre
o sacrément tordu !!
Dol :
X2+ y* = 2lxy| >0
Et ainsi :

N

Ixy| < i(XZJF y’)

1
Conclusion : Y(x, y) € R?, |xy| < E(XZ +y?).

4.b. Soient X et Y deux variables aléatoires (non nécessairement discrétes ou a densité) définies sur
(Q, A, P). On suppose que X et Y admettent un moment d'ordre 2. Démontrer que XY possede une
espérance.

e Dapres la question précédente :

Yw e Q, [XY|(w) < 5 (X (w) + Y(w))

N —

1
e Or X et Y admettent un moment d'ordre 2, donc = (X? 4 Y?) est une combinaison linéaire de deux
variables aléatoires admettant une espérance; elle admet donc également une espérance.

Par théoreme d'existence de l'espérance par domination (donné dans l'énoncé), on en déduit que la
variable aléatoire XY admet une espérance.

| Conclusion : st X et Y admettent un moment d'ordre 2, alors XY admet une espérance.

5. Soient X une variable aléatoire ainsi que f, g deux applications définies sur X(Q), a valeurs dans R. On
suppose que f(X) et g(X) ont la méme loi et que X, f(X) et g(X) admettent un moment d'ordre 2. Etablir
lexistence de E((X - f(X))Z) ot E((X - g(X))Z), puis démontrer :

E((X— f(X))z) < E((X—g(X))Z) s E(XF(X)) > E(Xg(X))
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e Ona: )
(X — f()())Z = X% = 2XT(X) + F(X)?

Or X et f(X) admettent un moment d'ordre 2, donc d'apres la question précédente, Xf(X) admet une
espérance.
Ainsi : X%, XF(X) et 7(X)? admettent une espérance.

Par conséquent, (X — f(X))2 admet une espérance.

e De la méme fagon, (X — g(X))2 admet une espérance.
e Ensuite :

E((x . f(X))Z) < E((x . g(X))Z) — E(XZ ~2XAX) + f(X)Z) < E(x2 — 2Xg(X) + g(X)Z) o e Lo
e« E(X°) = 2E(X1(X)) + E(f(X)’) < E(X?) — 2E(Xq(X)) + E(g(X)?) f(X) et g(X) ont
— E(Xf(X)) > E(Xg(X)) J méme loi, donc méme

moment d'ordre 2

6. Soient deux réels a, b tels que a < b. Soit f une fonction de classe € sur [a; b] On note :

b Pl _
/=/ f)dt et Vne N, Sy— 2957 fn), ot Vk € [0:n], x — a+ k22
a k=0
1 e
6.a. Démontrer que pour tout n € N*, | — S, = Z/ (F(t) = f(x))dt.
k=0 7 Xk

Soit n € N*. On a :

b b q n—1
1=5, = [ fnde= 220 fa)
a :’ k=0
b n—
- / f(de—> b=as)
a k=0
b n—1
S R MRS
a k=0
b n—1 Xe41
- / f(t)dt — Z/ f(xe)dt
a k:? Xk () relation de Chasles, avec xo = a et x, = b
b o X1
= / f(t)dt — Z/ f(xe)dt
a k=0 Xk () linéarité de la somme et de l'intégrale
n-1 X1
_ Z/ (F() — F(x)) dt
k=0 7%
= e
Conclusion : pour tout n € N*, [ = S, = Z[ (f(t) — f(Xk))dt.
k=0 7%

6.b. Soit n € N*. Justifier Uexistence d'un réel M > 0 tel que pour tout k € [0; n—1], pour tout t € [xy; Xe11]

10)— Fw)] < Mt — x| < M2—2

e La fonction f est €' sur [a; b], donc f” est continue sur [a; b), et ainsi, la fonction || est continue
sur le segment [a; b].
Par théoreme des bornes, il existe alors un réel M > 0, que nous considérons ensuite, tel que :

Vx € [a; b, |f'(x)] <M

e On a ainsi :
o f est dérivable sur [a; b],
Fix)| < M.

D'apres 'inégalité des accroissements finis, on a alors :

o pour tout x € [a; b),

¥(x,y) € [a; bF, [F(x) = 1(y)] < Mlx — y]

e Soit k € [0;n — 1] et soit ¢ € [xi; X )

On a xi, xk1 € [a; b], donc on a aussi t € [a; b]. Et ainsi, en appliquant UIAF ci-dessus avec x = t

et y = xi, on obtient :

[7(t) = Fxi)| < Mt — xi
Ort>x:
|t = xd £= X JfSXkM

Xk+1 — Xk —a
b—a JXkM*Xk: B

n

IA

IN
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Conclusion : il existe un réel M > 0, que nous considérons ensuite, tel que pour tout k € [0;n — 1],
b—a

pour tout t € [xg; Xep1), [F(E) — F(xe)| < M|t — x| <M .
I

(b—a)’
n

6.c. En déduire que pour tout n € N*, |/=S,| <M puis conclure sur la limite de la suite (S;)nen

e Soit n € N*. D'apres la question 6.a. et par inégalité triangulaire sur la somme puis sur l'intégrale,
licite car pour tout k € [0;n — 1], x¢ < Xey1, 0N @ :

n—1 Xkt
U—Sﬁgz:/ |£(t) — F(x)|dt
k=0 7%

Or, d'apres la question précédente :

b—a
n

Vk € [0;n —1], YVt € [xe; Xex1),

f(t) — f(x)| < M

D'oli, pour tout k € [0; n — 1], par croissance de l'intégrale, licite car x; < X4

Xk+1 Xk+1 .
jA mn—aﬂmug/A MZ=9 g
Xk Xk

n

Et ainsi, en sommantde 0 a n—1:

n—1 X1 n—1 X1 b—a
F(t) — f(x)| dt < /, M dt
L[ o=t s T[T

Or, par relation de Chasles :

P b

E:jA M=% = /‘M @t
n n

k=0 7 X “

n

Par transitivité, on obtient finalement :

2
ufgng@ggL
I

e On a ainsi :

) b — a)?
WneN, 0< -5, <M=
n
* Classique ! & ———
 M(b—a) mmane
Or lim ——— =0. Enchatnement de questions
n—+00 n classiques visant a démon-
Par théoréme d'encadrement, lim |/ — 5”| =0. trer le résultat sur les sommes
e de Riemann (convergence de
B la méthode des rectangles a
. . . gauche) dans le cas d'une fonc-
Conclusion : la suite (S,),en+ converge vers ’ f(t)dt. fion de classe @

PARTIE |. TRANSPORT DANS UNE SITUATION ALEATOIRE.

On dit que la lot d'une variable aléatoire Y est accessible depuis une variable aléatoire X s'il existe une application
T : X(Q) — R telle que la variable aléatoire T(X) suit la méme loi que Y.

L'application T est alors appelée fonction de transport de la variable aléatoire X vers la lot de Y.

On associe a une fonction de transport T un codt de transport C(T) défini, sous réserve d'existence, par : C(T) =
E((x - Tx)’).

Dans toute cette partie, X désigne une variable aléatoire vérifiant X(Q) =]0; 1] et suivant la loi uniforme sur |0, 1].

7. Soit p €]0; 1[. Pour tout réel a € [0; 1 — p|, on note dans cette question T, la fonction définie sur |0; 1[ par :

WeMﬂﬁmn:{1 ot x EJaia+pl

0  sinon

7.a. Calculer la probabilité P([7,(X) = 1)) et en déduire que les fonctions T, sont des fonctions de transport
de X vers une méme loi que l'on précisera.

Rappelons que : = Rappel...
0 six<O0 La fonction de répartition est
Vx € R, IP([X < X]) _ X six e [0; 1] continue sur R, donc que l'on

ait x € [0;1] ou x €]0; 1] comme
deuxieme cas ne change rien...

1 six > 1

Soit a € [0; 1 —p].
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e Ona:
P(T,(X)=1) = P(X€laa+p)
P(a < X < a+p))
P(X < a+ p) — P(X < a)
= a+p—a
= P

X est a densité
J a,a+pel01]

e Ensuite, remarquons que T,(Q) = {0;1}.

Conclusion : pour tout @ € [0; 1 — p|, T,(X) suit la loi de Bernoulli de paramétre p.
Autrement dit, pour tout @ € [0;1 — p], T, est une fonction de transport de X vers la lot de Bernoulli
de parametre p.

7.b. Vérifier que le colit de transport C(7,) est éqgal a % +p(1 —p)—2ap.

e Puisque X et T, admettent chacune un moment d'ordre 2, d'aprés la question 5., (X — T,(X))? admet
une espérance.

e Ona X(Q) =]0; 1] et la fonction x — (x — T,(x))* est continue sur |0; 1[ sauf éventuellement en a
et en a + p. Ainsi, par théoréeme de transfert :

1
E((X - Ta(X)’) = /O (x — Ta(x))*Fx(x)dx

1
- 2
/0 (x = Ta(x))"dx J lindarité de lintégrale

1 1 1
2 2
1/0 : d:l: /0 ZXT(,():)j]X - /0 Tolx)"dx J Ty est nulle en dehors de Ja; a + p| et vaut 1 sur Ja; a + p|
= 7/ 2xdx+/ Tdx

=L+

a

—(a+pP+a+p

= —a’—=2ap—p’+a*+p

W] mW | W =Wl

= 3+pl—p)—2ap

1
Conclusion : C(7,) = 3 +p(1—p)—2ap.

7.c. En déduire la valeur de a qui minimise C(T,) et exprimer le colit minimal correspondant en fonction de
p.

1
La fonction a — 3 + p(1 — p) — 2ap est une fonction affine décroissante (car 2p > 0) sur [0; 1 — p].

Elle admet donc un minimum sur [0; 1 — p], atteint en 1 — p.

1
Conclusion : C(7,) est minimal lorsque a = 1 — p et vaut alors 3~ p(1—p).

8. Soient Ty et T, les applications définies sur |0; 1] par :
Vx €]0;1], Ti(x) = —1In(x) ; Tox)=—1In(1—x)

8.a. Vérifier que Ty et T, sont des fonctions de transport de X vers une méme loi que l'on précisera.
e o Ona:
(X))Q) = TiX(Q)
(01D
]Uﬂm Ti; l'%n T
= ]0;+0oq

J T1 est continue et décroissante sur |0; 1]

< Notons F7 la fonction de répartition de T;(X). Soit x € R.

~ six <0:

F. = P(7H(X
1(%) 5 0([ 1(X) < x)) J (X))@ CRf etx <0
~ six >0
Fix) = P(T(X)<x)
i ﬁ([; l;(X7X§ XD stricte croissance de exp sur R
: 1 ([ IP_)? <D . X est a densité
= - ﬂ <e) Jx>0donc e X €]0;1]
= T—e
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8.b.

© ® N o U a2 W N =

o

8.c.

On a ainst :
0 stx <0
R, Fi(x) = -
eR Fik {Tfe’x stx >0
On reconnalt la fonction de répartition d'une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de

parametre 1. Puisque la fonction de répartition caractérise la loi, on obtient :

T1(X) = &(1)

| Conclusion : T; est une fonction de transport de X vers la lot &(1).

e De la méme fagon, on trouve :
LX) = &(1)

Petite remarque
C'est une démonstration de

| Conclusion : 75 est une fonction de transport de X vers la loi &(1).

cours. Je conseille de traiter
| celle-ci en détail (puisqu'elle

Conclusion : Ty et T, sont des fonctions de transport de X vers une méme loi, la loi exponentielle de
parametre 1.

On considere le programme suivant écrit en langage Python :

import numpy as np
import numpy.random as rd

S1=0

S2=0

for k in range(100000):
x=rd .random ()
S1=ST+(x+np.log (x))*=x2
S2=S2+(x+np . log(1—x))*=*2

print (51/100000,52/100000)

est parfaitement maitrisée) et
d'aller plus vite sur l'autre.

L'exécution de ce programme permet d'obtenir l'affichage suivant : 1.8390728131570475 0.8460420115532375.

Commenter le résultat obtenu.

La variable 81 prend comme valeur la somme de 100000 réalisations d'une variable aléatoire (X + 77 (X))*.
Ainst (d'aprés la lot faible des grands nombres) la valeur de S1/100000 est proche de E((X -1 (X))Z),
autrement dit, de C(T4).

De la méme facon, S2/100000 est proche de C(T75).

On peut alors conjecturer que C(7T5) < C(T4).

En utilisant les résultats de la question 3., calculer et comparer les colits de transport C(T4) et C(T5).

e Dapres la question précédente, T7(X) suit la lot exponentielle de parametre 1, elle admet donc un
moment d'ordre 2.
Clest aussti le cas de la variable aléatoire X.
Ainsi, d'apres la question 5., (X — T;(X))* admet une espérance. Donc C(T;) existe et, par théoréme
de transfert, licite car la fonction x — (x + [n(x))? est continue sur X(Q) (X(Q) =]0; 1]) :

1
cn) = / (x + tn(x)*)Fx(x)dx
0
1
= ] x% 4+ 2x In(x) + In(x)?dx linéarité de l'intégrale, licite car toutes les intégrales en jeu sont
10 1 1 J convergentes (question 3.a.)
_ 2
= 3 + 2/0 XLn(x)der/o n(x)“dx J question 3.b.
S S
!

e De la méme facon, C(T,) existe et, par théoreme de transfert, licite car la fonction x — (x +n(1—
x))? est continue sur X(Q) (X(Q) =]0;1[) :

1
C(hh) = / (x + In(1 — X)z)f)((X)dX
0
1
X2 4 2x (T —x) +In(1 — X)ZdX linéarité de l'intégrale, licite car toutes les intégrales en jeu sont
10 ; ; J convergentes (question 3.a.)
_ ! B Y
= 3 + 2/0 xIn(T —x)dx + /(; In(1 = x)"dx J changement de variable t = 1 — x, licite car affine
1 0 0
= 3 + 2/ (1T —t)In(t)(—dt) + ln(t)z(fdt)
1
1 1 1 1 B
= 3 + 2/0 n(t)dt — 2/0 l‘[n(f)der/O n(t)dt J question 3.b.
1 -1
= -—2—-2—+2
R
11
= g 5
G
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| Conclusion : C(T>) < C(T4).

8.d. A laide de la question 2., montrer que toutes les lois géométriques sont accessibles depuis X.
Soit p €]0; 1[. D'apres la question 8., — In(1 — X) — &(1).

Ainsi, d'aprés la question 2., pour tout a €]0; 1], [—aln(1 = x)| +1—> ¥ (1 —e )
Or, pour tout @ €)0; 1] :

T—ed—p e —L_ini—p)
a
—1
(1 —p)

J p # 0, donc In(1—p) #0

— a=

Petite remarque

L'énoncé initial demandait sim-
plement de comparer... Pour
cela, il n'était pas nécessaire
de finir les calculs. Mais jai
changé l'énoncé finalement.

Petite remarque

On peut bien évidemment consi-
dérer |—aln(x)] + 1. Je n'a fait
que prendre celle de transport
minimal parmi les deux pos-
sibles..

(1 —x)

In(1 —p)
X vers la lot 4(p).
Autrement dit, toutes les lois géométriques sont accessibles depuis X.

Conclusion : pour tout p €]0; 1], la fonction T : x — | | -+ 1 est une fonction de transport de

8.e. Déduire des questions précédentes une fonction Python prenant en argument d'entrée un réel p €]0; 1]
et renvoyant en sortie une réalisation d'une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre
p.

import numpy.random as rd
import numpy as np

N}

ES

def simul(p):

5 x=rd .random ()
6 y=np. floor (np.log(1—x)/np.log(1—p))+1
7 return y

9. Dans cette question, Y désigne une variable aléatoire admettant une densité fy continue et strictement positive
sur R.

9.a. Justifier que la fonction de répartition de Y, notée Fy, réalise une bijection de R dans |0; 1[.
Puisque fy est continue sur R, la fonction Fy est &' sur R et pour tout x € R :
Fy(x) = fr(x) > 0
Ainsi :
e [y est continue sur R,
e [y est strictement croissante sur R.

Conclusion : par théoreme de bijection, Fy est bijective de R dans Fy(R) =]lim Fy;lim Fy[=]0; 1[.

9.b. Montrer que Fy" est une fonction de transport de la variable aléatoire X vers la loi de Y.
Notons G la fonction de répartition de Fy'(X). Soit x € R. On a :

G(x) P(Fy ' (X) < X))
P(X < Fy(x)]

Fy(X)

Fy est strictement croissante sur R
J Fy(x) €0;1] et X — 2 (10;1])

Ainsi Y et F,'(X) ont la méme fonction de répartition. Or la fonction de répartition caractérise la loi,
donc Y et F,'(X) ont la méme loi.

Conclusion : /" est une fonction de transport de la variable aléatoire X vers la loi de Y.

10. Cas particulier : on suppose que Y suit la loi normale centrée réduite. On note Fy la fonction de répartition
de Y et ¢ la densité continue sur R de Y.
+00
10.a. Etablir la convergence de l'intégrale j yFyv(y)e(y)dy.
e Ona:
Yy € R,

Fyly)l <1
Dot :
Yy € R0 < [yFv(y)ew)l < lye(y)l
+00
e OrY — A4(0;1),donc Y admet une espérance et ainsi, l'intégrale / lyp(y)|dy est convergente.
Par critere de comparaison sur les intégrales a intégrande positive, l'intégrale / yFy(y)dy est ab-

]
solument convergente donc convergente.

+00

Conclusion : l'intégrale / yFy(y)e(y)dy est convergente.

—00
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+0o0 1

10.b. A laide d'une intégration par parties, démontrer : / yFyv(y)ely)dy = T
oo s
Sotent A, B R avec A< B.On a:

B 1 B 7£
A yFy(y)ely)dy = E/A Fyly)lye 7 dy

uy— Fy(y) . .
Posons : 2 . Les fonctions u et v sont € sur le segment [A, B] et pour tout y & [A, B]:
vViyr— —e 2
u'ly) = ely)
, _2
Viy) = ye 2

Par intégration par parties :

b 2 2 B b 2
]A Frlylye Tdy = [—e ZFY(y)]A+/A ol)e dy

1
en posant 0 = —
Jene V2

V27 JA
2 2 B 2
B A 8 ~1()
= e ZFyA)—e ZFy(B)-‘rU/ e 2\a) dy
A V2mo?
Or:
e [y est bornée par 0 et 1 sur R, donc :
2 B2
lim e” 7 Fy(A) =0 ; lim e" 7 Fy(B)=0
A——o00 B—+o0

+00
1 y)?
° fe’f(?) dy est une intégrale convergente égale a 1, car cest l'intégrale de la densité
/;rxz V 270?
d'une variable aléatoire suivant la loi normale .47(0; o?).
Le passage a la limite quand A — —oo et B — +00 est donc licite et on obtient :

)

400 1 +00 2
F dy = — Fylylye =
[m yFy(y)ely)dy Jﬂ/m v(y)y
I A BT
B \/gJT o \/27102e v
V27

N
3
o
Q
I
Sl

+00 »]

Conclusion : / yFyv(y)ely)dy = =—~.
L 2\/m

+00

10.c. Montrer que l'intégrale / (y — Fy(y))?@(y)dy est convergente et la calculer.
Ona:

—00

Yy €R, (y— Fv(v)ely) = v ely) + Fr(y) ely) — 2y Fy(y)e(y)
Or :

+0oo
° y’@(y)dy est convergente, car il s'agit du moment d'ordre 2 de Y (qui existe bien).

Egofj'aprés la formule de Koenig-Huygens :

2y _ 2
B = Y(Y) +E(Y) J Y H(01), donc E(Y) = 0 et V(Y) = 1
Dot
+00 B
/ Y ply)dy =1
+00
e d'apres la question précédente, l'intégrale / yFy(y)e(y)dy est convergente et :

[ yFyv(y)ely)dy = 2%

e pour tous A, B € R tels que A< B :

B B
/ FugPely)dy = j Fiy)FulyPdy
A A
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10.d.

Et comme Fy est une fonction de répartition :

lim FA)=0 5 lim F(B) =1

B—+o00

+00
Ainsi, l'intégrale / Fyv(y)e(y)dy est convergente et :

Par conséquent,

+00

[ Fy(y)ely)dy = %

o0

(y — Fy(y))’@(y)dy est une combinaison linéaire d'intégrales convergentes, elle

—00
est donc convergente et, par linéarité de l'intégrale :

o)

[ - Frly)loly)dy = / Yoly)dy — 2 / YFy (y)ply)dy + / Fuly)oly)dy

{oe] {oe] —0Q

4
Conclusion : l'intégrale / (y — Fy(y))*@(y)dy est convergente et vaut =

+00 1

B 3T/

4
En déduire que le colit de transport C(F, ') est égal & = — —=.

;
37 Ux

D'aprés la question 9.b., Fy(X) < .4#7(0; 1), ainsi F, ' (X) admet un moment d'ordre 2.
Clest aussi le cas de X.
Ainsi, d'aprés la question 5., (X — Fy'(X))? admet une espérance. Donc C(Fy ') existe et, par théoréme
de transfert, licite car la fonction x — (x — Fy')? est continue sur X(Q) (X(Q) =]0; 1]) :

1
CFY) = /0 (x — Fy ()P Tx()dx

1
S CEGRCR
0

Soient A, B €]0;1[ tels que A < B. Effectuons le changement de variable y = £} (x).
La fonction y —— Fy(y) est € et strictement croissante sur R, donc le changement de variable est

licite et :

Donc :

Enfin, puisque l'intégrale

y=F(y) ; x=Fyly) ; dx=Fy)dy = e(y)dy

B F(B)
[oo=Fara= [ i) - gPetidy
A A
lim Fy(a)=0 ; lim Fy(b) =1
a——0Q b—+o0
: Ay . : 1R _
}‘Lino FyiA) = —o0 é:n} Fy ' (B) = 400

+00
(Fy(y)—y)*¢(y)dy converge (d'apres la question précédente), le passage

—0Q
a la limite quand A — 0 et B — 1 est licite et ainsi :

C(Fy)

[ oo(Fv(y) —y)ely)dy

7 Petite remarque

= - —— En maths appro, les change-
3 \/E ments de variables sont autori-
sés sur les intégrales impropres.

J question précédente

Conclusion :

le colit de transport C(F, ) est égal &

Les hypothéses demeurent en
revanche les mémes.

(SRS
\

Bl

| REMARQUE |

Ona:
C(Fyh

el
E((Fy
[
3

X —

00

Autre méthode aprés avoir justifié que C(Fy ") existe.

FY (X)) ) J Y et FY (X) ont méme lot et Fy est continue, donc Fy(Y) et X ont méme loi, donc
Y)? ) X = F7 N (X) et Fy(Y) = Y ont méme loi...
(y)d théoreme de transfert, licite car...
<P yiay J question précédente

%\
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PARTIE II. TRANSPORT OPTIMAL DANS UNE SITUATION DETERMINISTE.

Dans toute cette partie, N désigne un entier supérieur ou égal a 2.
On considere N réels di, do, ..., dn (appelés points de départ) et N réels aq, ay, ..., an (appelées points d'arrivée)
vérifiant dy < dy < ... < dyetay < ay; < ..<an Onpose D={dy da .. dyv}etA={a, az ....an}

1. 11.a.

11.b.

12. Soit

12.a.

(?(1),?(2), ...,?(N)) la liste ordonnée obtenue. On a donc : (1) < #(2) < ... < {(N).
N
itk

Montrer que pour tout couple (k, ¢) € [1; N]]Z, ona: deax > dray + deay — deay.
Soit (k, #) € [1; N]*.
Ona:
dyag > dyap + deay — deay & diap —diay > doag — doay
& dilax —ap) > de(ar — ay)
e sik>V:

on a alors dy > dy et ay > ap, donc ay — ap > 0 et ainst @ di(ax — ap) > do(ar — ay).
e sik<V:
on a alors dy < dy et a, < ap, donc ay — ay < 0 et ainsi @ di(ax — ap) > de(ax — ayp).

Dans les deux cas, di(ar — ay) > de(ax — ay), et donc le résultat voulu par équivalences.

Conclusion : pour tout couple (k, ¢) € [1; /\/ﬂz, ona:deay >diay+ deay — dpay.

En déduire, & l'aide d'une double sommation, que pour tout N-uplet (p1, pa, ..., pn) € (RT)N tel que

N
E pr="Tona:
k=1
N

Zpkdkak >

k=1

ipkdk) . (ipkak) (1)

k=1 k=1

N
Soit (p1, pa, ..., pn) € (RT)N tel que Zpk =1

D'apres la question précédente : .
Y(k, 0) € [1;N]?, drax > diap + deay — deay
D'ou, puisque pq,...,pn >0 :
V(k, ) e [1; /\/]]2, prdiag > pediag + prdear — prdeay
Ainsi, en sommant (licite, car sommes finies) et par linéarité de la somme :

N N
k=1 0=1

NN NN NN
Z Z pipediag > Z Zpkpﬁdkaé + Z Z,kafdmk — Z Z,kafdwe‘
k=1 01

<=1 ¢ k=1 ¢=1 k=1 ¢=1

D'ou, en intervertissant les deux sommes dans le dernier terme de droite (licite car sommes finies) :

N N N N N N N N
Z prdiag ZPé EZ (Pkdkzpwf +Z Pkdk Pédé‘) - pgd@a;Zpk
k=1 o= k=1 =1 k=1 o= o= k=1

e e

Cest a dire, par linéarité de la somme (pour les premier et second termes de droite) :

N N N N N N
Zpkdkak > ZP@G#) (Zpkdk ZPN’@) (ZPM) *ZPNNN
k=1 /=1 k=1 =1 k=1 =1

+

Et alnsi :

N N
Zpkdk) x (ZPMM)
k=1 k=1

N
2 ZPkdek > 2
k=1

Dol le résultat.

N
Conclusion : pour tout N-uplet (p1, p2, ..., py) € (RN tel que Zpk =1, ona:
k=1

N N
S - (Lo
k=1 k=1

N
ZPkdek >
k=1

t € &n. On réordonne la liste (t(1),t(2),..4,t(/\/)) selon les valeurs croissantes et on note alors

~

N

Justifier pour tout n € [1; N], l'inéqalité : Z Ay < Z 0
k=n k=n

Soit n € [1; N].

Y Subtile... %

On reconnalt bien le sujet

TOP3 ici... Dans un sujet TOP5,
la majoration d'une somme pro-
vient (presque ?) toujours d'une
majorBE@IR derVigrHes -Jeags awx 8
La, ce n'est pas du tout le cas !




N

La somme Za;(k) est la somme des N — (n + 1) plus grands termes de la liste (t(T), t(2), ..., t(/\/)),

k=n
Elle est donc supérieure a la somme de n'importe quels N—(n+1) termes de la liste (t(T), t(2), ..., t(/\/)),
N N
Conclusion : pour tout n € [1; N], l'inégalité : Z Ay < Z Ty
k=n k=n

N
12.b. On pose dy = 0. Etablir [4qalité : > d,ay,) = Z ( dy—dys) Zat(k))

n=1 n=1
On a
N N N N
> ((dﬂ = a,(k)) = > (Z(dﬂ - dﬂoam)
n=1 k=n n=1 k=n
= Z ( n dn—W)Gl(k)
1<n<k<N

K
- Z(dn - d,7,1)0[(k)

k=1 n=1
N
= ) (agwld — do)) do =
k=1 J 0
N
= k) i
k=1
N N
Conclusion : Z dpain = Z ( 0 — dp—1) Z ik )
n=1 n=1 k=n

| REMARQUE |

Autre facon de faire :

fosife] -

M=

) £l

n=1 k=n n=1 k=n n=1 k=n
N N N
- } } + dnafn + — § dn } aik)
/7=W k=n+ n= 1 k=n

(Z

n k=n+1

n=1 n=1

k=n

N

= Z ik *doZGr +Zdnar/7

=N+1 n=1

- Z dnar(n

n=1

12.c. En déduire :
N N
Y doayn <Y daay, 2)
n=1 n=1

On aimerait utiliser la question 12.a. et multiplier par d, — d,,_4.. Souct possible st n = 1. En effet, on
a posé dy = 0 mais on ne sait pas st di > 0 ou pas.

e Soit n € [2;N]. D'aprés la question 12.a. :

N N
)_awn <) aiy
k=n k=n
Ainsi, puisque d, — d,—1 > 0, on obtient :
N N
(dn = dot) ) g < (dn —dn1) ) aig
k=n k=n
e Sin=1:
N N
Les sommes Z Ay et Z ayy contiennent toutes deux tous Les termes de la liste ((1), ..., t(N)).
k=n k=n

Elles sont donc égales. Et ainsi :

d1ZG[k)<C/1ZCIA

k=n

/ avec comme convention :

N

k=N+1

N
+ Z dnyp) — Z (d”1 Z a'(k)) J télescopage

N

Jdo=0et Y ay=0

k=N+1
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On a donc :

N N
Vn e [1;N], (d, —d,-1) Z Ay < (dy — dp-1) Z ik
k=n k=n
D'oli, en sommant de 1 a N :
N N N N
Z(dn - dn—W) Z Ul(k) g Z(dn - dn—W) Z O?(k)
n=1 k=n n=1 k=n

Et, d'aprés la question précédente, dont le résultat est encore valable si Lon a t(k) au lieu de t(k), on

obtient :
N

N
Z dnar(n) g Z d/l U?(n)

n=1 n=1

N N
Conclusion : Z dpaym < Z d, .

n=1 n=1

On appelle programme de transport toute bijection T de D dans A. On associe a un programme de transport 7 un
N

co(it de transport ¢(7T) défint par : ¢(T) = Z (dk -

k=1

13. Soit T le programme de transport défint par : Yk € [1; N], ?(dk) = ay.

14.

Déduire des questions précédentes que le programme T est optimal; c'est-a-dire que pour tout programme
de transport T, ona c(T) > C(/T\)

Soit T un programme de transport, autrement dit, 7 est une bijection de D dans A.

Pour tout & [1; N], on note t(k) lentier de [1; N], tel que T(dx) = ay).

Puisque T est bijective de D dans A, l'application t est également bijective de [1; N] dans lui-méme, donc
t € én.

Raisonnons ensuite par équivalences :

(N> (1) i(dkadk de T(dy)*

t(k) est l'indice de l'élément
T(dk), qui est un élément de A.

Autrement dit : ——

k=1 k=1
N N N N N
= di—2) diT(di)+ ) T(di) > —Zde (do)+ ) T(d
k=1 k=1 k=1 k=1 = k=1
N N N N
@ — 2 — |~ .
/ ; dkarw - ; af(k) 2 -2 ; dka’ - ; 9 t et t sont bijectives, donc {az
N N N ainst les sommes des carrés sont égales
= *ZdeGr(k) Z*ZdeGM)
k=1 k=1
N N
— *dedr(k) < 7Zd/<0?(k')
k=1 k=1

Or, d'apres la question précédente, cette derniére inégalité est vraie...

Conclusion : le programme T est optimal; cest-a-dire que pour tout programme de transport 7, on a
o(T) > c(T).

Interprétation probabiliste des inégalités (1) et (2).
Soit h une application croissante de R dans R.
14.a. En utilisant l'inégalité (1), établir que pour toute variable aléatoire discréte X ne prenant qu'un nombre

fini de valeurs, on a : E(Xh(X)) > E(X)E(h(X)).
Soit X une variable aléatoire discréte ne prenant qu'un nombre fini de valeurs.
e Puisque X est finie, c'est aussi le cas de h(X) et Xh(X), ainsi toutes les espérances en jeu existent.
e Considérons X(Q) = {d1,...,dn}, ol dy < dy < ... < dn. Pour tout k € [[1; N], notons p, =
P(X = dy]). Et notons, pour tout k € [1; N], ax = h(dy).
e De cette facon, on a:
o dy < dy <. < dn

o et ainsi, puisque h est croissante : a1 < a, < ... < ay
N

o Yk e [1;N], px 20ethk:1
k=1
o

N
= Z dipi
k=1

Et, par théoreme de transfert :

E(Xh(X))

N
> dih(di)ps
k=1
N
= Z drarpr
k=1

k), k€ [UNIE ={agyy, k€ [LN]} =A
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ainst que :

E(h(X))

N
> hidi)ps
k=1
N
= Z APk
k=1

Le résultat voulu découle ainsi de (1), en remarquant tout de méme que la stricte croissance de la suite
(ay) n'était pas nécessaire dans les questions 11.a. et 11.b. pour établir (1).

Petite remarque

Ce n'est pas tres correct de de-
mander aux candidats d'utiliser
un résultat de énoncé avec des
hypothéses amoindries (consta-
tées dans la démonstration).
Clest d'une part tres discrimi-
nant et d'autre part déroutant !

E(Xh(X)) > E(X)E(h(X)).

Conclusion : pour toute variable aléatoire discréte X ne prenant qu'un nombre fini de valeurs, on a :

14.b. Que peut-on en déduire pour le coefficient de corrélation linéaire du couple (X,h(X)) lorsque les
variances de X et h(X) sont strictement positives?

e Notons déja que la covariance du couple (X, h(X)) est bien définie, car X et h(X) admettent un
moment d'ordre 2 puisqu'elles sont finies. Ainsi, dans le cas ou les variances de X et h(X) sont non
nulles, le coefficient de corrélation linéaire du couple (X, h(X)) est également bien défini.

e Ensuite, d'apres la formule de Koenig-Huygens :
Cov(X, h(X)) = E(Xh(X)) — E(X)E(h(X))
Ainsi, d'apres la question précédente :

Cov(X, h(X)) >0

Conclusion : le coefficient de corrélation linéaire du couple (X, h(X)) est positif.

14.c. En utilisant U'inégalité (2), montrer que st X est une variable aléatoire discrete suivant la loi uniforme
sur [1; N] et t un élément de &y, on a : E(h(X)t(X)) < E(h(X)H(X)).
Sotent X une variable aléatoire discréte suivant la lot uniforme sur [1; N] et ¢ un élément de &y.
e |a encore, les espérances en jeu existent.
e Notons, pour tout k € [1; N] :
ay =k ; dy = h(k)
e De cette facon, on a :
O a1 < ap; < ...<an
o et, puisque h est croissante : di < d, < ... < dn
o Par théoréeme de transfert, et puisque X suit la lot uniforme sur [1; N :

N
E(h(X)t(X)) = Zh(k)t(k)IP([X:k])

k=1

N
1
= Zdwm
k=1

Z|

et :

k=1
1 N
= N E dkﬂ}“\)
k=1

Le résultat voulu découle ainsi de (2), en remarquant tout de méme que la stricte croissance de la suite
(dy) n'était pas nécessaire dans les questions 12.a., 12.b. et 12.c. pour établir (2).

Conclusion : si X est une variable aléatoire discrete suivant la lot uniforme sur [1; N] et t un élément
de v, on a : E(h(X)t(X)) < E(h(X)E(X)).

Petite remarque
Deux fois !!

PARTIE IIl. TRANSPORT OPTIMAL DANS UNE SITUATION ALEATOIRE.

Les définitions de fonction de transport et de col(t de transport sont identiques ¢& celles données dans le préambule
de la partie |.

Dans toute cette partie, U désigne une variable aléatoire vérifiant U(Q) = [0; 1] et suivant la lot uniforme sur [0; 1].
Soit Y une variable aléatoire admettant une densité fy nulle hors du segment [a, B] (@ < B) et dont la restriction a
ce segment est continue et strictement positive. On note Fy la fonction de répartition de Y.

On suppose lexistence d'une fonction g de classe € sur [0;1), & valeurs dans [a, B], telle que la variable aléatoire
Z = g(U) suit la méme loi que Y.

15. Pour tout entier N supérieur ou égal a 1, on pose pour tout w € Q :

s = { g TN R E IS - g [
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15.a. Trouver la loi de la variable aléatoire Xy.
e Soit w e Q.
o St U(w) € 0,1
Dans ce cas 1 <1+ NU(w) < N+ 1.
Et ainst : [T+ NU(w)] € [1; N].
Autrement dit : Xy(w) € [1.N].

o StUw)=1:

Xow) = N- & Méthode | —
Dans tous les cas, X\((U) (S [[1; /\/]]. Une inclusion suffit pour ce
Ainsi type de questions. Inutile de

' ) perdre du temps sur l'inclusion
X'V(Q) - [“' N]] réciproque...

e Soit k € [1; N].
o Stke[N=1]. { X Attention !

Dans ce cas. U % 1 et ainsi - Cette distinction est nécessaire,
) : puisque Xy peut valoir N dans
les deux cas...

P(Xy=k) = P([1+NU]=k)
= P([kil?/\/U<k;1]) JN>O
- ( N <U< N J U est a densité, en notant F; sa fonction de répartition
ol X ) F ( S ) k k-1
= Ul ul = ) —
N_ N J U= 2(0:1) et 5~ €10:1]
ko k=1
N N
!
N
o Stk =N.
N
Puisque Xy(Q) =T, 0na: ) P(Xy=k) =1
k=1
D'ol on obtient : |
P(Xy = N) =
Petite remarque
Conclusion : Xy — % ( [[1} /\/ﬂ) Question classique qu'il fallait
aller chercher..
. A
15.b. Etablir lexistence d'une constante A > 0, indépendante de N, telle que : Yw € Q, |Z(w)— Yn(w)] < N
On a, pour tout w € Q : “'*RéAfle)se :
Xc\“(w) :Za nelc‘oute rien... te‘[ [SE:E c\e:jte
— Yy = _ o orme la, ga empeste a des
1Z(w) = Ya(w) 'g(uw» g ( N ) ‘ forme 2, g2
On sait que :
e g est dérivable sur [0; 1] car &, ASubtile... %
e |g'| est continue sur le segment [0; 1], (car g lest et la valeur absolue est continue sur R) d'aprés En fait, M > 0, car sinon, la
le théoréme des bornes, il existe donc un réel M > 0 tel que : ¥x € [0;1], |g'(x)] < M. Posons gonCt'LOﬂ g Selralt C_Onsltantﬁ et
. ans ce cas la vartable alea-
ensuite A =M +1 de sorte que A>0. toire g(U) suivrait une lot cer-
D'aprés l'inégalité des accroissements finis, on a alors : taine et donc ne suivrait pas la
méme lot que Y, puisque Y est
a densité.

Yix,y) €017, 1g(x) — g(y)] < Alx — |

Soit ensuite w € Q.
e Puisque U — % ([0;1]), on a U(w) € [0; 1]

e Et puisque Xy(w) € [1;N], on a X\t/w) €10;1].
On obtient alors :
ot =g (24 < 4o - 5|
Distinguons deux cas :
o si Ulw) =1.
Dans ce cas, Xy(w) = N, et on obtient alors U(w) = Xn(w) et donc

1Z(w) — Yalw) = 0

Petite remarque
Dol le résultat voulu. OLa disjonction de cas pourrait
étre faite des le début.
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Dans ce cas, X

e si Ulw) # 1.
(@) = [T+ NU(w)].

Ainsi :
Xn(w) <14+ NU(w) < Xy(w) +1
Et donc :
=1 < NU(w) = Xy(w) <0
Dot : : Xa(w) :
- N W
N < Ulw) — N <0< N
Et donc : Xa() |
N{W
‘U(w) v Ry
Puisque A > 0, on obtient par transitivité :
Xn(w) A
‘Q(U(w))fg ( N <5

Conclusion : il existe A > 0 tel que pour tout w € Q, |Z(w) — Yy(w)| <

Z| >

< P(Yn < y)).

Soit y € R. Puisque Z et Y ont la méme loi, elles ont la méme fonction de répartition. Ainst :

A
15.c. Montrer que pour tout réel y, on a : Fy (g N

A A
Frlv=-x§] = F7ly—§
= P||Z< N JZesl‘adenS‘Llé
A
= P||Z -
<y N

A A
Soit w € Q. Supposons que w & [Z <y-— N] Dans ce cas : Z(w) < y — N

Mais, d'apres la question précédente :

Donc :

Dot :

A
Ainsi, puisque Z(w) < y — N Par transitivité on obtient :

Valw) < y
On a donc établi :

A
[Z<ny}C[YN<g]

Par croissance de IP, on obtient :

P([Z<y—%]) <P([Y, <y))

A
Conclusion : pour tout réel y, on a Fy (g — N) < P(Yn < y)).

k ~ -
16. Pour tout k € [1; N], on pose tn(k) = g (N) On définit alors ty a partir de ty comme t a partir de t dans
la question 12..
. ~ A ~
16.a. Etablir pour tout k € [1; N] les inéqgalités : Fy (tN(k) — N) < P([Yn < tn(K)]) <
Soit k € [1; N].

z|~

~ ~ A ~
e Déja, d'aprés la question précédente avec y = ty(k), on a : Fy (tN(k) — N) < P(Yn < tn(k))).

e Ensuite :

= Rappel... —
Pour tout x € R: |x| < x <
[x] +1.

mRéflexe !

Pour établir une inégalité sur
des probabilités, on peut es-
sayer d'établir une inclusion sur
les événements en jeu.
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16.b. On note F} " la fonction réciproque de la restriction & [, B] de la fonction Fy.

Tk (k) 1k kY 2
Montrer que pour tout entter N > 1, on a : NZNQ (N) < NZN (,E;1 (N) + N)
Soit N > 1. . .
e Commengons par remarquer que la fonction £y est bien définie.. En effet :
o Fy est continue sur [a; B]
o Fy est strictement croissante sur [a, B, car Fy = f, > 0 sur [a, B]
Donc par théoréme de bijection, Fy est bijective de [a, B] dans Fy((a, B)) = [Fy(a), Fy(B]) = [0;1],
car fy est nulle en dehors de [a, B]..

16.c. En déduire l'inéqalité : E(Ug(U)) < E(UFYA(U))‘
Par théoreme de transfert, licite car x — xg(x) et x — xF;'(x) sont continues sur [0; 1], on a :

1
E(Ugll)) = Arwwvwx v w(o)
= /Xg(x)dx
0
et: !
! = xFy 1 (x) fu(x)dx
HWMW-—LFMMHdKMQMWU
= /XFYW(X)dX
0
Or :

e puisque x — xg(x) est de classe €' sur [0, 1], d'aprés la question 6., on a :

lim lZﬁ L */1X(X)d)(
vt N NIAN) T

TS k[ [k 1Tk, [k P
NZNVVHW“»"NZN”“ﬂ+MZk
k=1 k=1 k=1
N
Tk (k) ANN+T)
- = A
/\/;/\/ ' (/\/) MTNE
T k[ k) AN(N+T)
= NN ANt TN Pourquoi ?
k=1

Fy est €' sur [a, B, car fy est
. . ' \ . . continue sur [a; B]. Et comme
et puisque x — xFy'(x) est €' sur [0; 1], d'aprés la question 6., on a aussi : F L:ufy u>[0 Sli]r (o, B on

en déduit que Fy ' est €' sur
1k k o
. -1 o .
Nlt)mm N ; NFy (N) = /0 xFy ' (x)dx

[0;1].

Conclusion : d'ou le résultat en passant a la limite dans l'inégalité de la question précédente.

17. Parmi les fonctions de transport de classe € de U vers la loi de Y, trouver une fonction de transport de colit
minimal.

ok ok dk FIN s sk ke kok
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