Correction du Devoir Surveillé n° 0

10/09/22
% EXERCICE 1 :
2z — 1 z+1
Soient f et g les fonctions définies = =— .
oient f et g les fonctions définies par f(x) T 1 g(z) (m — 2)
1. Donner les domaines de définition de f et g.
—2v2 -1
2. On note a = L
1-v2
(a) Montrer que g(a) = —/2.
(b) Calculer f(g(a)). On donnera le résultat en fonction de a.
(c¢) Simplifier I'expression de a.
3. (a) L’équation g(z) = —1 a-t-elle des solutions ?
(b) En déduire I’ensemble de définition de f o g.
(c) Donner pour tout € Do, I'expression de f(g(z)). Simplifier I'expression au maximum.

1. La fonctions f est définie sur | Dy = R\ {—1} | et g est définie sur | D, =R \ {2} |
f 9

2. (a)
i§@§i+1 —2V/2-1+1-42
1-v2 1-v2
(b)
flg(a)) = f(=V2) = 2&?“1 =[q]
()
R

3. (a) Soit x € Dy.

2:1<:>1:+1:x—2<:>1:—2

T — T —

1 1

Cette derniére égalité étant évidemment fausse, on en conclut que I'équation g(z) = 1 ‘ n’admet aucune solution.

(b) La fonction f o g est définie pour x tels que

{ x € Dy - { x#2

g(x) € Dy 7 \g(x) # -1
Or nous venons de voir que la deuxiéme condition est vérifiée pour x # 2. Donc I’ensemble de définition
defogest‘Dfog :R\{2}‘.

(c) Soit z # 2.

-9 (m+§) -1 —2z—2—z+2 3
T z—2 —
(f ° g)(.’L‘) = 41 = —z—14x—2 = -3 =
- (m) +1 =2
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% EXERCICE 2 :

L’énoncé est rédigé de telle sorte que, méme sans avoir réussi a démontrer certaines questions, on puisse se
servir des résultats, en les admettant, afin de continuer ’exercice.

Partie I

On considére les fonctions P et g définies respectivement sur R et ]0; +oo] par :
Plx)=(x—1)(322+3z+2) et g(x)=12%—z+3-2In(z).

1. Etudier le signe de P(z), puis donner sa forme développée.
2. Calculer ¢'(z) puis I'exprimer en fonction de P(x). En déduire les variations de g sur son ensemble de
définition.

3. En déduire que g(z) > 0 sur ]0; +o0].

Partie 11
. . . z—1+In(x)
On considére la fonction f définie sur |0; +oo] par : f(z) = z + 1 + ———5—= et on note Cy sa courbe
%
représentative.

1. Soit = € |0; +oo[. Montrer que f(x) = % :

En déduire les variations de f sur son ensemble de définition.

Déterminer une équation de 77, la tangente & C; au point d’abscisse 1.

Résoudre I'équation f(x) > x + 1. En déduire la position de Cy par rapport a la droite A d 7équation
y=x+ 1.

5. Tracer A, Ty, puis l'allure de Cy dans un repére orthonormé d’unité 2cm (ou 2 grands carreaux), de 0 & 5
en abscisse, de -2 a 6 en ordonnée.

= §9 S

Partie III
On considére la fonction h définie sur ]0; +oo[ par h(z) = 2(1-%) .

1. Calculer h'(z).
2. A l’aide de la question I1.4, donner les variations de h.

3. Etudier la position relative de Cp, par rapport D : y = x.

Partie I

1. P(1) = 3x13—1—2 = 0 donc on peut factoriser par  — 1. On trouve (divisino euclidienne ou identification.
Px)=(z—1)B322 +3z+2) et 322 + 32+ 2 > Osur R car a = 3 > 0 et car A = —15 < 0, donc le signe
de P(x) est celui de x — 1.

2 32°-2-2 P
2. s0itz>0g'(x) =322 —1—- == — = (z) donc, comme z > 0 son signe est celui de P(z).
x x x

3. g est donc strictement décroissante sur |0; 1] et strictement croissante sur [1; +o00[ (signe de z — 1 pour avoir
les variations de g).

4. Le minimum de g est donc atteint pour x = 1 et vaut g(1) = 1> — 143 —21In(1) = 3 > 0 donc g(z) > 0 sur

RY.
Partie I1
. . o z—1+In(z)
On considére la fonction f définie sur |0;+o0[ par : f(z) = x + 1 + —————— et on note C; sa courbe
x
représentative.
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1+3)a? = (z —1+1 2 24— 222 4 22 — 221
1. Soit z € ]0; +00]. f’(l‘)zl—f—( z)m (24 n(r)) 2z :1+$ +x X ;—4 x 2 In(z)
B #(—z—1-2In(z) 2*—2+3-2In(z) gz
— 14 = = = =5

2. D’apreés la premiére partie, on a donc f/(z) > 0 sur Dy donc f est strictement croissante sur Djy.
3. Tiy=f1)e-1)+f1)=3x—-1)+2=3z—1.

4. Soitz > 0, f(z) — (z+1) = Ltln(m)
est strictement croissante. v

De plus, h(1) = 0 donc, lorsque z > 1, f(z) — (x + 1) > 0 donc f(z) > = + 1 et, de méme, f(z) <z +1
lorsque 0 < x < 1.

Donc Cy est au dessus de A sur [1; 400[ et en dessous sur ]0; 1].

1
, dusigne de h(z) =2 —1+1In(x). Or A'(x) =1+ — > 0donc h
x

o

Partie I11 )
On considére la fonction h définie sur ]0; +oo[ par h(z) = 2(1-%) (désolé pour la faute sur h!).

1. Soit & > 0. Par définition, h(z) = e(1=%) @)

1 -1
Donc i/ (z) = (Zz In(z) + (1 — 1) 1) e(1=3) @) n(x)%e(l_%)ln(”) = (f(x)—(x—!—l))e(l_%)ln(x).
2. A l'aide de la question précédente, le signe de h'(x) est celui de f(x) — (x + 1). A 1’aide de la question I1.4,
h est donc décroissante sur 0; 1] et croissante sur [1; 4+o00[

3. Onah(z) >z <= (I=5) @) > 5 (1-Yn@) >h@) < (1-1-1)hE) >0 <=
—%hl(l‘) >0 < In(z) <0 < z<1.
Cp,. est donc au dessus de D : y = z sur ]0; 1] et en dessous sur [1; 4o00].

9@ EXERCICE 3 :

l1—a a
a 1—a

) € My(R).

Pour tout a € R, on appelle M, la matrice M, = (
1. Déterminer M et M%.

2. (a) Pour tout a € R, exprimer M, comme combinaison linéaire des matrices I5 et J = (} }) .
(b) Calculer J2.
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(¢) En déduire que, pour tous a,b € R, M, My = My ip—2qb-
3. On suppose que a # % Déterminer un nombre b € R, exprimé en fonction de a, tel que M, M, = I5.
4. Déterminer I'unique nombre o € R* tel que M2 = M,
5. Onpose P=M,et Q =1, — P.

(a) Montrer que pour tout a € R, il existe 8 € R tel que M, = P + SQ et exprimer 3 en fonction de a.

(b) Calculer P2, QP, PQ et Q2.

(c) Soit a € R.

i. Calculer M?2 et M3.

ii. Conjecturer alors une expression de M en fonction de P, Q, 5 et n pour tout n € N* et la démontrer
par récurrence.

(d) Expliciter la matrice M pour tous a € R et n € N*.

1. Par définition,

1 1
(10 (g 5 ) (12 172
MO_(O 1) S Sl I e _(1/2 1/2)
2 2 2
. 1-a a 1—-2a 0 a a 10 11
2. (a) SmtaER.Ma—( u l—a)_( 0 1—2a>+<a a)—(1—2a)<0 1)-1-(1(1 1).Il

vient que

‘ M, = (1 —2a)I + aJ pour tout a € R. ‘

(c) Soient a,b € R. On pose A = a + b — 2ab.
On a que MM, = ((1—2a)l>+aJ) ((1—2b)Iy+bJ) = (1—2a)(1 —2b)I>+b(1—2a)J + (1 —2b)aJ +
abJ? = (1 —2a)(1 — 2b)I> + (b(1 — 2a) + a(1 — 2b) + 2ab)J car J? = 2.J.
Or(1-2a)(1-2b) =1—-2a—2b+4ab=1—-2(a+b—2ab) =1—2Aet b(1 —2a)+a(l —2b) +2ab=
b—2ab+a—2ab+ 2ab=a+b— 2ab = A.
Donc on obtient que

(b) Le calcul donne que

‘ MMy, =(1—-2A)1+ AJ = M4 = My1p_24p pour tous a,b € R ‘ d’aprés la question 2a.

3. Soit b € R tel que M, M, = I. On sait, d’apres la question 2c, que MM, = Mgip—2qb-
Or, puisque 'on a My 4p—2q0 = (1 — 2(a + b — 2ab))I3 + (a + b — 2ab)J, alors on en déduit que M, M,

ILeatb—2ab=0s0b0(1-2a)=—-asb= 0= 5"7.

Donc,

MMy = I & b= 5,5 pour tout a € R\ {3}.

4. Supposons qu’il existe o € R* tel que M2 = M,,. On a alors M2 = My X My = My o242 = Mog_o42 =
M, d’aprés la question 2c.
Or, Moq_942 = My & 20— 202 = a < 202 —a = 0 < 2a — 1 = 0 en divisant par o supposé non nul. Il
vient alors que Mo, 042 = M, & a = % L’unique valeur de o € R* telle que M2 = M,, est

=1
o= 3.

/2 —1/2

5. (a) Soita€R.OnaP=M) =gJetQ=1—35J= (—1/2 1/2

). Supposons qu’il existe 8 € R tel

que M, = P + 3Q.

B 1-a a (124 5/2 1/2—j/2 18 _ B
Ma_P+BQ<:>( a 1_a> = (1/2_5/2 1/2+ B/2 & 5 —5=a% 3=1-2a. Cette
valeur convient aprés vérification.

On a donc
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’pour tout a € R, M, = P+ (1 — 2a)Q.‘

D’aprés la question 4, E

Le caleul donne | QP = (I, — P)P = P— P> =P — P =0.|

—
=
[ ]

Similairement, \ PQ=P(,~P)=P—-P*=P—P=0. ‘

Le calcul donne| Q> = (I, = P> =13 =P~ P+ P =L, —P—P+P=1—P=Q.

(¢) i. Le calcul donne
o M2 =(P+Q)?=(P+pQ)P+pQ)=P*+ BPQ + BQP + 52Q* = P + 52Q d’aprés la
question précédente.
o M= M2 x M, = (P+ Q)P +5Q) = P>+ BPQ + QP + Q> = P+ 3°Q.

ii. Montrons par récurrence sur n € N* que M = P + 3"Q.

e Initialisation (n = 1) : P+ $'Q = P + 8Q = M,. Donc la propriété est vraie pour n = 1.

e Hérédité : soit n € N*. On suppose que M = P + "Q et on veut montrer que Mt =
P+ prtiQ.
Ona Myt = MixM, = (P+5"Q)x(P+Q) = P*+BPQ+"QP+5"TQ* = P+5"1Q.
Récurrence établie.

e Conclusion : ‘Vn e N*, M} = P+ 8"Q. ‘

1+ 1-p"
. 1/2 1/2) ( B2 —5”/2> 2 2
d) Soient @ € Ret n € N*. On a alors M) = + n n =
(d) (1/2 1/2 -g"/2  p/2 1-" 148"
2 2
Donc
1+(1—2a)" 1—(1—2a)"
2 2
M} = pour tous @ € R et n € N*.
1-(1-2a)"  1+(1—2a)"
2 2

% EXERCICE 4 :

1. Déterminer deux réels a et b tels que pour tout entier £ > 3 :

v e, b
K2—-2k k k-2

n
-8
2. En déduire, pour tout n > 3, kz;g 2 on

1. Soient a et b deux réels et k un entier supérieur a 3.

e, b a(k—2)+bk (a+bk—2a
E k-2 kk-2 k2-2k
Alors 8 b 8 (at+bk—2
— a — a+ —2a
roh kT h 2Tt weom o ST (etbk-2a

Or deux polyndmes sont égaux si et seulement si ils ont méme degré et mémes coefficients. On obtient alors

le systéme d’équation suivant :
a—i—b:O@ b:—a(:) a=4
—2a = —8 a=+4 b=—4

Ainsi, pour tout entier £ > 1,
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2. Soit m un entier supérieur ou égal a 3.

3

Elie

LR |
-4 13
k=3

On effectue un changement d’indice dans la seconde somme. On pose i = k — 2. Ainsisik = 3,7 =1, et si

n —8 n 4 4 e
e TP T ik

k=3

k=mn,i=mn—2. Ainsi

n n n—2
—4 1 1 4 4 4 4 4 4
;k2+2k kz::gk ;z nTho1 1 2 nTao

%f; PROBLEME :

Soient ag, a1, asas, ... des nombres réels. Le but de cet exercices est de montrer par deux méthodes différentes
la propriété, notée (x) dans cet exercice :

n—1 n
(%) : Vn e N, Z klar — agy1) = Zak — Na,.
k=0 k=1

Les trois parties suivantes sont indépendantes.

e Partie I : Démonstration par récurrence.

1. Montrer I’étape d’initialisation.

2. Recopier, en complétant les pointillés, les expressions suivantes :

n n—1
Zk(ak = ak+1) = Z k(ak = ak+1) + ...
k=0 kJ:r(l)

n
E ap = E A — ....
k=1 k=1

3. A Taide des égalités précédentes, démontrer ’étape d’hérédité. Conclure.
e Partie IT : Démonstration par télescopage.

n—1

1. A l’aide d’un télescopage, calculer pour tout n € N* Z kap, — (k + 1)ag41.

k=0
2. Vérifier que pour tout k € N, k(ar — ax41) = (kar — (k + 1)ags1) + a1
3. Démontrer la propriété (x).

e Partie III : Trois applications.

n—1

1. Appliquer I'égalité (x) avec ar = k2, et en déduire une expression de Z k(2k +1).
k=0
2. (a) A l’aide d’une propriété du logarithme, simplifier Z In(k).

k=1
(b) En appliquant I’égalité (x) a des valeurs de ay bien choisies, montrer que

= Eo\" n!
Vn € N¥, ;Zln ((k‘—i—l) > =In (n”)
k=1
3. (a) Rappeler 'expression de Z ek,

k=1
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n—1

(b) En appliquant (x) a des valeurs de ay, bien choisies, calculer , Z keF(1—e).

k=0
Partie I : Démonstration par récurrence.
n—1 0
1. On initialise pour n = 1. On a d’une part Z k(ax — ags1) = Z k(ar — ag+1) =0
k=0 k=0
n 1
et d’autre part Z ar — nNa, = Z ar —ai1 =a; —a; = 0.
k=1 k=1
‘ La propriété est donc vraie au rang n = 1. ‘
n n—1
2. Z klag — ags1) = Z k(ag — ags1) + nlan — ans1)
k=0 k=0
n n+1
Zak = Zak — Ap+1 |-
k=1 k=1
3. Hérédité
n—1 n
Soit n € N*. On suppose que Z klap — ags1) = Z ap — NGy,
k=0 k=1
n n+1
Montrons que Z k(ar — agy1) = Z ar — (n+1)ant1.
k=0 k=1
n n—1
D’apreés la question précédente on a Z klar — aky1) = Z k(ar — aky1) + n(an — ant1). En utilisant
I’hypothése de récurrence et la questi(;cn ([))récédente, on tI“OII;VE?

n n n+1 n+1
Z kElag—ag+1) = Z ak—nap+n(an —ape1) = Z A — Qpy1 — NGy +NAp —NAp 11 = Z ar—(n+1)an41
k=0 k=1 k=1 k=1
Ainsi ’hérédité est vérifiée.

Conclusion
n n+1
Pour tout n € N*, Z klar — ag1) = Z ar — (n+ 1)ap41
k=0 k=1
Partie IT : Démonstration par télescopage.
n—1 n—1 n—1
1. Pour tout n € N*, Z kap — (k+ Dags1 = Z kay — Z(k + Dagy1. On pose i = k + 1 dans la deuxiéme
k=0 k=0 k=0
somme, on obtient alors
n—1 n—1 n
Z kap — (k4 Dags1 = Z kay — Ziai = Oag — na, = —na,
k=0 k=0 i=1
n—1
Donc | pour tout n € N*, Z kap — (k+ 1)ags1 = —nay,
k=0

2. Soit k € N, (kak - (k‘ + 1)ak+1) + ap41 = kap, — kag41 — apy1 + g1 = kag, — kag4a =.

3. Soit n € N*. En utilisant les questions précédentes, on trouve

n—1 n—1 n—1 n—1
Z k(ak — ak+1) = Z(kak — (/ﬂ + 1)ak+1) + Qg1 = Z kay — (k + 1)ak+1 + Z Ak4+1
k=0 k=0 k=0 k=0
n—1 n
On pose i = k+1 dans la deuxiéme somme, et on utilise la question 1) : Z k(ar — ag1) = —na, + Z a; |-
k=0 i=1
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Partie III : Trois applications.
1. On pose a;, = k? dans (x). On obtient :

n—1 n

Zk(k:Q—(k;H)Q):Z —nxn @Zk — (K +2k+1)=> Kk —n
k=0 k=1 k=1
Z k(2K + 1 n( 1)(2n+1) 3
6
k=0
S 1)(2n+1 2 1)(2n+1 4n? —3n — 1
Z (2% + 1)) 3_n( +1)(2n+1) [Gn (n+1)2n+ )]_ n? —3n
6 6 6
k=
Ainsi| & S™ K2k 1 1)) = 200 = D= 5)
insi | < Z (2k+1)) = 3
k=0
(a) Soit n € N*.
Z =In (H k:) In(n!)
k=1 k=1
(b) Soit n € N*.
n—1
kz <<k+1>> Zkln —In(k + 1))
On pose a,, = In(n). En appliquant la formule (%), on obtient
n—1 nl
Z k(ln(k) — In(k + 1)) Zln —n x In(n) =In(n!) —In(n™) = In ()
nn
k=0

n—1 k
k n!
Ainsi * g 1 — = — ]|
insi | pour tout n € N ,k:O n((kJrl) > In (n")

. - k 1—e"
2. (a) Soitn € N.On a Ze e(l—e .

k=1

(b) On pose a,, = €". En appliquant la formule (x), on obtient

n—1 n—1 n
1_ n
kZ_Okek(l—e):kZ_ok ekt Zek—nxe e<1_68>—ne”
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