Correction du Devoir Surveillé n° 2
10/12/22

%f; Exercice 1 :

On s’intéresse a la suite (uy,)nen définie par la relation de récurrence uy,+1 = ev/u, — 1 + 1.

1. On étudie dans cette partie la fonction f: z — ey/z — 14+ 1. On admet que la limite de la fonction f en
400 est +o00.

(a) Donner le domaine de définition de f.
(b) Déterminer la dérivée de la fonction f et le signe de f’, puis tracer le tableau de variation.
c¢) Résoudre l'équation f(z) = .
(d) Montrer que f(z) >z < x € [1;1 + €2].
(e) Donner I’équation de la tangente & f en # = 1 + €2.
2. On considére uy = 1 + e2. Montrer par récurrence que la suite (un)nen est constante.
3. On cherche & déterminer une expression pour la suite (u,)nen lorsque ug > 1. On pose alors
vp, = In(u, — 1).
(a) Montrer par récurrence que Vn € N, u, > 1.
(

b) Justifier que la suite (v,)nen est bien définie.

2
d

)

)
(¢) Montrer que Vn € N, v,,11 =1+ 1Un .
(d) Exprimer v,, en fonction de n et de vy.
(e) En déduire u, en fonction de n et de wuyg.

Dans toute cette partie, on s’intéresse a la suite (uy,)nen définie par la relation de récurrence

Up+1 = €V Uy — 1+ 1.

1. On étudie dans cette partie la fonction f: 2z — ey/x — 1+ 1.
(a) Pour trouver le domaine de définition de f, on résout I'inéquation

r—1>20<«<=x>1

‘Le domaine de définition de f est donc D = [1;+o0]. ‘

(b) La fonction f est dérivable sur ]1; 400 en tant que composée et somme de fonction dérivable :

f'(x) =

(&

2Wr —1

Une racine carrée étant toujours positive, on a ’ Va €]1;+o00[, f'(x) > 0. ‘

On peut construire le tableau de variation suivant :

x 1 —+00
Signe
de /(1) "
“+00
Variation
de f
1
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(¢) On résout I’équation

evr—1+1==zx
e\/m:x—l

Az —1) = (z — 1)
r—e*=a2—-2z+1

=24z +1+e2=0

1reey

On calcule le discriminant de 1’équation d’ordre 2

A = (—2+e))?—4(1+¢€>)
= 4+44e%+e* —4— 42
et >0

Les solutions sont donc données par

(2462 _ Ve (2+e2) + Vet
o= 2
2 + 2¢?

2

2
5 —

1 = 14¢2

L’ensemble des solutions de I'équation f(x) = = est donc S = {1;1 + €2}. ‘

(d) D’une part on a

flz) >z eVr—1+1>zx

evr—1>z—1

x—1)>(x—1)>2 car x — 1 > 0 et la fonction carré est croissante sur R+
e2x — e 2x2—2x+1

22— (2+eHr+1+e2<0

Freey

D’aprés la question précédente, on peut construire le tableau de signe de 2 — (2 + e?)x + 1 + €2.

T —00 1 14 ¢e2 400
SigneAdu n 0 _ 0 +
Polynoéme

Ainsi,

f(x)2x<:)x€[l;1+e2]‘

e 1
(e) Ona f/(1+€?) = —————= = — et f(1+e?) = eV1+ €2 — 1+1 = 1+¢% On en déduit I'équation
2v1+e2—-1 2

de la tangente & la fonction f en z =1 + €2,

y:f’(l+62)(m—(1+62))+f(1+e2):%x—i— 1—262.

2. On considere ug = 1 + e2. On montre par récurrence que la suite (u,)n,en est constante.
o On cherche a montrer les propositions P, : {u,, = 1+ €2}.
« Initialisation : La propriété Py s’écrit ug = 1 + e2. Or d’aprés I’énoncé, ug = 1 + e2. La propriété
Py est donc vraie.
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o Hérédité : On suppose que P,, est vrai pour un certain rang n. (On a donc u,, = 1 + €?)

On utilise la définition de la suite, & savoir u,11 = f(u,). Or comme u, = 1+ €2, on a

Upy1 = f(1+e?) =1+¢?

(d’apres la question 1(d))

La proposition P41 est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (P,,) est héréditaire.

e Conclusion : Pour tout n € N, u,, = 1 + €2, en d’autres termes, ‘la suite (un)nen est constante

3. On cherche a déterminer une expression pour la suite (uy,)nen lorsque ug > 1. On pose alors

(a)

v, = In(u, — 1).

e On cherche & montrer les propositions P,, : {u,, > 1}.

e Initialisation : La propriété Py s’écrit ug > 1. Or d’apres I’énoncé, ug > 1. La propriété Py est

donc vraie.

o Hérédité : On suppose que P, est vrai pour un certain rang n. (On a donc w,, > 1)

On a alors

Uy >1 <=
p—
P—

p—

Up —1>0

Vi, —1>+/0 (Car la fonction racine est croissante)

evu, —1>0
evu, —14+1>1

Ainsi, up41 > 1, la proposition P, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition

(P,,) est héréditaire.

e Conclusion : | Pour tout n € N, u,, > 1 ‘

(b) On a montré précédemment que Vn € N, u,, > 1 <= u, — 1> 0. ’Ainsi vy, est bien définie.

(¢) On calcule pour tout n € N,

Un+1 ln(un—i-l - 1)

Il
—
=]
~
)

On en déduit la relation

Vn € N,

1
Upt1 = 1+ Sup |

(d) On pose la suite w,, = v, — 2 et ainsi pour tout n entier,

Wn+1 Un+1 — 2
1
= 14 -v,—2
+ 21}
1( +2)-1
= —(wy, —
2
1
= —w,.
2

1 n
La suite (w,,) est une suite géométrique de raison % On a alors Vn € N, w,, = wy (> . Enfin

1 n
Up = Wy <2> + 2 et comme wy = vg — 2,

2

Vn € N, vn:(vo—2)<

1

2

) +2
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(e) D’apres les questions précédentes, vo = In(ug — 1) et

v, =ln(u, —1) <= u,—1=¢"
— u,=¢€""+1

e u,—exp ((Uo—z) (;>n+2) 1

VneN, u,=exp <(ln(u0 —1)-2) <1)n + 2) +1.

On conclut que

2

% Exercice 2 :

On consideére les trois suites (un )nen+, (Vn)nen+ €t (wy)nen+ définies par :
"1 1 ol
i — — _
vn e N*, wu, = ,;:1 —\/E Up = E w2 et w, = 321 =

Etude de (uy)nen

1 2
v \/k+1+\/E22(m_\/E>'

2. En déduire que pour tout n € N*, u, > 2v/n+1— 2.

1. Montrer que pour tout k € N*

Etude de (v,)nen

3. Etudier la monotonie de (vy,)nen«-

£l
4. Dé t tout enti >2, v, <1 —_
émontrer que pour tout entier n > 2, v, < +kZ:2k2—k;
5. Déterminer de éels a et b tels que pour tout k > 2 1 a+ b
o rminer ux I a u ur u — = - =0
duep S5 Rk kK k-1
N |
6. Calculer, pour n Z 2, Z m

k=2
7. En déduire que (v, )nen+ est majorée par 2.

Etude de (w,)nen

8. Etudier la monotonie de la suite (wy,)nen=-

9. Montrer que pour tout n € N*, w,, < v,.

1 2
1. Soit £ > 1. Ona\/k+1Z\/Edonc\/kJrlJr\/EzQ\/E,etdonc—

Par ailleurs,

2VE+1—-VE)(VE+1+VEk) =2k +1—k) =2
donc

v 2 (VT )

EQ(W—JE).

1 2
> -
VE T VE+1+VE

2. D’apres la question précédente, en sommant terme a terme, on obtient

On a donc bien

LS (VETT VR
;\/EEI;Q( [ k)

x/EZ VE+1+VE
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Or apres télescopage, on trouve

iz(\/ﬁ—\/%):wme

k=1

3. Soit n € N. Un simple télescopage donne

n+1 n

1 1 1
Ut ==Y 15 =Y 5 = e 20
o FoEe D
‘La suite (v,,) est donc décroissante. ‘
1 1

4. Pour tout k > 2, on a k? > k? — k, donc = < e En passant & la somme et en ajoutant le terme en

k =1, on trouve

"1 1 _
DS g bus
k=2 k=2

"1
O
k2 k

5. Méthode vue plusieurs fois en classe. On trouve ’ a=—letb=1. ‘
6. Soit n > 2.
n n n—1 n
1 1 1 1 1 1
It 2 Mo S I [I
= k? —k Pt k-1 k i k n
7. Soit n € N*. En combinant les résultats précédents, on trouve
v <:1A+,j§: AA;LA,
"= k2 —k
k=2
ou encore .
v, <14+1—-<2
n
‘ Donc (vp,)nen+ est majorée par 2. ‘
8. Soit n € N*. Un télescopage donne
n+1 n
1 1 1
n — Wn = 7.3 73 — >0
=3 5= s = g 2

Donc la suite est croissante.

1
. Soit n € N*. Pour tout k > 1, k3 > k2, donc e

wy, < Uy

< k% En passant a la somme, on trouve

5{?; Exercice 3 :

1. Préliminaires
On définit une suite (Py)gen+ de polynémes par : Pi(X) = X
et pour tout entier k supérieur ou égal a 2,

Prs1(X) = XPy(X) — Py

(a) Déterminer les polynémes P et Pj.

1
(b) Soit z € R*. On pose y = x + —. Calculer Pi(y), Px(y) et Ps(y).
%

(¢) Montrer par récurrence double que, pour tout entier k > 0, Py est un polynome de degré k vérifiant

pour tout réel x non nul, 1’égalité

1
Pk(J?‘FE):l‘k—F

2. Un exemple particulier
On pose @ le polyndome défini par Q(X) = X® + X° —9X* +

(a) Vérifier que 0 n’est pas racine de Q.

Py(X) = X2-2.

1(X)

1

xk

2X3 —9X2 4+ X +1.

Lycée internationnal de Valbonne ECG 1

5/10



(b) Ecrire Qsous la forme Q(X) = az X3 + az(X% + X*) + a1 (X 4+ X°) + ag(1 + X°), en précisant les
valeurs des coefficients ag, a1, as, as).

1
(c) Montrer que, pour tout z € R*, ng;r) =2+ Ps(y) + P2(y) —9P1(y). (On rappelle que y = =+ p ).

(d) On pose Q(y) = 2 + P3(y) + Pa(y) — 9P1(y). Montrer que
Qly) = (y* —3y) + (y* —2) — 9y +2

(e) Résoudre Q(y) = 0.

(f) En déduire alors que résoudre Q(x) = 0 est équivalent a résoudre pour tout réel z non nul, :r+% =3
et x + % =4.

(g) Conclure sur les racines de Q.

1. Préliminaires

(a) Pour tout x € R, P3(z) = aPy(z) — Pi(z) = 2(2? —2) — 2 :.
Pi(x) = aPy(x) — Py(x) = o(a® — 3z) — (22 — 2) =|a* —4a® + 2],

1
(b) Soit x € R*. On pose y =z + —.
x

e Pi(y)=y=z+1|

1 1
« Ply) =yt 2=+ 5422507+ |
z? T 1 1 1
. Pz(y):y3*3y:$3+3?+39+5*3($+;):xME.

(c¢) Initialisation :
1 1
Si k=1, d’apres la question (b) P; est de degré 1 et Pi(y) = Pi(z+ —) = z + —. La proposition est
x x

donc vraie au rang k = 1.

1 1
Si k =2, d’aprés la question (b) P, est de degré 2 et Py(y) = P»(z + —) = #* + —;. La proposition
x x

est donc vraie au rang k = 2.
Hérédité :
Soit k € N*. On suppose que la proposition est vraie au rang k et k—1. C’est a dire que Py, est de degré

1 1 1 1
k, P(y) = Pp(z+ E) =zF+ ot et Pr_1 est de degré k—1, Py_1(y) = Pk_11(x+ E) =gkl 4 o

rk+1 :

1
Montrons que Py est de degré k + 1, Pry1(y) = Pry1(x + —) = 2FH1 +
T

i. Comme deg(Py) = k, le polynéme z — x P (z) est de degré k + 1, et comme deg(Px—1) =k — 1,
le polynéme x Py () — Px—1(z) est de degré k + 1. Donc P11 est de degré k + 1 .

ii. D’autre part,

1 1 1 1 Loy 1 ko1, L
Pk+1(93+5):(I+E)Pk($+;)*Pk—1(I+E):(IJFE)(“T +x7)7(x erk—l)
1 1 1 1
k41 k—1 k—1 _ k+1
i s A e p A v S

La propriété est donc vraie au rang k + 1

Conclusion :

1
Pour tout k € N*, | P, est de degré k, Py(y) = Py(z + =) = zF + 5
x x

2. Un exemple particulier

(a) On a Q(0) =1, donc | 0 n’est pas racine de Q. ‘
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2
(b) D’aprés ce que I'on vient de voir Q(x) = 2234 (1+2°%) 4+ (z42°) —9(x? +2?) = a3+z ap(zP4+257F).
k=0

1

Q(z) 3, 1 2 1
=24 (x —i—ﬁ)—&—(x +x—2)—9(x+;).Avecles

3

(c) En divisant par 23 la relation précédente :

notation utilisées dans la partie Préliminaires, on trouve directement | 22 = 2 4 Ps(y) + Px(y) — 9P1(y) |

x

(d) D’apres la question 1c), ‘Q(y) = —3y)+ (y*> —2) — 9y + 2. ‘

Q=01+ -12y=02y(P +y—-12) o y=0ouy’ +y—12

On calcule les racines du trindme. On trouve A = 49, y; = —4 et yo = 4. L’ensemble des solutions
est donc | {—4;0;3} |

(f) Résoudre Q(z) = 0 revient a résoudre

Q(z)

3

=0 ou encore Q(y) = 0. Ce qui veut dire que
1
e Soit x + — = 0, ce qui est impossible.
x
. 1
e soit x4+ — = 3.
x

1
e soit x + — = —4.
T

(g) On résout les équations précédentes

1 3 5 3—Vb
r+-=3c1>-31+1=0sz= +\f0uac= V5
x 2 2
1 —4 4+ /12
x+f:—4<:>m2+4x+1:0<:)x:7+2 =—24+V3ouz=-2—3
T

3+v5 3—5
2 2

L’ensemble des racines de @ est {

;—2—\/§;—2+\/§}.

O%f; Probléme :

On note M3 (R) 'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre trois et on considére les matrices suivantes de

M;3 (R) :

I—= A=

o O =
o = O
_ o O
— =
o O =
S O =

Questions préliminaires
1. Calculer A? et A3, puis vérifier : A3 = A2 + 2A.

2. Montrer par 'absurde que la matrice A n’est pas inversible.

Une premiere méthode de calcul de A"
3. Pour n entier naturel non nul, montrer qu’ il existe deux réels a,, et b, tels que A™ = a, A + b, A%
Indication : l'une des deux relations de récurrence est bny1 = apn + by, Uautre est a déterminer.
4. Montrer, pour tout entier n supérieur ou égal a 1 : apy2 = an41 + 2ap,.
5. En déduire a,, puis b, en fonction de n, pour tout entier n supérieur ou égal a 1.

6. Donner 'expression de A™ en fonction de A, A2 et n, pour tout entier n supérieur ou égal a 1.

Une deuxiéme méthode de calcul de A"

7. Factoriser X® — X2 — 2X et donner ses trois racines.

8. Pour tout n € N, justifier quil existe un polynéome Q(X) et un polynéome R(X) = aX? + bX + c tel
que :
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X" =Q(X) (X®-X?-2X) + R(X) (%)

9. En prenant X = A dans (*) et en se servant de la question préliminaire, calculer A™ en fonction de a,
b, Aet A2
10. En déduire qu’on a ¢ = 0 puis a — b = (—1)" et 4a + 2b = 2".

11. En déduire les valeurs de a et de b en fonction de n.

Une troisieme méthode de calcul de A"

-1 0 2
Onpose P=|1 -1 1
1 1 1

12. Montrer que P est inversible et déterminer son inverse.
13. Déterminer D telle que A = PDP~1.
14. Montrer que pour tout n € N*, A” = PD"P~1,

15. Pour une matrice B € M3(R), on note £(B) = {M € M3(R) | BM + M B = 0}. On cherche & détermi-
ner la forme des matrices de £(A).

(a) Soit (M, N) € £(B)?, A € R. Montrer que AM et M + N sont dans £(B).
(b) Soit M € M3(R). On pose N = P~1M P. Montrer que

Me&(A) < N e &(D)

(¢) En posant N = , trouver la forme des matrices de (D).

[SEINSI.
o o
SERSEN

(d) En déduire la forme des éléments de E(A).

Une application

Tn+l = Tn + Yn + 2n
On considere trois suites définies par g = 1, yg = zg = 0 et, pour tout n € N, ¢ yp11 = xp
Zn+l = Tn
In
De plus, on note Vn e N, U, = | y,
Zn

1. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, U,, = A"Uj.

2. A laide des résultats des parties précédentes, déterminer le terme général de la suite (z,)nen.

Questions préliminaires

1 1 1 1 1 1 3 1 1 3 1 1 1 1 1
1. Ona A2 = 1 0 0 1 0 0 = 1 1 1 et A3 = A%2A = 1 1 1 1 0 0 =
1 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0
5 3 3
3 1 1
3 1 1
3 1 1 1 1 1 5 3 3
enfin A2+24=[1 1 1 |+2]l 1 0 0 |]=]311|=A43
1 1 1 1 0 0 3 1 1

2. On raisonne par 'absurde. Supposons que A soit inversible. Alors il existe une matrice B carrée d’ordre
3 telle que AB = I. Donc
A3B = (A2 +2A)B = A = A+2I

ce qui est absurde d’apres les calculs précédent. Donc ‘ A n’est pas inversible.
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Une premiére méthode de calcul de A™

3.

On raisonne par récurrence. Pour n entier naturel non nul, on définit la propriété P(n) : « il existe deux
réels a, et b, tels que A™ = a, A + b, A% ».

Initialisation :

Pour n =1on a A = 1A+ 042 donc a; = 1 et by = 0 conviennent et P(1) est vraie.

Hérédité :

Soit n > 1 tel qu’il existe a,, et b, réels avec A" = a,, A + b, A>
alors A"l = A" A = (anA + bnAQ) A=a,A?+b,A% =a, A’ +b, (A2 + 2A) =20, A+ (a, +b,) A2
Donc les réels a,4+1 = 2b,, et b,+1 = a, + b, conviennent.

Conclusion :

: Pour tout entier non nul n, il existe des réels a,, et b, tels que A™ = a, A+ b, A% et on a a,, 1 = 2b, et
bn+1 =an t+ bn

4. On combine les deux relations précédentes. Soit n € N, a,42 = 20,41 = 2a, + 2b, = 20, + apy1.

6.

On a une suite récurrente linéaire double ( puisque a,y2 — ant1 — 2a, = 0 pour tout n € N*).

On résout 22 — z — 2 = 0 qui donne deux solutions x = —1 et z = 2.

On en déduit qu’il existe deux réels \ et u, tels que pour tout n € N* a,, = A(—1)"™ + pu2".

De plus, 1 = a1 = —A+2u et 0 = ag = A + 4pu. En additionnant membre a membre les deux égalité, on

trouve 1 = 6p d’ou pu = 5 puis, en reportant cette valeur dans la seconde égalité, on obtient A = —4u =
4 2
53
Donc, pour tout n € N* a,, = —2(—1)" + =27, Enfin, b,, = lanﬂ _1 (—2(—1)"'*‘1 + 12"“).
3 6 2 2 3 6

C’est du recopiage, en remplacant a,, et b, par ce qui précede

Une deuxiéme méthode de calcul de A"

.

10.

X3-X?2-2X=X (X2 - X - 2), le polynéme du second degré se factorise (A = 9,21 = —1, 29 = 2)
donc l'expression factorisée est X (X + 1)(X — 2). Les racines sont 0, —1 et 2.

Pour tout n € N, il existe un polynéme Q(X) et un polynéme R(X) = aX? + bX + c tel que :
X" =Q(X) (X - X?-2X) + R(X) (%)

par le principe de division euclidienne qui impose deg(R) < deg(X3 — X% — 2X).

Comme A3 — A% — 2A = 03, la matrice nulle, d’aprés la question préliminaire, on obtient A™ = Q(A)03 +
R(A) soit A™ = aA? + bA + c.

En se servant de la premiere question, on remplace successivement X par chacune des racines du diviseur.
X =0 dans (*) donne 0 = c.

X = —1dans (*) donne (=1)" = a(=1)2 +b(—1)+c=a—b.

X =2 dans (*) donne 2" = a x 22 + b x 2+ ¢ = 4a + 2b.

11. En multipliant la seconde équation par 2 et en l'ajoutant membre a membre & la derniére, on obtient :
2 _1 n 27l
6a = 2(—1)" + 2" d'ott a = %
—4(=1)" on
Puis, la seconde égalité donne b =a — (—1)" = %
Une troisieme méthode de calcul de A"
x a
12. Onpose X = |y |,et B= | b |. On résout PX = B. On trouve
z c
1 -2 2 2
Pl = slo -3 3
2 1 1
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-1 0 0
13. Un simple calcul donne | D=| 0 0 O
0 0 2

14. Raisonnement par récurrence classique.
15. (a) B(AM)+ (AMM)B = X(BM + MB) =0, donc| AM € £(B) |
B(M +N)+ (M + N)B=BM+MB+BN+NB=0+0=0,dond M+N c&(B)|

(b)
Me&(A) & MA+AM =0& MPDP™ '+ PDP™'M =0
& P 'MPDP '+ P 'PDP'M =0« P'MPDP 'P+DP 'MP =0
& ND+DN =0« |Nec&D)
X a u
(c) Soit N=|y b wv
z C w
—x 0 2u —r —a —Uu —2r —a u
ND+DN=|—-y 0 20|+ O 0 0O )=-y 0 2v
—z 0 2w 2z  2¢ 2w z 2c¢ 4w
Ainsi

Ne&ED)esr=a=y=v=c=z=w=0

Donc les matrices de £(D) sont de la forme N =

o O O
o ot O
o O O

(d) Les éléments de £(A) sont de la forme

B 00 0\, 2\, (0
M=pNP'=[1 -1 1]|o s 0ol={0 -3 3]==(0 = o]0 -3 3
1 1 1J\ooo/S\2 1 1/ %\o » o/\2 1 1

[0 0 0

—2{o 3 -3

6\o —3p 3

Une application

1. C’est du cours, ou presque...

2. En se servant des expressions explicites de A , A% et de Uy et de la linéarité, on trouve

1 3 an + 3b,
Uy, = an AUy + 0, A%Ug =ap (1| +b, | 1| = | an +b, | donc x,, = a, + 3b, pour tout n € N*. Il
1 1 a, + by,
suffit ensuite de remplacer a,, et b, par leurs expressions explicites, ce qui donnera, apres simplification :
(71)71 + 2n+1
Tn =g
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