Correction du Devoir Surveillé n° 4
04/03/23

gf; Exercice 1 :

Exercice 1

On considere la fonction f définie par
Vz e R, f(z)=2"—zln(z) — 1 et f(0)y=-1

ainsi que la fonction ¢ définie par

2
Ve e RY, o(x) = p + In(z).

z= |05 1[15] 2 [25] 3 [35] 4
flz)~ | 04]0]06]|16]| 3 |47]69]95

On donne un tableau de valeurs de f :

Justifier que la fonction f est continue sur R7 .
Montrer que f est continue en 0.

Dresser le tableau de variation de f/, puis celui de f. On précisera lirf f(z).
T—r—+00

Montrer que f réalise une bijection de RY sur un intervalle J que I'on précisera.

2 &y 8=

On souhaite étudier pour tout entier naturel k, les solutions de ’équation f(z) = k.

(a)

(b) Donner la valeur de xg.
) Utiliser le tableau de valeurs de f pour déterminer un encadrement de x; et x5.
)

lorsque k tend vers +o0.

7. (a) Etudier les variations de ¢ sur R.

(b) On donne ¢ (3) ~ 1,73 et ¢(2) = 1,69. Montrer que ¢ (B, 2}) C B;Q].

3 2
(c) En étudiant les variations de ¢’, montrer que Vx € [2; 2], | (z)] < g

8. On consideére la suite (u,,) définie par uy = g, et Vn € N, upi1 = o(up).
(a) Montrer que pour tout n € N, g <u, <2.
(b) On admet que pour tout n € N, |up41 — 21| < g\un = @B e
En déduire que pour tout n € N, |u,, — x1| < (3)”

(c) En déduire la limite de la suite (uy,).

(d) Comment choisir n pour que |u, — 21| < 107°?

Quel est le sens de variations de f~! ? Déterminer la limite de f~'(z) lorsque x tend vers l'infini.

(d) Montrer que p(z) = 2 < f(x) = 1. En déduire que z; est I'unique solution de z = ¢(x).

Montrer que pour tout k£ € N, I’équation admet une unique solution dans R? , que 'on notera xy.

Exprimer z;, & I'aide de f~!, puis justifer que la suite (zj) est croissante et déterminer sa limite

On considere la fonction f définie par :
{ Ve e R™, f(z)=2%—zn(z) -1
f(0)=-1

1. Les fonctions z — 22

f est C%sur R*+ ‘

, ¢ — In(x) et  — z sont toutes C? sur R, alors par somme et produit,
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2. Par croissances comparées, on a lim zlnz =0 donc lim f(z) = —1= f(0)
z—0t z—0t

donc ’ f est continue en 0. ‘

3. Comme f est de classe C2 sur R* 7 :

Ve e R™ f'(x) =22 — (Inz+1), f'(z)=2-—-=

1
Ainsi :sur R, f” s’annule et change de signe en z = 3

Dans un premier temps, on en déduit également le tableau de variations de f ' :

xr 0 1/2 +00
o - 0+

\ln(2) —

fl

fr(1/2) =1— (mi +1> =1In2

Dans un second temps, on en déduit également le tableau de variations de f :

T 0 400
Fall o+
/+oo
f -1
flz) = a? 1_1njx_i Inx =15 o(x) donc: lim f(x)=+4o0;
x x2)’ +oo " z5+oo ’
4. La fonction f est continue, strictement croissante sur R™*, & valeurs dans J=]—1, +oo[ donc d’apres le

théoreme de la bijection ‘ f réalise une bijection de R™ sur .J. ‘

5. ‘L’application réciproque f~! est alors continue et strictement croissante sur .J , & valeurs dans ]0; 4-o0] |,

X 1 —
et ;cgr-iI-loof (x) = +o0.

6. (a) Pour tout entier naturel k, k€ J et f réalise une bijection de R** sur J donc il existe un unique réel
xy (strictement)positif tel que :

f ) =k
(b) Par définition,xo est 'unique solution de f( ) =0 .0Or f(1)=0 donc .
(¢) Le tableau de valeurs permet de lire : f(1.5) = 0.6, f(2) = 1.6. Or 1 est 'unique solution de f( z) =1

et f continue,strictement croissante sur R™* donc : | 1.5 < z; < 2|,

et de méme f(2) = 1.6, f(2.5) = 3, x2 est I'unique solution de f( z) =2: ‘ donc: 2 <9 <25 ‘

(d) Vk € N,f (z) = k < zp=f "1 (k). Vk € N, k < k+ 1 et f~! strictement croissante sur J donc f~(
k)< fYk+1) < ap < zpq donc ‘ la suite (xj) est croissante. ‘

: —1 _ _ 1 : _
Jm f7 (@) = Foo,zp = f7(k) = lim_zp = +o0

7. On définit la suite (u,) par :

N w

ug =
VneN, w1 = (u,)
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8.

2 1 -2
(a) La fonction ¢ est de classe C? sur RY et Vo € RY*¢' (z) = —ato= :17—; L
Tableau de variation de ¢ :
z 0 2 +oo | g 24l
¢ (x) | | - 0 + , E-&-ln(J?):w,ml_i)r&xlnx:O
donc lim T) = +00
o(@) || +00 Ny g /0 lim ()

. . L 3 3
(o continue , strictement décroissante sur 5,2 donc ¢ 5,2 =

2o> 2 ameo([1] ) <[]

4 1 44—z
—+* " _ _
vz € R gp(x)fﬁ—ﬁf e
Tableau de variation de ¢’ :
3
x 0 3 2 4 400
¢'(z) | | + 0 -
2
6@ || _o » —2 /0SSN

donc : Vo € B,?} ¢’ ()] <

e (2)] or o (2) <

3. —243/2 2
(= = — = ——
7 (3) 9/4 9
3 2
donc : Vx € 5,2 ,—§§cp(m)§0

Ol N

2
() Ve>0z=9p(x)er="+hrss’=2+znr < f(r)=1.0r le réel z; est 'unique solution
x

(a)

de léquation f (x) =1, donc | x; est aussi 'unique solution de I’équation : z = ¢ () ‘

, . 3
Montrons par une récurence rapide que :Vn € N '3 <u, <2

Initialisation :

3
Uuo =5 donc la relation est vraie pour n =0

Hérédité :

3 3
Supposons qu’au rang n, 3 < u, <2 alors d’apres la question 8.b.§ < p(up) <2

3
& 3 < upt+1 < 2, ce qui prouve I’hérédité.

Conclusion :

3
VneN7§§un§2

2 n
Montrons par récurence sur Uentier n,|u, — z1| < (9> ,VYn € N Initialisation : Pour n = 0,

3
|U0—$1| = 5—961
n=~0
Hérédité :

n
Soit n € N. Supposons qu’au rang n, |u, — 1| < <9) .

2 2 n+1
Alors 9 |y, — 21| < (9) .

2

2

2 n+1
Or |ups1 — x| < g |y, — x1| done |upy1 — x| < (9)

La relation est donc héréditaire.
Conclusion :

2 n
|un _-1'1| < <9> ,Vn e N

3 2\°
or T € {2;2] = |ug —x1] < 0.5 < (9) , donc la relation est vraie au rang
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2 2\"
(¢) -1 < = <1ldonc lim (-] =0, par le théoréme de I'encadrement, lim |u, —z1| = 0 donc
9 r— 400 9 n—-+4oo

lim wu, = z;.
n—-+o0o

2 n
(d) T suffit de déterminer n tel que <9> <107°.

<§) <107° & nlin(2/9) < —51n(10) & n > m

In(10 2\"
Donc | pour n > Lln(?))n—(ln)(Q)J +1, (9) <1075 et en particulier |u, — z1| < 107°.

Lycée internationnal de Valbonne ECG 1 4/12



% Exercice 2 :

On considere deux urnes :
e une urne rouge, composée de deux balles rouges et deux balles bleues.
e une urne bleue, composée d’une balle rouge et de trois balles bleues.

Le but de ’exercice est d’étudier deux jeux de tirage dans ces urnes, avec ou sans remise. Pour n € N*, on
notera R,, I’événement "on tire une balle rouge au n-iéme tirage", et B, ’événement : "on tire une balle bleue
au n-ieme tirage". Le premier tirage s’effectue toujours dans I'urne rouge ;puis le tirage numéro n s’effectuera
dans I'urne de la couleur de la balle obtenue au tirage numéro n — 1. On suppose qu’il y a équiprobabilité du
choix des différentes balles.

Les parties A et B sont indépendantes entre elles.

Partie A

Dans cette partie, on effectue une succession de tirages avec remise, selon le protocole décrit au début de
lexercice. On notera égaelement, pour n € N*, v, = P(R,,) et b, = P(B,).

1
1. Soit n € N*. Justifier que P(R,) # 0 et que Pr, (Rp+1) = 3

1
2. Démontrer que pour tout n € N*, r,1 1 = Zrn + 1

3. En déduire le terme général de (ry,)nen+, puis celui de (by,)nens-
Partie B
Dans cette partie, on effectue trois tirages successifs sans remise selon le protocole décrit précédemment.

1
Justifier que Pg, (R2) = 3 Déterminer également Pp, (Rs).

Calculer P(Rs).
Calculer Pg,(Ry).
Que dire de I'événement Ry N Ro N R3 7

@ N & &

Pour n € [|0; 3|], on note A,, ’événement "obtenir n boules rouges au cours de ces trois tirages".
(a) Que vaut P(A3)? Justifier.
(b) Déterminer Pging,(Bs). En déduire P(Ay).
(c¢) Calculer P(A;), puis P(Az).
3

(d) Calculer Z kP(Ag).
k=0

1. Le tirage s’effectue avec remise, donc les deux urnes contiendront toujours au moins une balle rouge, donc
P(R) 0.
Si ’évenement R,, s’est réalisé, c’est donc que 'on a tiré une voule rouge au niéme tirage, et que le tirage
suivant se fait dans I'urne rouge, dans laquelle il y a deux bleues et deux rouges. Ainsi :

2 1
P, (Rpt1 = )

2
2. Soit n € N*. La famille (R,,, R,) est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles, donc
d’apres la formule des probabilités totales :

Tny1 = P(Rny1) = P(Ry) PR, (Rut1) + P(R,) Pr—(Rny1)
1

1
= 57‘11 + Z(l - Tn)

[r
1Ty

3. La suite (rp)nen+ est arithmético-géométrique. On résout I’équation caractéristique :

_ 1 +1<:)4 =r+1& _ 1
I—4LE 4 r =X l‘—3
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Pour tout n € N*, on pose u, =1, —

. S . 1 . 1 1
La suite (uy,) est géométrique de raison — et de terme initial uy = r; — 3=3
Donc pour tout entier naturel n > 1 :

11 "‘1+_1_ o, 2 L\
=6\ 30 nT T 376 \a

4. Les tirages se font maintenant sans remise. Si R; s’est réalisé, c’est donc qu’on a tiré une boule rouge dans
I'urne rouge, et que le deuxieme tirage se fera également dans I'urne rouge. Il y reste trois boules dont une

1
rouge, donc | Pg, (R2) = 3

1
De la méme fagon, on établit que | Pp, (R2) = 1

5. La famille (Ry, By) est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles, donc d’aprés la
formule des probabilités totales :

P(Rz) = P(R1)Pg, (R2

)+ P(B1)Pg, (R2)
1 1
4

6. Avec la formule de Bayes, on trouve

P(Ry)Pr,(R 24 |4
Pry(Ry) = D)D) _ g 2

24

7. L’évenement Ry N Ro N R3 est impossible car les tirages se font sans remise, en commencant dans I'urne
rouge, dans laquelle il n’y a que deux boules rouges. On ne pourra donc pas en tirer trois de suite.

| P(RyN Ry Ry) =0

8. (a) D’apres la question précédente, P(As) = 0.

(b) Silévenement By N By s’est réalisé, c’est que 'on a tiré une boule bleue dans 1'urne rouge au début,
puis une bleue dans I'urne bleue, et que le troisieme tirage se fait dans 'urne bleue dans laquelle il
reste une boule rouge et deux bleues. Ainsi

2

Pg,nB,(B3) = 3

On cherche a présent P(Ag) = P(B; N By N Bs). La formule des probabilités composées donne alors
P(Ag) = P(B1)Pp,(B2)Pp,n, (Bs) =

(¢) L’événement A; se réalise si on tire une rouge et deux bleues au cours des trois tirages. Cette boule
rouge peut apparaitre a n’importe lequel des tirages, ainsi

Ay = (RN BaN Bs) U (By N RyN Bs) U (By N By N R3)
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Les éveénements entre parentheéses sont deux a deux incompatibles, donc

P(A;) = P(RiNBxNBs)+ P(BiNRyN B3)+ P(By N BN R3)

et en utilisant & nouveau la formule des probabilités composées :

P(A1) = P(R1)Pg, (B2)Pr,nB,(B3) + P(B1)Pp, (R2) Pp,nr,
1 2 3 1 1 1 1 3

=X ZSX-4-x-= X =

2 3 4 2 4 3 2 4

=~

12

La famille (Ag, A1, A2) est un systéme complet d’événements, donc

P(Az) = 1 — P(Ag) — P(A)) =

3
5 8
P(Ay) = P(A 2P(A — 4+ —
S PG = PU) +2P(h) = 4 =

item

13
12

Bs) + P(B1)Pg, (B2) Pp,nB, (3)
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% Probléme :
Partie I : Etude de deux suites

1
-1 ¢ Up =ty —
n(n) et v, =u -

el

n
Pour tout entier naturel n non nul, on pose :  wu, = g
k=1

1
1. Soit f la fonction définie sur R™ par f(z) = o +1In(z) — In(z + 1).

Déterminer alclg%) f(x) et wgr_{loo f(z).

Etudier les variations de la fonction f sur RT* et dresser son tableau de variations.

)
)

(c) Démontrer que :  Vn € N*,  wuny1 —up, = f(n).
) En déduire la monotonie de la suite (uy)nen+-
)
)

1 1

Mountrer que : Vn € N* wv,11 —v,=——In (1 + )
n n

T

Montrer que pour tout réel x positif : In(l+z) <
En déduire que la suite (v, )nen+ est croissante.

(¢) Montrer que pour tout réel x positif,

2
:z:fln(lJr:z:)g%

(d) En déduire que la série de terme général (v,41 — vpn)n>0 €St convergente.
+o00o

On note v = Z(vn+1 — Up).
n=1
n—1
(e) Pour n > 2, simplifier la somme partielle : Z(ka — vg)-
k=1

En déduire que la suite (v,),>2 converge vers 7.

3. (a) Déterminer lim .
n—roo

(b) Montrer que Vn e N* v, <~v < u, puis que Vn € N*  |u, — 7| <

Partie II : Etude d’une série

1
Pour tout entier naturel n non nul, on pose a, = ———.
n(2n —1)
1
1. (a) Démontrer que Vn € N*,a, < —
n

(b) En déduire que la série de terme général a,, converge.

n 2n n
1 1 1
2. Justifi : v N* = == =
(a) Justifier que n € N¥, Z2k—1 Zk sz
k=1 k=1 k=1
(b) Déterminer deux réels « et 3 tels que : Vn e N*, a, =— b
n 2n-—1
n 2n 1
(c) En déduire que : Vn € N*, Zak =2 Z 5
k=1 k=n+1
2n 1
3. (a) Montrer que : Vn € N*, Z — = Ugp — Uy, + In(2)
k
k=n+1
ol (Up)nen+ est la suite définie dans la partie I.
+oo
(b) Calculer alors Zak.
k=1
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2n n
1 1 1
4. Mont : * - =— —_—.
(a) Montrer que : Vn € N*, E = E
k=n+1 k=114

(b) Retrouver alors le résultat de la question 3) b.

Partie I : Etude de suite

1. (a) La limite en 0 ne pose aucun probléme, c’est celle de In, on a donc

Clii% f(z) = —o0.

En 400, on a une forme indéterminée ; mais on met tout sous un méme logarithme :

1 x 1 1
= | = 1
/(@) $+1+n<x+l> x+1+n(1+i)

Comme lim = lim — =0,
z—+oo x4+ 1 T—+o00 T

X
1 = i 1 = 0.
i 1= e () =0

(b) Sur R%, f est dérivable comme somme et composée de fonctions usuelles dérivables. On a d’ailleurs

1 1 1 — 1)? — 1 1
RS W B S 1 ()t S SN
(z+1)2 2 x+1 z(z + 1)? xz(x+1)2
On en déduit le tableau de variations de f
T 0 +o0
f'(@) +
0
; /
—00
(¢) Par définition de la suite (u,)
n+1 1 1
Uptl — Up = ;E—lnn—l—l gE

1
= i —In(n+1) +In(n)

‘On a bien un 1 — up = f(n). ‘

(d) D’apres le tableau de variations de f, on voit que f(z) < 0 pour tout 2 > 0. En particulier, f(n) < 0
pour tout entier n € N*, donc u,41 — u, = f(n) <0 et

‘la suite (uy,,) est (strictement) décroissante.‘

2. (a) Soit n € N*,

= —— 1 -1 1
-+ — =+ In(n) ~ In(n + 1)

et donc

Lycée internationnal de Valbonne ECG 1 9/12



1 1
vn+1—vn:—1n<1+>.
n n

(b) On pose la fonction g(z) = In(1+z) —z. Cette fonction est dérivable en tant que somme de fonctions
dérivables sur R et

1 -z
VeeR,y, ¢(2) = ———-1=——-<0
z +5 9 (2) r+1 T 1
La fonction g est donc strictement décroissante et g(0) = 0 donc la fonction g est négative ou nulle.

En conséquent

‘VxZO, In(1+ z) §x.‘

En appliquant cette inégalité & = 1/n, on voit que v,+1 — v, > 0 ou encore que

‘la suite (v,,) est croissante. ‘

2
(¢) On pose la fonction h(z) =In(1+z) — = — % La fonction h est dérivable sur [0; +oo] et

1 l4z—1—2— 22 —x2
_ —r= = <0
1+ 1+ 1+

h(z)=1

La fonction h est donc strictement décroissante et h(0) = 0. La fonction h est donc strictement
négative. On en conclut que

.T2

VeeRy, z—In(l+2) < CR

1
(d) En remplagant dans la derniére inégalité x par —, on a directement
n

Vn € N,v,q11 — v, < o2

La série de terme général 1/ 2n? est convergente comme multiple d’une série de Riemann convergente.
Par comparaison pour les séries & termes positifs,

‘ la série de terme générale v, 41 — v, est donc convergente.

On note alors 7 la valeur de sa somme

+oo

Y= (Ung1— ).

n=1
(e) Le calcul de la somme partielle de la série susnommeée fait apparaitre une somme télescopique ;

n—1

> Wk — k) = vy — 01

k=1

Orvi=wu; —1letu =1doncv; =0et

n—1
g (vk+1 - Uk) = Un.
k=1
Ainsi, (v,) est convergente et
n—1 +o0
lim v, = lim v fvzgv —UE) = .
. Un n%Jrook 1( k+1 k) : 1( k+1 k) Y

3. (a) Cette question n’étant pas vraiment formulée; on interprete ’énoncé comme une demande de justi-
fication de la convergence de (u,) et le calcul de sa limite. On voit que

Vp = Up — — <= Up = Up + —.
n n

Comme (v,) converge et que 1/n — 0, on en déduit que
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‘ (u,) converge et a la méme limite que (v,), c’est & dire ~.

(b) (v,) étant croissante et convergente vers =, (u,) étant décroissante et convergente vers v, on a bien

I'encadrement demandé

Vn e N*, v, <v < uy,.
| |

Ceci permet de voir que

1 1
O0<up—vy=v—7v+—-<—,
n_n
ce qui donne bien
1
un —7] < —.
n
Partie II : Etude d’une série
1. (a) On a pour tout entier naturel non nul n,
1 1
2n—1>n << < —
2n—1"n
1 1
S J—

Donc, on a bien

—

an, < —.
n2

1
(b) La série de terme général — est un multiple d’une série de Riemann convergente. Par comparaison
n?

de deux séries a termes positifs,

’ la série de terme général a,, converge. ‘

2. (a) Observons que

n

1 "~ 1 "1
Tc ;21%1 Tc

?rM—‘

"1
> o

k=1

n
k=1

et

-

k=1

P?'M—'

‘ on reconnait une décomposition des indices de sommation selon leur parité. ‘

(b) 1l suffit de mettre au méme dénominateur et de procéder par identification

1 o« g 1 _a(2n—1)+pn
n(2n—1)_ﬁ+2n—1 A ni2n—1)  n(@2n—1)
20+08 = 0
—a = 1
a = -1
= 15 = 2
-1 2

D n=— .
onc a n+2n—1

(c¢) On utilise les résultats des deux derniéres questions

n n 1 n 1
— - ‘apres 2b.
Zak Zk+ 5% 1 (d’apres 2b.)
k=1 k=1 k=1
n 2n n
1 1 1 1
— _Z% +2 i 22k> (d’apres 2a.)
k=1 k=1 k=1
2n n
1 1
Fg
k=1 k=1

On a bien
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3. (a) On revient & la définition de uy,

2n n
Uy — Up +1n(2) = %—hl 2n) Z% n) + In(2)
k=1 k=1
2n 1
= — —1n(2) —In(n) + In(n) + In(2)
k=n+1 k

c’est-a-dire

1
Ugp — Up + ln(2) = Z E

(b) D’apres 2c. et 3a., on a
+oo n
Yo = w3

li
LD o
k=n-+1
= 2x ngrfoo (u2n — up + 1n(2))

or, comme (u,) converge, usy, et u, ont méme limite et leur différence tend vers 0. Donc

—+oo
Z ar = 21n(2).
k=1

4. (a) On voit que

2n n
1 1
k=n-+1 k ; n+ k
(1t )

n

1 1 1 d
lim fE - :/ a = In(2),
noteon = 14 & 0o z+1

et on retrouve bien la valeur précédente

“+o0 2n
> ap=2 lim 1
k n—+oo k
k=1 k=n+1
1S 1

Ainsi, on retrouve le résultat de la question précédente, a savoir,

+oo
Z ar = 21n(2)
k=1
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