Devoir Surveillé n° 4

Le 04/03/23 Durée : 4 heures

¥

Conseils et consignes :

Lisez I’énoncé du devoir avec attention.
L’usage de la calculatrice ou de tout moyen de communication est interdit.

Soignez la rédaction et la présentation. Seuls les résultats soulignés ou encadrés seront consi-
dérés comme des résultats et donc corrigés.

Vous devez laisser de la place (une demi page) pour votre note et des commentaires en début
de copie.

Les exercices peuvent étre traités dans l'ordre de votre choix.

Ecrire lisiblement les numéros des questions traitées et numéroter les pages.

Exercice 1

On considere la fonction f définie par

Ve € RY, f(z) =2® —zln(z) — 1 et f(0)=-1

ainsi que la fonction ¢ définie par

On donne un tableau de valeurs de f :

IR I

2
Ve e R, ¢(x) = . + In(z).

T = 05 |1 |1,5] 2 |25 3 |35 4
flz)~=|-04]0]06|16| 3 |47[69]95

Justifier que la fonction f est continue sur RY.
Montrer que f est continue en 0.

Dresser le tableau de variation de f’, puis celui de f. On précisera liril f(z).
T—r+00

Montrer que f réalise une bijection de R* sur un intervalle J que 'on précisera.
Quel est le sens de variations de f~! ? Déterminer la limite de f~!(z) lorsque x tend vers l'infini.
On souhaite étudier pour tout entier naturel k, les solutions de I’équation f(x) = k.

(a) Montrer que pour tout k& € N, I"équation admet une unique solution dans R*, que 'on
notera .

(b) Donner la valeur de z.
(c) Utiliser le tableau de valeurs de f pour déterminer un encadrement de z; et xs.

(d) Exprimer z; & l'aide de f~!, puis justifer que la suite (zj) est croissante et déterminer sa
limite lorsque k& tend vers +oc.

(a) Etudier les variations de ¢ sur R*.

(b) On donne ¢ (g) ~ 1,73 et p(2) = 1,69. Montrer que ¢ <B, 2])

IN

(¢) En étudiant les variations de ¢’, montrer que Va € [%, 2], | (z
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(d) Montrer que p(z) =z < f(x) = 1. En déduire que x; est I'unique solution de z = ¢(x).

3
8. On consideére la suite (u,,) définie par uy = 2 et Vn € N, upt1 = ©(uy).
3
(a) Montrer que pour tout n € N, 5 <up <2.
2
(b) On admet que pour tout n € N, |uy1 — 21| < §|un — x1].

2 n
En déduire que pour tout n € N, |u,, — 1] < (9) .

(c) En déduire la limite de la suite (uy,).

(d) Comment choisir n pour que |u, — 21| < 10757

Exercice 2

On considére deux urnes :
e une urne rouge, composée de deux balles rouges et deux balles bleues.
e une urne bleue, composée d’une balle rouge et de trois balles bleues.

Le but de I’exercice est d’étudier deux jeux de tirage dans ces urnes, avec ou sans remise. Pour n € N*,
on notera R, I’événement "on tire une balle rouge au n-ieme tirage", et B, I’événement : "on tire une
balle bleue au n-ieme tirage". Le premier tirage s’effectue toujours dans 'urne rouge ;puis le tirage
numéro n s’effectuera dans 'urne de la couleur de la balle obtenue au tirage numéro n — 1. On suppose
qu’il y a équiprobabilité du choix des différentes balles.

Les parties A et B sont indépendantes entre elles.

Partie A

Dans cette partie, on effectue une succession de tirages avec remise, selon le protocole décrit au
début de l'exercice. On notera égaelement, pour n € N*, r,, = P(R,,) et b, = P(B,).

1

1. Soit n € N*. Justifier que P(R,,) # 0 et que Pg, (Rn+1) = 3
1 1
2. Démontrer que pour tout n € N*, r, 11 = Z’Fn + 1

3. En déduire le terme général de (7, )nen=, puis celui de (by,)nen+-

Partie B

Dans cette partie, on effectue trois tirages successifs sans remise selon le protocole décrit précé-

demment.

1
4. Justifier que Pg, (R2) = . Déterminer également Pp, (R2).

. Calculer P(Ry).

. Calculer Pg,(R1).

. Que dire de I’événement R N Ro N R3?

. Pour n € [|0; 3|], on note A,, I’événement "obtenir n boules rouges au cours de ces trois tirages".
(a) Que vaut P(As)? Justifier.
(b) Déterminer Pging,(B3). En déduire P(Ay).

(c) Calculer P(A;), puis P(As).
3
(d) Calculer » " kP(Ay).
k=0

w

o N o Ot
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Probléme

Partie I : Etude de deux suites

3

Pour tout entier naturel n non nul, on pose :  u, = —1In(n) et v, =u,—

k=1

1

-
1

1. Soit f la fonction définie sur R™ par f(z) = —— + In(z) — In(z + 1).

r+1
Dé i li li .
éterminer lim f(z) et m f(z)

Etudier les variations de la fonction f sur RT™* et dresser son tableau de variations.

En déduire la monotonie de la suite (uy)nen+-

n

)
)
(c) Démontrer que :  Vn € N*,  wupi1 —u, = f(n).
)
1 1
) Montrer que :  Vn € N* v, — v, = o In <1 + )
)

Montrer que pour tout réel x positif : In(1+2z) < x.
En déduire que la suite (v, )pen+ est croissante.

(c) Montrer que pour tout réel x positif,

2

rz—In(l+z) < %
(d) En déduire que la série de terme général (v,4+1 — vy )n>0 est convergente.
—+o00
On note v = Z(Unﬂ — Up).
n=1
n—1
(e) Pour n > 2, simplifier la somme partielle : Z(vk+1 — V).
k=1

En déduire que la suite (v,)y>2 converge vers 7.

3. (a) Déterminer lim wu,,.
n—oo

S|

(b) Montrer que Vn € N* v, <v<u, puis que Vn € N*  |u, —~| <

Partie II : Etude d’une série
1

Pour tout entier naturel n non nul, on pose a, = ————.
n(2n —1)

1. (a) Démontrer que Vn € N* a,, <

n2
n
(b) En déduire que la série de terme général a,, converge.
n 1 2n 1 n 1
2. (a) Justifier que : Vn € N*, Z2k—1 :Z%_Zﬂ
k=1 k=1 k=1
(b) Déterminer deux réels a et S tels que : Vn e N a,= @ + 5 p T
n n—
n 2n 1
En dédui : Vn € N* =2 —.
(¢) En déduire que n € N*, Z ay Z ?
k=1 k=n+1
2n 1
3. (a) Montrer que : Vn € N*, Z 7 = U2n — Un + In(2)
k=n+1

ol (up)nen+ est la suite définie dans la partie I.
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“+oo
(b) Calculer alors Zak.
k=1

2n 1 1 n 1
4. (a) Montrer que : Vn € N*¥, Z E:ﬁzik‘
k=n+1 k=11+ —

n
(b) Retrouver alors le résultat de la question 3) b.
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