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DS n°6 - EPREUVE N°1

Concepteur : Ecricome - EML

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d’aucun document : [’utilisation de toute calculatrice et de tout
matériel électronique est interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de l’épreuve un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu il
sera_amené a prendre.

Exercice n°l1

On note M3 (R) ’ensemble des matrices carrées réelles d’ordre trois et on consideére les matrices
suivantes de M3 (R) :

1 00

I=1010

001

On note C7, Cy et C3 les trois colonnes de A.
On note P le polynéme de R3[X| défini par

1 11
A=(1 0 0
1 00

P(X)=X?—-X?-2X
1. Calculer A2 et A3, puis vérifier que P(A) = 0.
2. Montrer que la famille (A, A?) est libre dans M3 (R).

3. Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 1, il existe un couple unique (a,, b,)
de nombres réels tel que : A" = a,A + b, A?, et exprimer a,, et b,,; en fonction de a,
et by,.

4. (a) Montrer, pour tout entier n supérieur ou égal a 1 :
Api2 = Qpy1 + 2ay,

(b) En déduire a,, et b, en fonction de n, pour tout entier n supérieur ou égal a 1.

(c) Donner I'expression de A™ en fonction de A, A% et n, pour tout entier n supérieur
ou égal a 1.

5. La famille (Cy, Cy, C3) est-elle libre? Donner le rang de (C4, Cy, Cs).
6. La matrice A est-elle inversible?
7. On note B\ = {X € M3,1(R)| AX = X}

(a) Montrer que le polynéme P admet trois racines Ay < Ay < A3.

(b) Pour chacune de ces racines, montrer que E), est un espace vectoriel et en donner
une base.

8. Déterminer I'ensemble des matrices M de Mj (R) telles que :

AM +MA =0
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Exercice n°2

Soit n un entier naturel non nul.

On effectue une série illimité de tirages d’une boule avec remise dans une urne contenant n
boules numérotées de 1 a n. Pour tout entier naturel k£ non nul, on note X, la variable aléatoire
égale au numéro de la boule obtenue au k-ieme tirage.

Pour tout entier naturel £ non nul, on note S la somme des numéros des boules obtenues lors

des k premiers tirages :
k

i=1

On considere enfin la variable aléatoire T, égale au nombre de tirages nécessaires pour que
n I

pour la premiere fois, la somme des numéros des boules obtenues soit supérieure ou égale a n.

Exemple : avec n = 10, si les numéros obtenus aux cinq premiers tirages sont dans cet ordre
2,4, 1,5,9, alors on obtient : Sl = 2, SQ = 67 53 = 7, S4 = 12, S5 =2let T10 =4.
Partie A

1. Pour k£ € N*, déterminer la loi de X} ainsi que son espérance.

2. (a) Déterminer T, (£2).
(b) Calculer P(T,, =1).

(¢) Montrer que : P(T,, =n) = ()n_l.

3. Dans cette question, n = 2. Déterminer la loi de T5.

16
4. Dans cette question, n = 3. Donner la loi de 75. Vérifier que E(T3) = 9

Partie B
5. Déterminer Si(€2) pour tout k € N*.

6. Soit k € [1,n — 1].

(a) Exprimer Sii; en fonction de Sy et de Xjy.

(b) En utilisation un systéme complet d’événements lié a la variable aléatoire Sy, dé-
montrer alors que :

1 1—1
Vi € [[k+1,n]], P(Sk+1 :Z) = *ZP(Sk :j)
j=k
7. (a) Pour k € N* et j € N*, rappeler la formule du triangle de Pascal liant les nombres :
i1\ (i=1) (I
k—1) k k)
(b) En déduire que pour tout k& € N* et pour tout entier naturel i > k + 1:

)

S()-(%)

2/ 4



ECG1 12/06,/2023

(c) Pour tout entier k£ € [1,n], on note Hy, la proposition :

1 (i—1
Vi € [k,n], P(Sx =1) = —
el Pisi ==, 7))
Démontrer par récurrence que pour tout entier k € [1,n], Hy est vraie.

8. (a) Soit k € [1,n — 1]. Comparer les événements: [T, > k] et [S), < n —1].

1
(b) En déduire que: Vk € [0,n], P(T, > k) = T(nzl)-
n

n—1 1 n—1
9. Démontrer que E(T,,) = Y P(T, > k), puis que E(T},) = <1 + ) .
k=0 n

10. Calculer lim E(T,).

n—-4o0o

Partie C

Dans cette partie, on fait varier 'entier n et on étudie la convergence en loi de la suite de
variable (7},),>1 obtenue.

kE—1
11. Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que: Vk € N*, P(Y =k) = X
+o00
(a) Vérifier par le calcul que Y P(Y =k) = 1.
k=1

(b) Montrer que Y admet une espérance et calculer cette espérance.

12. Pour tout entier naturel £ non nul, démontrer que :

lim P(T, > k)= kl'

n—-+o0o

13. Démontrer alors que (7},),>1 converge en loi vers la variable aléatoire Y.

Exercice n°3

On consideére la fonction ¢ définie sur | — oo, 1] par :

r+(1—z)In(l—2) siz<l
VmE]—oo,l], ()O(LU) =
1 siz=1

Partie A : Etude d’une fonction

1. Montrer que la fonction ¢ est continue sur | — oo, 1].

2. (a) Justifier que ¢ est de classe C! sur | — oo, 1[ et montrer que pour tout x € | — oo, 1],
¢'(z) = —In(1 — ).
(b) En déduire les variations de ¢ sur | — oo, 1.

(c) La fonction ¢ est-elle dérivable en 1 7
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3. Calculer la limite de ¢ en —oo0.
4. Etudier la convexité de ¢ sur | — oo; 1[.

5. Donner I'équation de la tangente en 0 puis tracer ’allure de la courbe représentative de
© en soignant le tracé aux voisinages de 0 et 1.

6. ) Soit a €]0;1]. A Taide d’une intégration par parties, calculer lintégrale I, =

/tln

l1-a 1
(b) En déduire : F, = / x)x et montrer que hm F, = 7

Partie B : Etude de deux séries

Soit x un réel appartenant a [0, 1].

7. (a) Vérifier, pour tout n de N* et tout ¢ de [0, z] : T Stb =

n x  n
(b) En déduire, pour tout n de N* : —In(1 —z) — > % = / dt.
0

LI 1
dt < .
o 1—1t n+1)(1—ux)

8. Montrer, pour tout n de N* : 0 <

n

dt lorsque 'entier n tend vers +oo.

z ¢
En déduire la limite de / 7
0

n 400 .1
9. Montrer alors que la série Z r converge et que l'on a : Z oo In(1l — x).
n>1 1 n—1
, . , 1 a b
10. (a) Déterminer deux réels a et b tels que : Vn € N*, —— = — + :
n(n+1) n n+1
1 too  ntl
b) En déduire que la série ——  converge et que 'on a : — = p(x).
(b) d ;n(n—kl) sectd nz::ln(n—i-l) #(x)
11. Montrer que la série » ! converge et que l’'on a encore Jio ! (1)
: ntrer qu ri ———— conver u n a encore : — = )
! as1n(n+1) e —nn+1) 7
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