Correction du Devoir Maison n° 2

04/10/22
9@ EXERCICE 1 :
) 1)!
1. Montrer que pour tout n € N, ((:_:_1))' >(n+1)"

n—1

2. En déduire par récurrence que : Vn € N*, H 2k +1)! > (n))".
k=0

1. Soitn € N,

@+ Tk Y

RSV

Or pour tout k € [|n + 2;2n + 1|], K > n + 1, donc on obtient
2n+1 2n+1

(2n + 1 H k> H n41) = (n 4 1)20H- D+
k=n+42 k=n-+2
ou encore
(2n +1)!
(n+1)! — = (1)
2. Initialisation :

Pour n =1, on a d’un coté

n—1 0

[Ter+nr=J]@k+)I=@2x0+1)=1=1

k=0 k=0

n—1
et de l'autre (0!)° = 19 = 1. Ainsi H (2k +1)! > (01)Y] et I'initialisation est vérifice.
k=0
Hérédité :
n—1 n
Soit n € N*. On suppose que H(Qk + 1)! > (n!)™. Montrons que H(Qk + 1) > ((n 4 1)H" T+,
k=0 k=0
n n—1
Par définition, on a H(2k + 1! = H(2k: + 1)! x (2n 4+ 1)!. En utilisant I’hypothése de récurrence, on
k=0 k=0

obtient :

n

[[@k+1)! > )" (2n+1)!
k=0
Or d’aprés la question précédente,
Cn+1)!>n+1)"x (n+1)!

donc en combinant ces deux inégalités, on obtient

n

[J@k+1)! = @)™ x (n+1)" x (n+1)!

k=0

> ((n+1)nh)" x (n+1)!
>((n+DH" x (n+1)!
> ((n+ 1)+t

L’hérédité est vérifiée.

Conclusion : .

Pour tout n € N*, H(Qk + 1! > (D)™

k=0
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% EXERCICE 2 :

Soit n € N, 0 < k < n. On appelle coefficient binomial "k parmi n", et on note (Z) la quantité

&

1. Soit n € N. Donner les valeurs de (g)7 <T> et (n)
n

2. Soit n € N*, 1 < k < n. Montrer que

3. Soit n € N*, 1 < k < n. Montrer que

1. Soit n € N.
n\  nl n\ n! _n(n—1)! — ny  n!
0)  0l(n)'— 1) Un-1)! (n—l)! n)  0l(n)!
2. Soitn e N*, 1 <k <n.

(Z: D - (n § 1) ~ k- 1)!(7(:1__113!@ T k!(T(Ln—_llz! k)]

B kEx(n—1)! (n—k) x (n—1)!
S kx(E=D(n—Fk)!  (n—k)xk(n—k—1)!
_(n=1DYk+n—-k) n(n-1)

kl(n —k)! Kkl (n—k)!
_ n! _(n
CE(n—k)!  \k
3. Soitn € N, 0 <k <n.Onad’un cété
kn ~ kxnl k xn! B xn!
k) klin—k)! k(k—Dln—-%k)! (k—1D(n—k)!

et de 'autre

n—1\ nx (n—1)! B xn!
”<k-1> T k-Dn—1-(k-1)  (k—Dln—k)

(o) =()

donc

O%f; EXERCICE 3 :

Soit n € N.

n
Rappeler la formule donnant pour z réel, Z z*.
k=0
n
2. En dérivant cette expression, calculer Z 2F k.
k=0
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3. Retrouver ce résultat en calculant de deux fagons différentes Z 2.
0<i<j<n

1. Soitn € N. On a
n+1 si z=1

k _ n+1
Zx =<q¢1—z .
P 5 & #1
1— gt
2. Soit n € N. On pose f la fonction définie sur R\ 1 par f(z) => ) _j2* =1+a+a?+...+2" = 1
-z
Cette fonction est dérivable sur | — oco; 1] et sur |1; +o00[, et pour tout « # 1, on a d’un coté
fl@)=1422+32* + ... +na" ! = Z kat1
k=0
et de l'autre
() —(n+1)2"(1-2)— (1 —2")(-1) —m+Da"+n+D2" Tt +1 -2 —(n+ 12" +nz"t +1
x) = = —
(1—x)? (1—)? (1—=x)?

d’ot1 I'égalité

(1-x)? N (1 =)

ikx’H _ it Dat(l—a) - (1—a")(=1) _a"(ne—n—1)+1

Cette égalité étant valable pour tout  # 1, en posant z = 2, on obtient

= o, 2"2n—-n—-1)+1 N
> k2l = T =(n—1)2"+1
k=0

et en multipliant tout par 2 on obtient finalement

D Mk = (n—1)2"" +2
k=0

3. En fixant d’abord les valeurs de ¢, on obtient

n—1 n n—1 n—i
S ov=y Y v-yor ()

0<i<j<n i=0 j=i+1 i=0

n—1 n—1
— Z 2i+1(2n—i _ 1) — Z 2n+1 _ 2i+1
=0 =0

n—1 n—1 n—1 n—1
_ Z2n+1 722”1 :2n+1217222i
=0 =0 =0 =0

oot g (L2
1-2

=2 (n —1) +2

)n2“+22“+1

En fixant d’abord les valeurs de j, on obtient

n j—1 n n
YRR 3 DL ST oty
0<i<j<n j=11i=0 j=1 j=0

On retrouve alors ’égalité

dvj=2""(n—1)+2
=0
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