Correction du Devoir Maison n° 3
08/11/22

@%f; Exercice 1 :

Le but de cet exercice est 1’étude de la fonction f définie par :
VeeR, f(x)=e"—e"

et la résolution d’une équation. On note C la courbe représentative de f.

1. (a) Donner le domaine de définition de f et étudier la parité de f. Que peut-on en déduire pour la
courbe C¢ 7

2. (a) Calculer f'(z) pour x réel.
(b) Construire le tableau de variation de f. (On admet ici que lim f(z) =+oco et lim f(z)=—c0
T—+00 T——00
)
(c¢) Calculr f(0) et déterminer le signe de f(x) selon les valeurs du réel x.
(d) Déterminer I’équation de la tangente a la courbe C + au point d’abscisse 0. On note cette droite 7.
3. (a)

(b) Construire sur un méme schéma Cy et T.

a) Calculer la dérivée seconde de f et donnez le signe de f”'(x).

4. Soit n € N, on consideére dans cette question a I’équation (E,) d’inconnue z : f(z) = n.

2

(a) Soit n € N. Montrer que I’équation z#—nx—1 = 0 admet deux solutions réelles que ’on déterminera

et dont on précisera les signes.

(b) A l'aide du changement de variable ¢t = e, déterminer la solution u,, de (E,,) pour n entier naturel.

1. (a) Les fonctions z — e* et * — e~ % sont définies sur R. ‘Ainsi, la fonction f est définie sur R. | Le

domaine de définition est symétrique. Soit € R, on calcule

J-z) = e ot
.
= (-
= —f@)

‘La fonction f est impaire. ‘ On peut en déduire que

‘La courbe Cy est symétrique par rapport a l’origine.

2. (a) La fonction f est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables. On calcule

’f’(sc) =e"+e "

(b) La fonction exponentielle étant toujours positive, la dérivée de f est strictement positive. On en
déduit le tableau de variation suivant

x —00 +00
Signe
de f'(x) *
+00
Variation
de f
-00
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(¢) On calcule
f(0) = " —e’=0

D’apres le tableau de variation et le résultat précédent,

‘f(x) >0z 6]0;—|—oo[‘

‘f(x) <0(=>xe]—;oo;0[‘

d) On a f/(0) = e +¢e® = 2 et f(0) = 0. Ainsi I’équation de la tangente & la courbe C; au point
( q g faup
d’abscisse 0 est

y = 2.
(e) On calcule la dérivée seconde de f :
‘Vx eER, f'(x)=e*—e*= f(x)‘
3. (a) On en déduit le signe de f” :

‘f”(x) >0<=z€|0;+o0fet f'(z) <0<z 6]7;00;0[‘

(b) On construit la courbe représentative de f et la tangente en 0

10

=10

2 _npx—1=0.

4. (a) Soit n € N. On calcule le discriminant de I’équation x
A=(—n)?—4x(-1)=n>+4>0
L’équation a donc deux solutions réelles données par

n—vn?+4 n+vn?+4
Jflzf et 332:#

On a évidemment x5 positif (somme de termes positifs). L’étude est moins clair pour 7. On a

n4+4>n? — n24+4>n
= 0>n—+vVn2+4
= 0>z

On a x; négatif et x5 positif. ‘

(b) On utilise le changement de variable ¢ = e*. On a alors

1
e —e " =n <<= e&——=n
e.’L‘
1
= t——-=n
t
= t’—1=nt
— t*—nt—1=0
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D’apres les résultats de la question précédente, on a t = x1 ou t = x5, c’est a dire, e* = x1 ou e” = xs.
Or, e® = x1 est impossible car x; est négatif.

2

L’équation n’a donc qu’une solution : § = {1n (

n+\/n2+4>}'

5{?; Exercice 2 :

du, — 2

On consideére la suite (u,),>N, définie par ug = 3, et pour tout n € N, u, 1 = T
> -

1. Montrer par récurrence que Vn € N, u,, > 2.

2. Montrer que la suite est décroissante.
Up — 2
Up — 1

3. Soit (vn)n>N, définie par v, =

(a) Montrer que la suite (vy,),>n est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme.

(b) Exprimer v,, puis u,, en fonction de n.

1. On raisonne par récurrence.
Initialisation :
Pour n = 0, on sait que ug = 3 > 2, donc la propriété est vraie au rang n = 0.

Hérédité :
Soit n € N. On suppose que u,, > 2. Montrons que w41 > 2.

On remarque que

du, =2 2(un +1) 2u"—4_2 2(up —2)

un+1 up,+1 u, +1 Uy +1

Comme par hypothese w,, > 2, 2(u,, —2) > 0 et u, +1 > 0, donc wu,41 > 2. La propriété est alors vraie
au rang n + 1.

Un+1 =

Conclusion :
Pour tout n € N, u,, > 2. ‘

2. Soit n € N.

du, — 2 4un—2—ui—un —u%+3un—2
Un41 —Un = ————F —Up = =
Uy + 1 Uy +1 Uy + 1

On cherche les racines du trinéme —z2 +3x —2: A=9—-8=1.

31 341
=2 27T

xr1 =

Le trindme est négatif a 'extérieur des racines, et comme u,, > 2, —u2 + 3u,, —2 < 0 . Or on a également
Uy + 1> 0, donc up41 —upy < 0.

‘La suite (up)n>0 est décroissante.

3. (a) Soit m € N.

dup =2 2 4 2-2 2
o W1 =2  wg 1 D ST 2un—d 2w, -2 2
1 — — = —5 — = —_— - — —
T U — 1 dup =2 MmZowaol U3y, -3 3w, —1 3"
Up + 1
: , P . 2 e ug — 2 1
La suite (v, )n>0 est donc | géométrique de raison 3 et de terme initial vy = 1 = 5
> o —
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1/2\"
(b) On déduit de la question précédente que pour tout n € N : | v, = 3 (>

3
-2 -2
Up = Un @vn(unfl):un72<z>vnun7’vn:Un72<:>un(vn71):Un72<:>un: n
Up — 1 n — 1
On remplace v,, par son expression :
_%(g)n_2_%_2_%_2n71_2x3n_2n71_3n R 1 3n
Un = (2721 mI_y Zmien T Tognel_gn Cogn-l_gn ge-l_gn  © gnl_3n
371/
Ainsi | pour tout n € Ny u,, =1 — T _3n
5{?; Exercice 3 :
7T 2 1
On considere les matrices N = |3 6 1| et M = %N. On pose A= N —4I3et B=N — 1213.
9 6 7
1. Vérifier que AB = BA = 0. En déduire que NA = 124 et NB = 4B.
2. On considere les suites (@, )n>0 et (b )n>0 définies par ag = é, bo = —é et, pour tout n € N, a,+1 = 12a,

et bn-‘,—l = 4bn

(a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a N* = a, A + b, B.
(b) De quel type sont les suites (ay) et (by,)? Donner leur terme général en fonction de n € N.

(¢) Montrer que M™ = & (g)n A-3% (%)HB pour tout n € N.

3. Un particulier a acheté une poule. La poule pond chaque semaine entre 0 et 3 ceufs. Si une semaine
donnée, la poule ne pond pas d’ceuf, son propriétaire décide de la vendre & la fin de la semaine (elle ne
lui donnera donc plus d’ceufs les semaines suivantes). On note, pour tout entier naturel n non nul :

ieme

e u, la probabilité que la poule ne soit pas vendue la n semaine et ponde 1 ceuf;

e d, la probabilité que la poule ne soit pas vendue la n*¢™¢ semaine et ponde 2 ceufs;

e t, la probabilité que la poule ne soit pas vendue la n**™¢ semaine et ponde 3 ceufs.

On suppose que la premiere semaine, la poule pond un ceuf puis, que pour tout entier naturel n non

nul, on a
dnJrl — @un o T)dn N %tn
tn+1 = 35Un + Edn + %tn
Un,
On note X,, = | d,, | pour tout n € N*.
tn

(a) Justifier que, pour tout n € N*, X,, 11 = M X,,.
(b) Montrer que, pour tout n € N*, X,, = M"~1X;.
(¢) En déduire les termes généraux des trois suites (u, ), (d,) et (t,) en fonction de n > 1.
(d)
)

d) Que représente le nombre 1 — (u,, + d,, + t,,) pour tout n € N*?

(e) Vérifier que, pour tout entier n > 1, u, + 2d,, + 3t, = 3 (%)nfl -1 (%)nfl.

n
(f) On définit la suite (S,)n>1 par S, = Z (ug + 2dg, + 3tx) pour tout n € N*. Donner le terme
k=1
général de (S,,) en fonction de n € N* et I'interpréter dans le contexte de I’énoncé.

1. On vérifie aisément par le calcul que ‘ AB = BA = 0. |On en déduit alors que (N —4I35)(N —12I3) =0 =
N2 — 16N + 4813, donc N2 = 16N — 4813.

Donc NA = N(N —41I3) = N2 —4N = 16N — 4813 —4N = 12N — 4813 = 12(N —4I3). donc | NA = 12A.
De plus, NB = N(N — 12I3) = N? — 12N = 16N — 483 — 12N = 4N — 4813 = 4(N — 12I3). donc
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2.

(a)

(d)

()

1 1 1 1
o Initialisati =0):<-A—-B=-—
nitialisation (n = 0) 3 g g 3
au rang 0.
o Hérédité :
a)’rH—lA + bn-‘rlB-

On a que N**! = N x N* = N(a,A+ b,B) = a,NA +b,NB = a, x 12A + b, x 4B

1
8

12a, A + 46, B = ap41A + by 1 B. Récurrence établie.

e Conclusion : ‘pour tout n € N, N* = a, A+ b,B. ‘

Par définition, ‘les suites (a,) et (b,) sont géométriques ‘ et

1 1
pour tout n € N, a,, = 3 x 12™ et b, = ~3 X 4™,

1 1\" 1 /1 1
Par définition, M = %N donc, pour tout n € N, M™ = (20> XN™ = 200 <8 x 12" x A — 3 X 4™ x B) =
1 127 1 4m
- A— = B
8 20n T8 g
1 3\" 1 1\"
D M"™ == - A— = - B.
onc, | pour tout n € N, 3 X <5> X 3 X <5> X

Tup, + 2d, +t, 1
Soit n € N*. Ona NX,, = | 3u, + 6d, +t, |. Donc on a bien que | M X,, = %NX,,L = Xnt1-

9u,, + 6d, + Tt,

soit n € N. On suppose que N® = a,A + b, B, et on veut montrer que N"**1

3
A—ZI3— =N+ 513 = I3 = NO. L’égalité est donc vraie

o Initialisation (n = 1) : M'71X; = M°X; = I3 x X; = X;. Donc 'égalité est vraie au rang 1.

o Hérédité : soit n € N*. On suppose que X,, = M 1X; et on veut montrer que Xpp1=M"X;.
Onaque X,,;1 =MX, =M x M™=1X; = M™X;. Récurrence établie.

« Conclusion : ‘pour tout n € N*, X,, = M™1X;.

3 2 1 -5 2 1
Notons d’abord que A= (3 2 1|etB=|3 -6 1
9 6 3 9 6 -5

3 /3\"! L5 (1 oo 3\t 2 1\t
8\5 8\5 8\5 8\5

a3 (3YTT 3 (LY 2\ 6
8\5 8\5 8\5 8\5

9 § n—1 9 1 n—1 § § n—1 9 1 n—1
8\5 8\5 8\5 8\5

1
Comme X; = [ 0 |, on obtient donc que pour tout n € N*, X, =
0

0
0
=10
=10
0

8

, soit

3

5

5

8

1

3 n—1
tout n € N*, u,, = =
pour tout n U 8( ) + (5

n—1
) 7dn =

3

8

3

5

)

3

1

5

(

n—1
) e

]

9/3

5

-

9

8

(

1

5

B

Pour tout n € N*, le nombre 1 — (u,, +d,, +1,) représente la probabilité que la poule ne ponde aucun

semaine.

3,6,
8 8

ceuf (et donc soit vendue) la n'me

27

Soit n > 1. Alors u,,+2d,,+3t,, = ( 3

(

28
8

1

n—1
5) . Donc en simplifiant, on obtient que

3

)

5

5

o

27
8

)

1

5

)

nfliﬁ
8

3

5

En
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n—1 n—1
1
pour tout n € N*, u,, + 2d,, + 3t,, = g (2) _7 <> )

2\5
k—1 k—1 n 1 n
o () 2 6 6 - ()
(0 Sottm €N S =5 2umiin g 2amiZe =5 X T Ty X T 1
5 5

:g 1-— 3 _3 1-— 1 . Donc on obtient que
4 5 8 5

our tout n € N*, § —§—4j § n_~_375 1 !
p »On = g 15 s \5) -

Le nombre S, représente‘ le nombre moyen d’ceufs que peut espérer le particulier au bout de n semaines

pour tout n € N*.
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