Correction du Devoir Maison n° 4
29/11/22

O%f; Exercice 1 :

Pour tout m € R, on considere le systéme suivant :
r+y+mz = m
(Sm) { mx+y+mz = 1
mr+my+z = m
1. Montrer que (S,,) est de Cramer si et seulement si m est différent de —1 et 1.
2. Résoudre, pour tout m € R, le systéme (S,,).

1 4 4
3. Sans aucun calcul, justifier que la matrice A= [4 1 4 | est inversible (on ne demande pas la matrice
4 4 1

inverse).

1. On applique la méthode du pivot de Gauss avec les opérations suivantes : Ly <— Ly — mL; et Ly <
L3 — mLy. On obtient :

r+y+mz = m
(Sm) = 1-m)y+(m-m?)z = 1-m?
(1-m?)z = m-—m?

On obtient ainsi un systéme triangulaire. Ce systéme est de Cramer si et seulement si ses coefficients
diagonaux sont non nuls, c’est-a-dire si et seulement si: 1 —m # 0 et 1 — m? # 0 ce qui est équivalent &
m#1et —1.

‘ Conclusion : le systéme (Sy,) est de Cramer si et seulement si m est différent de 1 et de —1.

2. Distinguons trois cas :

e Sim=1,ona:

r+y+z =1
(51) <= 0 =0
0 =0

Ainsi (z,y, z) est solution de (S7) si et seulement © = 1 —y — z. Dans ce cas, 'ensemble des solutions

du systéme est ‘ {1—y—2zy,2)/(y,2) € R?}- ‘

e Sim=—-1,ona:
r+y—z = —1
(S-1) = 2y—2z = 0
0 = -2

Dans ce cas, ‘ le systeme n’admet pas de solution. ‘

e Soit m € R\ {—1,1} Nous connaissons déja un systéme triangulaire a tétes de lignes non nulles
équivalent a (Sy,). Sachant que m est différent de —1 et 1, on a :

m — m? m(l —m) m
z = = =
1-m2 (1-m)1+m) 14m

puis en utilisant la deuxieme ligne :
1-—m)y=1-—m?—(m—-m?z=(1-m)(1+m)—m(l—m)z

en divisant par 1 —m (qui est différent de 0), on a :

2

Y +m—mz +m T+m
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Finalement, en utilisant la premiere ligne, on a :

m2
x:—y—mz—i—m:—(l—i—m— )

ce qui donne :

9 . m2 m
Dans ce cas, I’ensemble des solutions est -L,14+m-—, —— .
1+m 14+m

3. La matrice A est la matrice associée au systéme (S4) qui est un systéme de Cramer. Ainsi la matrice A
est inversible.

‘ Conclusion : La matrice A est inversible. ‘

O%?; Exercice 2 :

2
2uz

Soit (un)n>0 la suite définie par uy € R* et pour tout n > 0 par u, 1 = T o0
> ™

1. Montrer que pour tout n > 0, u,, existe et u, > 0.

2. Etudier la monotonie de (Un)n>o0-

2u,
3. Montrer que pour tout n > 0, U431 < ?" (pas besoin de démonstration par récurrence).

2 n
4. En déduire que pour tout n > 0, u, < (5> ug.

5. Soit € > 0. Déterminer, en fonction de ug, un rang N € N tel que |u,| < € pour tout n > N.

1. Montrons par récurrence que pour tout n > 0, u,, existe et u,, > 0.
Soit P(n) : « u, existe et u, > 0 » pour tout n > 0.
Initialisation : d’apres 'énoncé, ug existe et u,, € R% donc ug > 0. Ainsi P(0) est vraie.
Hérédité : on suppose que la propriété est vraie a un rang n > 0 quelconque, c’est-a-dire :
u, existe et u, >0
Montrons qu’elle est vraie au rang n + 1, c’est-a-dire :
Un+1 €xiste et up41 >0

D’apres ’hypothese de récurrence, u,, existe et u, > 0. Ainsi 14+5u,, > 0 et en particulier 1+5u,, # 0. Ainsi

2
2u;,

1+ 5u,
Ainsi, P(n + 1) est vraie.

existe et donc wu,41 existe. Par quotient de termes strictement positifs (car u, > 0), w11 > 0.

Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire. Par principe de récurrence, elle est vraie
pour tout n > 0. Ainsi : ‘pour tout n > 0, u,, existe et u,, > 0- ‘

2. Soitn>0.0On a:

2u?
1+ 5u,
2u? — uy, (1 4 buy,)
1+ duy,
2u? — u, — 5u?
1+ Su,
—3uZ — u,
1+ 5u,

Up4+1 — Up = Unp
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Or u, > 0 donc le numérateur est strictement négatif et le dénominateur est strictement positif. Par
quotient, on a donc uy41 — uy < 0.

Conclusion : (un)nZO est strictement décroissante.

3. Soit n > 0. Raisonnons par équivalences :

2y, 2u? 2y,
<— & ——— < —
tnt1 =g 1+5u, = 5
5(2u2) — 2un (1 + 5uy,) <0
5(1 4 buy,) -
10u2 — 2u,, — 10u?
= <0
5(1 4 5uy,) -
—2Up,
<— — <0
5(1 4 buy) —
Clairement cette derniére inégalité est vraie car u, > 0.
) 2uy,
Conclusion : pour tout n > 0, up41 < 5
n
4. Montrons par récurrence que pour tout n > 0, u,, < <5> Ug.
2 n
Soit P(n) : « u, < (5> ug » pour tout n > 0.
2 0 2 n
Initialisation : on a (5> ug = ug. Ainsi ug < (5> up et ainsi P(0) est vraie.

Hérédité : on suppose que la propriété est vraie a un rang n > 0 quelconque, c’est-a-dire :

9 n
Unp S <5> Uo

Montrons qu’elle est vraie au rang n + 1, c’est-a-dire :

92 n+1
Upt1 < <5> Ug

2\" 2 2\
D’apres I’hypothese de récurrence, u, < (5) ug. En multipliant par R ona: —u, < () ug. Or,

d’apres la question précédente, u,11 < Bu" Ainsi :

2 2 n+1
Un+1 S gun S (5) Uo
et la propriété est alors vraie au rang n + 1.

Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire. Par principe de récurrence, elle est vraie

2 n+1
pour tout n > 0. Ainsi : | pour tout n > 0, u, < (5> Ug

5. Soite >0etneN.Ona:
lun| <e+= —e <wu, <¢

Or, les termes de la suite étant strictement positifs, ainsi,

lun| <e <= u, <¢

2 n
Sachant que u, < (5) ug, si 'on détermine un rang N € N tel que pour tout n > N,

2 n <
- u I3
5 0 >
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alors on aura pour tout n > N,

Ona:

Uy < €

(g)nuogs — <§)ng5 (1o > 0)

€
<In () (stricte croissante de In sur R )
Uo

€

In{ —

L. . , . , N Uo
Ainsi si N est un entier supérieur ou égal a

2
In{ -
5
maniere suivante :
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