Correction du Devoir Maison n° 8

21/03/23
O%?; Exercice 1 :
On définit deux suites (u,) et (v,) par :
2unpv U v
u0:3,v0=5etVn€N,un+1:#etvnﬂzg
Uy, + U, 2
1. (a) Démontrer par récurrence que pour tout n € N, "u,, > 0 et v, > 0".
g (Un - un>2
b) Soit n € N. Montrer que v —u =
( ) q n+1 n+1 2(’Un ¥ Un)
(¢) En déduire que Vn € N, u,, < v,,.
(d) Montrer que (uy) est croissante et (v,) décroissante.
1
2. (a) Montrer que pour tout n € N, v,11 — Upt1 < i(vn — Up).

1
(b) Montrer alors par récurrence que Vn € N, 0 < v, — u,, < 27(1)0 — up).

(c) En déduire ngrilm(vn — Up).

w

. Déduire des questions précédentes que les suites (u,) et (vy,) convergent.

N

. Montrer que la suite (u,v,,) est constante. Donner sa valeur.

5. En déduire les limites des suites (u,) et (vy,).

1. (a) Initialisation :
Pour n =0, 0ona uy=3>0et vg =5 >0, donc la propriété est vraie au rang n = 0.

Hérédité :
Soit n € N. On suppose que u, > 0 et v, > 0.

On déduit de cette hypothese que 2u,v, > 0, u, + v, > 0, donc

2Upv Up + v
Upp1 = ——— > 0; Vpt1 = —— >0
Up, + Up 2

Conclusion :
‘Pourtout neN, u, >0et v, >0.‘

(b) Soit n € N.

Uy + Uy, Uy U2 4 2up v, + 02 — dupv, V2 — 2unv, +ud (Vn, — up)?

Unt1 = Unt1 = 2 - Uy + U o Q(Un + ’Un) - 2(un + Un) - 2(”” + U”)

(c) D’apres les deux questions précédentes , on sait que pour tout n € N

(vn — un)2

_ — >0
Un+1 Up+1 Q(Un n 'Un)

Ce qui signifie que pour tout n € N*| u,, < v,. Reste a voir le cas n = 0. Or pour n = 0, on a
ug = 3 < vg = 5, donc ug < vg.

Donc pour tout n € N, u,, < v,,.
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(d) Soit n € N.

2 2
Uy U, UpUp — UZ — UpUp  —Up + UpUp  Up (U — Up)
un—i—l_un:i_un: = =
Up, + Up Up, + Up Up, + Up Up, + Uy

D’apres la question précédente v, — u,, > 0 et comme (u,) et (vy,) sont positives, up+1 — U, > 0,

donc ‘ (up) est croissante.

un"_vn Up — Un

’UnJrl_vn:T_vn— D)

D’apres la question précédente, on a donc v,41 — v, < 0, et donc ‘ (vn,) est décroissante. ‘

(Un - un)z _ (Un - un) (Un - un)

2. (a) Soit n € N. D’apres la question 1b), vp11 — Upay =

2(Up +vp) 2 (v + up)
Uy — U
Comme u, > 0 et v, > Uy, on a 0 < v, — Uy < Vy + Uy, et done (71_’_7") < 1. Finalement on
Up T Un

trouve
(Un — Up,) (Vn — up) (Un - “n>
2 (n +up) — 2

Un41 — Up4+1 =

(b) On sait déja d’apres la question 1c¢) que pour tout n € N, v, — u, > 0. Reste & prouver l'autre
inégalité. On raisonne par récurrence.
Initialisation :

1
Pourn:O,vo—u0:5—3:2et%zl,doncvo—u0<—(vo—uo).

S50
Hérédité : )
Soit n € N. On suppose que v, — u, < %(vo — up).
5 N . s (Un - un) s B N ,
D’apres la question précédente, v, 11 — up4+1 < ———. En utilisant 'hypothése de récurrence, on
trouve alors
1 1 1
Un4l — Unt1 < D) X 27(1)0 —U) & Vpt1 — Unt1 < W(Uo — up)
Conclusion : | Pour tout n € N, on a bien v, — u, < Q—n(vo —up).

1 n
(€) o = (%)n, et comme —1 < % <1, lim () = 0. D’aprés le théoreme des gendarmes,
n—+oo \ 2

(vn, — uy) converge et ngr}rloo(vn —uy,) = 0.

3. On a montré que (u,) est croissante, (v, ) décroissante et liIE (Un, — uy) = 0, les suites (u,) et (v,) sont
n—-+oo

donc adjacentes.

Elles convergents donc vers la méme limite, que I’on notera £, qui est strictement positive ‘.(Théoréme de

comparaison en passant a la limite dans la question 1a)).

4. Soitne N
(un, + vp) " 2Un Uy,

Up4+1Un+1 = = UnUn
2 Uy + Un

‘ La suite (u,vy,,) est donc constante et pour tout n € N, w,v, = ugvg = 15. ‘

5. En passant & limite dans 1'égalité précédente, on trouve ¢2 = 15. On en déduit donc que ¢ = /15 ou
¢ = —+/15. Comme ¢ > 0, | les suites (u,) et (v,) convergent vers la méme limite ¢ = 1/15.

% Exercice 2 :

2 1 =2 1 -1 -1
Soit A la matrice définie par [ 0 3 0 |,eteB=|-3 3 =3
1 -1 5 -1 1 1

1. (a) Calculer A% —7A.
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(b) En déduire que A est inversible et donner son inverse.

(¢c) Onnote E3 = {X € M3:1(R)|AX = 3X}. Montrer que Ej3 est un sous-espace vectoriel de M3 1 (R)
engendré par deux vecteurs u; et us que I’on précisera.

(d) Onnote By = {X € M3;1(R)|AX =4X}. Montrer que Ejy est un sous-espace vectoriel de M3 1 (R)
engendré par un vecteur us.

(e) Montrer que (u1, us, us) est une base de M3 1(R).

1 1 -1
2. Soit P la matrice définie par | —1 1 0
-1 0 1

(a) Montrer que P et inversible et donner son inverse.
(b) Vérifier que Dy = P~1AP et Dy = P~'BP sont deux matrices diagonales.
3 3 1 1
3. On pose Xy = 01 , Xq = 02 et pour tout entier naturel n, X, o = 6AXn+1 + EBX"' Soit
(Y,)en la suite matricielle définie par : Vn € N, Y,, = P71X,,.
(a) Calculer Yj et Y7.

1 1
(b) Montrer que pour tout n € N, Y, 40 = =D1Y, 11 + = D2Y,,.

6 6
Qp,
(¢) Pour tout n € N, on note Y,, = | b, |. Déduire de la question précédente que
Cn
1 1
Unt2 = 50n+1 + 50n
1
bn+2 ::ibn+1
2 1
Cn+2 —’§Cn+14'§cn

(d) Pour tout entier n, calculer a,, b, et c,.

Qo
(e) En déduire I'expression de X,, en fonction de n. On notera X, | 8, |, et on vérifiera que
Tn

5 — (L oo 1\ 4
"\2 3\ 2 3
4. Associer chacune des trois représentations graphiques a chacune des suites (ap,)nen, (Bn)nen, €t (Yn)nen
en justifiant votre réponse.

2 X X
X X X X X >
1.5 -
14
0.5 4
0
-0.5 4
19 ]
@ @
] @
1.5 - B . 4
3 * P *» * * * * <4
2 T T T T T T T =
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1. (a) Le calcul donne

-12 0 0
A2—7A=| 0 —-12 0 | =-12I;
0 0 —12

(b) De la relation précédente, on peut déduire que

A(A71)12@A<7I_A>I

12
7TT—A
Ainsi A est inversible d’inverse A~ = 13
x
(¢) Soit X = | y |. On résout les équations
z
20 +y—2z = 3z
AX =3X = 3y = 3y
r—y+bz = 3z
= z—-y+2z = 0
y— 2z 1 -2
= X = Y =y|1l]+2z]| O
z 1
On en déduit que
1 -2
E3 =Vect 11,0
0 1
1 -2
Onnoteu;=[1)] etus=1 0
0 1
(d) On raisonne fagon analogue
2xr4+y—2z = 4z
AX =4X — Jy = 4y
r—y+dz = 4z
—2r—y+2z = 0 z = -
<~ <~
y = 0 y = 0
T 1
— X=|0|=z|0
—x -1
On en déduit que
1
Ey=Vect 0
-1
1
Onnoteus = | 0
-1
x a
2. (a) Soit X =y | et B=1]b]| .On résout I’équation PX = B
z c
L2<—L2+L1
xr +y fz:aL3<_L3+le+y -z = a
PX=B&<—z +y =0 & 2y —z = b+a
- 42z = ¢ Y = c+ta
r=a—y+z r=a—-b+c
Sz=2y—b-—a & y=a-+c
y=c+a z=a—b+2c
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Le systéme admet une unique solution, il est donc de Cramer. Ainsi P est inversible d’inverse

1 -1 1
Pl=11 0 1
1 -1 2
(b) Apres calcul, on trouve
3 00 3 00
D;=10 3 0 Dy=10 0 O
0 0 4 0 0 2
3. (a) Apres calcul, on obtient
2 1
Yo=P 'Xo=|[2], e¢ Vi=P'X;=|1
1 -1

(b) Soit n € N. On injecte la définition de Y,, mais on commence par observer que

P~ 'A=D,P!, et P 'B=DP L

Yn+2 = P_an+2
1, 1,
= —P "AX,11+ =P " BX,
6 6
1 1
= ngP_anH - EDQP_an
1 1
= 6D1Yn+1 + 6D2Yn7
ce qu’on voulait.
(¢) Comme
3 00 3 00
D=0 3 0], et D,=10 0 0],
0 0 4 0 2
la relation précédente donne immédiatement
1 1 Unis = % X 341 + ¢ X 3a,
Yoqo = 6D1Yn+1 + gDQYn <~ bn+2 = ? X 3bn+1 +0
Cny2 = X dep41 + % X 2¢y,
an4+2 = %an-&-l + %an
<~ bn+2 = gbn+1 )
Cp4+2 = §Cn+1 + %Cn

ce qu’on nous demandait.

(d) On reconnait deux suites & récurrence linéaire d’ordre 2 ((a,,) et (¢,,)) et pour (b,) une suite géomé-
trique de raison 1/2. On commence par celle-ci car c’est la plus immédiate & exprimer

e (s (- 0)

Pour les deux autres, on suit le protocole du cours, en commencant par introduire I’équation carac-
téristique. Pour (a,), celle ci est

11 1
¢ - 5q-5=0e>q=1 ou ¢=-g.

2
n 1 "
an =Ax1 +u(2>
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ou A et p sont & déterminer avec les conditions initiales. En injectant les valeurs pourn =0et n =1,

on trouve
4+2 1\"
ap==+=1—= .
3 3 2

Enfin, pour (¢,), ’équation caractéristique est

2 1 1
2
q 3(] 3 q ou gq 3

1 n
)

et on applique la méme méthode pour trouver A et u, pour obtenir

Ainsi,

(e) Par définition

Ou encore
11 -1\ [/ 5+3 —1%)"
X,=1-1 1 0 (%)”7
Lo/ \prs
n n—1 n
SRR ) - (b2 D))
B T 7 S Y
—5-5(2) +(=2+2(=3))
n n—1 n
B0 -5
= ()" —5-3(-3)
11 3
6 2

\
win

\
N[
SN—

3
+ w

—~
\
Wl
~—

3

Ainsi pour tout n € N

_ 11 2(_1\" 1\n=1 _ 3/ _1\n
an = § T3 (1—3)1 +4(§) , —1§n(—§)
oz B st
T = 5 —3(=3) +3(=3)
1 .
4. (a) Comme —1 < —5 < —3 < 3 < 1, les comportements asymptotiques de «a,, 3, et v, donnent
. . - . 11
Jm an = lm fy=—= oy =
et on a également oy = 3, By = 0 et 79 = —1. Ces informations permettent de déduire que la

représentation graphique de «,, est en haut avec des croix, celle de 3, est au mileu avec des croix
entourées d’un cercle, et celle de ~,,) est en bas avec des losanges.
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