CHAPITRE 3

GENERALITES SUR LES FONCTIONS

I. PROPRIETES REMARQUABLES D'UNE FONCTION

I.1 MONOTONIE D’UNE FONCTION

r—| Définition 1.1 N

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

e f est croissante sur [ si:

f est strictement croissante sur [ si :

f est décroissante sur [ si :

f est strictement décroissante sur / si :

¢ f{ est monotone si f est croissante ou décroissante sur /.

f est strictement monotone si [ est strictement croissante ou strictement décroissante sur I.

\ J

Autrement dit, une fonction croissante conserve 1’ordre et une fonction décroissante inverse I’ordre.

Exercice 1

Que peut-on dire de la monotonie des fonctions affines?

I. 2 MAJORATION, MINORATION

r—| Définition 1.2 N

Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble D de R. On dit que :

* f est majorée sur D si

Dans ce cas, on dit que M est un majorant de la fonction f.

e f est minorée sur D si

Dans ce cas, on dit que m est un minorant de la fonction f.

* f estbornée sur D si elle est majorée et minorée.

Cours de mathématiques ECG 1 1/8



Autrement dit, une fonction est majorée (resp. minorée) si elle est « toujours plus petite » (resp. « toujours plus
grande ») qu’'une valeur fixée.

Soit f la fonction définie pour tout z € R par f(z) = z? + 1. Alors 1 est un minorant de f car pour tout z € R,
flx)y=22+1>1.

r—| Exercice 2 <

On considere une fonction f dont la représentation graphique est donnée ci-dessous.

Yy En utilisant la représentation graphique, la fonction f
1t semble-t-elle
T o 1 =2 3 4 5 6 7= 1. majorée sur R? Si oui, déterminer tous les majo-

rants et le plus petit d’entre eux.

2. minorée sur R? sur [1,+o0[? Si oui, déterminer
tous les minorants.

3. bornée sur R? sur [1, +oo|?

Remarques :

R1 - Un majorant ou un minorant n’existe donc pas toujours. La fonction précédente n’a pas de minorant sur R.

R2 - Un majorant ou un minorant, lorsqu’il existe, n’est jamais unique. En effet, si M majore une fonction f, alors tout
réel plus grand que M majore aussi f. De méme si m minore la fonction f, alors tout réel plus petit que m minore
également f.

& Attention:

L’'existence ou non de majorant ou minorant dépend de l'intervalle sur lequel on étudie la fonction (cf.
question 2 de l'exercice précédent). Il est donc toujours important de préciser l'intervalle d’étude.

r—| Définition 1.3 N

Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble A de R, et 2o un point de A. On dit que:

* On dit que f admet un maximum en x, sur A si:
* On dit que f admet un minimum en xy sur A si:

* Ondit que f admet un extremum en z( sur 4 si f admet un maximum ou un minimum en z, sur A.

Exercice 3

Reprenons I'exercice précédent.
1. La fonction semble t-elle admettre un minimum sur [0, 3] ? [3, +o00[? Qu’en déduit-on ?

2. La fonction semble t-elle admettre un maximum sur [0, 3] ?

& Attention:

Un maximum (resp. un minimum) d’'une fonction (quand il existe) est un majorant (resp. un minorant). La
réciproque est fausse .
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I. 3 PARITE D’UNE FONCTION

Définition 1.4

Soit A un sous-ensemble de R. On dit que A est symétrique par rapport a zéro si pour tout z € A, —x € A.

Exemple :

| R, [-1,1] et R* sont des ensembles symétriques par rapport a zéro mais [2, +oo[ n’en est pas un.

ATt (e are )
r—' Définition 1.5 Définition 1.6 N
Une fonction f est paire si : Une fonction f est impaire si :
* Dy est symétrique p/ra 0. * D; est symétrique p/ra 0.
(] o

La courbe d'une fonction paire est symétrique parLa courbe d"une fonction impaire est symétrique par
rapport a I’axe des ordonnées. rapport a l’origine.

Remarque:

Les fonctions carré et valeur absolue sont paires. Les fonctions cube et inverse sont impaires. En effet :

Exemple :

La fonction f définie pour tout x € R par f(z) = z? + 1 est paire : R est symétrique par rapport a zéro et pour
toutz € R, f(—z) = (—2)* +1= (=122 + 1 =2>+1 = f(x).
Remarque :

Intérét pratique de cette propriété de parité :
Il suffit d’étudier cette fonction seulement sur la moitié du domaine de définition D N [0; 4+-o0[ car par symétrie on en déduit
I'étude sur D;N] — oo; 0].

Exemple :

1
e f(z)= o est une fonction paire.

La fonction f est définie sur R car pour tout réel z, 2% 4+ 1 # 0. Son domaine de définition est donc symé-
trique.

Soit z € R.

3/8
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La fonction f est donc paire.

r—2

& Attention:

1 .
® g(x) = —— n’est pas paire.

Il existe des fonctions qui ne sont ni paire, ni impaire.

II. RAPPELS SUR LES DERIVEES

La fonction g est définie pour tout z tel que z — 2 # 0, c’est a dire sur R \ {2}. Or ce domaine n’est pas
symétrique car —2 € D, mais 2 ¢ D,. La fonction g n’est ni paire, ni impaire.

Nous rappelons dans cette section les méthodes de calcul des dérivées usuelles. On étudiera en détail au deuxieme
semestre la notion de dérivée d"une fonction d’une maniere plus théorique. D’ici 13, il est important de savoir calculer

la dérivée d'une fonction et d’étudier les variations d’une fonction a I'aide du signe de cette dérivée.

II. 1 DERIVEES DES FONCTIONS USUELLES

Voici le tableau des dérivées usuelles. D est I'ensemble de définition de la fonction et Dy I’ensemble o1 la fonction

est dérivable.

Fonction f

Dy

f'(x)

Df/

r— k

(k € R)

II. 2 REGLES DE DERIVATION

On rappelle aussi les regles de dérivation d'une somme, d'un produit et d"un quotient de fonctions dérivables. Pour

les deux dernieres formules, on suppose que la fonction au dénominateur ne s’annule pas.
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Donner la dérivée de la fonction f définie pour tout z € R par f(z) = (z + 1)e*.

Proposition 2.1

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I a valeurs dans R alors la fonction e est dérivable sur I et

(eu)/ —

e La fonction f définie sur R par f(z) = e***! est dérivable sur R. De plus pour tout = € R, f'(z) =

e La fonction g définie sur R par g(x) = e~ * est dérivable sur R. De plus pour tout z € R, ¢'(z) =

e La fonction h définie sur R par h(z) =e * est dérivable sur R. De plus pour tout z € R, b/(z) =

Proposition 2.2

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle  a valeurs dans R alors la fonction In(u) est dérivable sur I et

In(u) =

La fonction définie par f(z) = In(z? 4 1) est dérivable sur R car pour tout z € R, 22 + 1 > 0. De plus, pour tout
reR:

@) =

,—‘ Proposition 2.3 N

Soit o un réel, alors f,, la fonction puissance « est dérivable sur R’} et pour tout x réel strictement positif, on a

fo(@) =

,—i Proposition 2.4 \

Soit o un réel, et v une fonction dérivable sur un intervalle I a valeurs dans R . u® est dérivable sur I et

(u) =
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La fonction f définie pour tout z > 0 par f(z) = 2%/2 est dérivable sur R’ et pour tout z > 0, f(z) =

Proposition 2.5

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I a valeurs dans R’ alors la fonction /u est dérivable sur [ et

(Vu)' =

Remarque:

On retrouve ce résultat ce résultat a I’aide de la proposition 2.4. En effet :

I1. 3 DERIVATION ET ETUDE DE VARIATIONS

,—‘ Proposition 2.6 N

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R. Alors :

e Sipour toutz € I, f’(z) = 0, alors f est constante sur I.

® Si pour tout z € I, f'(z) > 0 et ne s’annule qu’en un nombre fini de points alors f est strictement
croissante sur I.

* Si pour tout € I, f'(x) < 0 et ne s’annule qu’en un nombre fini de points alors f est strictement
décroissante sur /.

r—' Exercice 4 N

Etudier le sens de variation de la fonction f définie pour tout x € R par f(z) = (z + 1)e”.

Proposition 2.7 N

Sia > 0, alors la fonction puissance o est strictement croissante sur R* .

Si a < 0, alors la fonction puissance « est strictement décroissante sur R .

II. 4 DERIVEES ET TANGENTES.

Rappel :
Soit f une fonction définie sur D ;. On note C; sa courbe représentative. Soit a € Dy. La tangente a C; au point d’abs-
cisse a est une droite qui "touche" la courbe au plus pres au voisinage de ce point.

On reviendra plus tard sur cette notion pour la définir "plus proprement”. Pour le moment, il faut bien noter que
comme la tangente est droite, c’est la représentation graphique d’une fonction affine.
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Proposition 2.8

Soit f une fonction définie et dérivable sur un ensemble D. Soit a € D. Alors I'équation de la tangente au point
d’abscisse a est :

y:

Soit f la fonction exponentielle. Alors f est définie et dérivable sur R, et f/(x) = . L'équation de la tangente
au point d’abscisse 0 est :

y:

II. 5 OBTENTION D’INEGALITES

Une des applications des études de variations est I'obtention de certaines inégalités.

Exercice 5

Montrer que pour tout « € R, e” > 1 4 . Interpréter graphiquement ce résultat.

IT1I. COMPOSITION DE FONCTIONS

Définition 3.1

Soient E, F' et G trois ensembles. Soient f : E — F et g : F' — G deux fonctions. On appelle composée de f par
g, etonnote, g o f la fonction définie par

Vz € E, (9o f)(z) =

Schéma

Remarque :

On obtient ainsi une nouvelle fonction : gof:Er— G.

Soient f et g les fonctions définies sur R par f(z) = 2% + 1 et g(x) = x + 3. Alors Vz € R:
(9o f)(x) = g(f(x)) = g(z® + 1) = (2® + 1) + 3 =2® + 4.

(fog)(@) = flg(x)) = f(z +3) = (z +3)* +1 = 2” + 62 + 10.
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& Attention:

| On remarque sur 1’exemple précédent que fog # go f.

Remarque :

Soient les deux fonctions :
f+r R - R g: RY - R
et
r = —x z =z

L'ensemble d’arrivée de f est R, tandis que I'ensemble de départ de g est R. La fonction g o f n’est donc pas bien définie
ici. Quelle fonction f faut-il considérer?

Pour pouvoir composer deux fonctions, il faut que ’ensemble d’arrivée de la premiére fonction soit le méme (ou inclus
dans) que celui de départ de la deuxieme. Ici on veut donc que la fonction f prennent ses valeurs dans R. On va considérer
la fonction

f : R — R+

x — —T

Remarque :

| Pour déterminer 1’ensemble de définition de g o f il suffit de chercher les réels = € Dy tels que f(z) € D,.

r—| Exercice 6 N

Soient f et g les fonctions définies par f(z) = /7 et g(z) = 22 — 4. Donner les ensembles de définition de f et g
puis donner les ensembles de définition de g o f et de f o g ainsi que leurs expressions. Que remarque t-on?

\ J

ﬁ SAVOIR-FAIRE EXIGIBLES :

* Savoir les définitions d’ensemble-image, monotonies, majoration etc.
* Savoir étudier les variations d"une fonction : Domaine de définition, dérivée, monotonie, ensemble-image.
* Savoir étudier la parité d'une fonction.

* Savoir tracer I'allure d"une courbe apres étude de ses variations, propriétés.

Connaitre la définition d"une composition de fonctions et déterminer son ensemble de définition
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