ECG 1 Probabilités sur un univers fini

TD - Chapitre 11

Evénements

% EXERCICE 1

Soit n € N*. On lance n fois une piéce. Pour chaque i € [|1;n|], on note P; 1’événement :
« on obtient pile au iiéme tirage ». Exprimer en fonction des P;,i € [|1;n|] les événements
suivants :

1. A =« On obtient pile au 3éme lan- 4. D =« On obtient pile aux n lancers »

cer » ) )
5. E =« On obtient le premier face au

2. B = « On obtient face au 2éme lan- N
7éme lancer »

cer »
6. ' =« On obtient au moins un face
dans les n lancers »

3. C = « On obtient pile aux trois pre-
miers lancers et face au 4¢éme lancer »

% EXERCICE 2

Une épreuve aléatoire consister a tirer successivement deux cartes d’un jeu. Soit A I’événe-
ment "la premiere carte est rouge" et B ’événement ’la deuxieme carte est rouge". Ecrire
les événements suivants a 'aide de A et B.

1. R = "au moins 'une des cartes est 2. S = "Une seule carte est rouge".

rouge.

% EXERCICE 3

On lance n fois un dé. Pour tout & > 1, on pose Ay ’événement "le k-iéme lancer fourni
un 1". Exprimer les événements suivants a l'aide des Ag.

3. T =" les deux cartes sont rouges.

1. F2 : "le premier 1 a été obtenu au 3. E, : " le premier 1 a été obtenu au

deuxiéme lancer".

. E5 : " le premier 1 a été obtenu au
cinquiéme lancer".

n-iéme lancer".

. G4 : " le deuxiéme 1 a été obtenu au

quatriéme lancer.

Espace probabilisé

% EXERCICE 4

On considére une expérience aléatoire £ et {2 son univers des possibles. Soit E et
F deux événements. Montrer que P(En F) > P(E) + P(F) — 1

% EXERCICE 5

On considére une expérience aléatoire £ et €2 son univers des possibles. On note E, F' deux
évenements de cette expérience.

1. Montrer que P(E U F) < P(E) + P(F).

2. Soit G un événement. Montrer que P(E u F u G) < P(E) + P(F) + P(G).

3. Ecrire cette inégalité pour E, F et G et en déduire que si E, F et G sont équiprobables
de probabilité p et si P(En F n G) =0 alors p < %

Probabilités conditionnelles

% EXERCICE 6

On effectue des tirages sans remise dans une urne contenant 5 boules noires et 3 boules
blanches. Pour tout k € [|1;8]], on introduit les événements Ej "la premiére boule noire
est obtenue au kieéme tirage", et By "le kiéme tirage donne une boule blanche".

1. Décrire les évenements E1, F2, E3 et E4 & Paide des événements (B;).

2. En déduire les probabilités des événements E1, Fs, E5 et E4. Que valent P(E})) pour
k=57

% EXERCICE 7

Une entreprise fabrique un méme article dans 3 usines A, B et C qui produisent respec-
tivement 50%, 30% et 20% du total de la production. On sait d’autre part que 4% des
articles fabriqués par A sont défectueux, 3% des articles fabriqués par B sont défectueux
et 2% des articles fabriqués par C sont défectueux. Calculer la probabilité qu'un article
produit soit défectueux.

% EXERCICE 8

On extrait, une par une et avec remise, n boules d’une urne contenant une boule blanche
et une boule noire. On note B; I’événement "on tire une blanche au i-iéme tirage", et C
I’évéenement "au moins 'une des boules tirées est blanche". Exprimer C' en fonction des
(B) puis calculer P(C).
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% EXERCICE 9

On choisit au hasard une des 4 urnes ci-dessous et on en tire une boule au hasard.
— L’urne 1 contient 3 boules rouges, 2 blanches et 3 noires.
— L’urne 2 contient 4 boules rouges, 3 blanches et 1 noire.
— L’urne 3 contient 2 boules rouges, 1 blanche et 1 noire.

— L’urne 4 contient 1 boule rouge, 6 blanches et 2 noires.

1. Déterminer la probabilité que cette boule ne soit pas blanche.

2. La boule est blanche, quelle est la probabilité qu’elle vienne de I'urne 3?7

% EXERCICE 10

Chaque don de sang est soumis & un test du SIDA. On suppose que ce test a une
efficacité de 99% (probabilité que le test soit positif pour une personne atteinte du SIDA),
et une probabilité de fausse alarme de 5% (probabilité que le test soit positif pour une
personne non atteinte). Enfin, on suppose que la fréquence de séropositivité est 1/10000.

1. Quelle est la probabilité pour qu’une personne obtenant un test positif soit atteinte
du SIDA ?

2. Quelle est la probabilité pour qu’une personne obtenant un test négatif soit atteinte
du SIDA ?

% EXERCICE 11

On désigne par = un réel appartenant a l'intervalle [0; 80].

Une urne contient 100 petits cubes en bois dont 60 sont bleus et les autres rouges.

Parmi les cubes bleus, 40 % ont leurs faces marquées d’un cercle, 20 % ont leurs faces
marquées d’un losange et les autres ont leurs faces marquées d’une étoile.

Parmi les cubes rouges, 20 % ont leurs faces marquées d’un cercle, x % ont leurs faces
marquées d’'un losange et les autres ont leurs faces marquées d’une étoile.

On tire au hasard un cube de 'urne.
1. Démontrer que la probabilité que soit tiré un cube marqué d’un losange est égale a
0,12 + 0,004x.

2. Déterminer x pour que la probabilité de tirer un cube marqué d’un losange soit égale
a celle de tirer un cube marqué d’une étoile.

3. Déterminer x pour que les événements « tirer un cube bleu » et « tirer un cube
marqué d’un losange » soient indépendants.

4. On suppose dans cette question que = = 50. Calculer la probabilité que soit tiré un
cube bleu sachant qu’il est marqué d’un losange.

% EXERCICE 12

On dispose de 100 piéces de monnaie. Une piéce sur quatre est truquée et une piece truquée
indique pile avec une probabilité de —- On choisit au hasard une piéce parmi les 100 et on

obtient pile. Quelle est la probabilité qu’il s’agisse d’une piece truquée ?

% EXERCICE 13

On considére une particule se déposant a chaque seconde sur I'un des trois sommets A, B, C'
d’un triangle suivant le procédé suivant :
— Si la particule se trouve en B, elle y reste.
— Si la particule se trouve en A, elle se trouve a la seconde suivante sur I'un des trois
sommets de facon équiprobable.

— Si la particule se trouve en C, a la seconde suivante, elle y reste une fois sur trois et
a sept fois plus de chance d’aller en B qu’en A.

A la premiere seconde elle se pose au hasard sur I'un des trois sommets.

Pour tout n € N*, on note A, (respectivement B, et C,) I’événement : « & la n-iéme
seconde, la particule se trouve en A (respectivement B et C) »et on note an,bn,cn les
probabilités de A,,, By, Ch,.

1. Donner a1,b1,c1.
* . ,
2. Donner pour n € N™ | une relation de récurrence entre an+1,bn+1,Cn+1 €t @n,bn, cn.

3. Montrer que pour tout n € N*, ¢,, = (1/2)" — (1/6)™. En déduire a., et b, en fonction
de n.

4. Etudier la convergence des suites (an)n>1, (bn)n=1, (Cn)nz1.

% EXERCICE 14

Le fonctionnement d’un appareil au cours du temps vérifie les reégles suivantes : si ’appareil
fonctionne a la date n (n € N), la probabilité qu’il fonctionne a la date n + 1 est p = 0,8
et si Pappareil tombe en panne a la date n (n € N), la probabilité qu’il soit en panne a la
date n + 1 est ¢ = 0,4. On note p, la probabilité de I’événement M, : « 'appareil est en
état de marche a la date n ». On suppose que l'appareil est en état de marche a 'instant
0.

1. Donner pg et p;1.

2. Déterminer une relation de récurrence satisfaite par la suite (pn)n>0 et en déduire
I’expression de p,, en fonction de n.

3. Etudier la convergence (py)n>0. Interpréter ce résultat.

4. On note £ la limite de cette suite. Déterminer un entier ng tel que pour tout entier
n = no, |pn — 4 < 1073,
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