CHAPITRE 25

CONVEXITE

I. DERIVEES SUCCESSIVES

I. 1 DEFINITIONS

r—| Définition 1.1 <

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

e On dit que f est deux fois dérivable sur I lorsque f est dérivable sur I et f’ est dérivable sur I.
La fonction dérivée de f’, c’est-a-dire (f')’, est alors appelée la dérivée seconde de f et elle est notée f” ou

@,

* On dit que f est trois fois dérivable sur I lorsque f est deux fois dérivable sur I et f” est dérivable sur I.
La fonction dérivée de f”, c’est-a-dire (f”')’, est alors appelée la dérivée troisieéme de f et elle est notée f"
ou f®).

* On généralise ces notions par récurrence sur n € N avec n > 2 de la fagon suivante :
On dit que f est n fois dérivable sur I lorsque f est (n — 1) fois dérivable sur I et f (n=1) est dérivable sur
I. La fonction dérivée de f"~1), ’est-a-dire (f ("_1))’ , est alors appelée la dérivée n-eme de f et elle est
notée f (n),

Remarque :

La fonction f est n fois dérivable sur I si et seulement si f/, f”, ..., f™ existent sur I.

La fonction exponentielle est n fois dérivable pour tout n € N*.

Exercice 1

Montrer que la fonction inverse est n fois dérivable sur R, et sur R* pour tout n € N*. Déterminer la dérivée
ieme
n .

r—| Définition 1.2 <

Soient I un intervalle et f une fonction définie sur I.

® Soit n € N*. On dit que f est de classe C" sur [ lorsque f est n fois sur I et que sa dérivée
n-ieme (™ est I. On note C"(I) I’ensemble des fonctions de classe C" sur I.

* On dit que f est de classe C* sur [ lorsque pour tout n € N*, f est n fois dérivable sur 7. On note C*°(I)
I’ensemble des fonctions de classe C* sur 1.
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La fonction exponentielle est de classe C* sur R. Donc elle appartient a I'ensemble :

Remarques :

R1 - Les fonctions usuelles (exceptées la fonction valeur absolue, la fonction partie entiére et les fonctions racines) sont de
classe C™ sur les intervalles oul elles sont définies.

R2 - On dit qu'une fonction est de classe C° sur I si f est continue sur I.

Exercice 2

ix >
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = { ij ’ zi i < 8

Montrer que f est de classe C' sur R mais que f n’est pas de classe C* sur R.

I. 2 ESPACES C"(I) ET OPERATIONS

r—| Théoréme 1.3 N

Soient n € N* U {oo} et f et g deux fonctions de classe C" sur un intervalle I et A € R. Alors :

e Les fonctions f + g, A\f et fg sont de classe C" sur [I.

1
* Si g ne s’annule pas sur [ alors les fonctions — et f sont de classe C" sur I.
9 9

r—| Théoréme 1.4 )

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction définie sur un intervalle J. On suppose que :
.
.
.

Alors la fonction g o f est de classe C" sur I.

\. J

/"‘ Méthode :

On utilisera ces théoremes pour montrer qu'une fonction est de classe C" ou C*°.

N 7

Remarque :

| Si f et g sont de classe C" alors (f + g)(") =™ 4 g™ et (N f)(") = AfM.

Exercice 3

Montrer que la fonction x — z+/z est de classe C* sur 0, +o0|.
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II. FONCTIONS CONVEXES

II. 1 DEFINITION, GRAPHIQUE, INEGALITE DE CONVEXITE

r—| Définition 2.1 N

Soit I un intervalle et f une fonction définie sur I.

* On dit que f est convexe sur I si pour tout (a,b) € I* et tout ¢ € [0, 1] :

* Ondit que f est concave sur [ si — f est convexe sur / (autrement dit 'inégalité est dans I'autre sens).

b +

T

L -

z=ta+(1-1)b

Exemples 2.2:
> Les fonctions affines (x — ax + b) sont a la fois convexes et concaves sur R.
> Si f convexe sur [ etsi «a > 0 alors af convexe sur [.
> Si f convexe sur [ etsi o < 0 alors a.f concave sur I.
> La fonction carré est convexe sur R.

,—[Proposition 2.3 — Interprétation graphique} \

* Lorsque ¢ parcourt 'intervalle [0; 1], les réels ta + (1 — t)b parcourent le segment [a; b].

¢ Si f est convexe sur I alors sa courbe C; est « en dessous de ses cordes » (une corde est un segment reliant
deux points de la courbe).
* Alinverse, si f est concave sur I alors sa courbe C; est «au dessus de ses cordes ».

Plus précisément : si f est convexe sur I alors pour tout (a,b) € I? avec a < b et A(a, f(a)) et B(b, f(b)) deux
points de C¢, C est en dessous de [AB] sur 'intervalle [a, b].
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II. 2 LIEN ENTRE CONVEXITE ET DERIVEE

Théoréme 2.4

¢ Soit f une fonction dérivable sur l'intervalle I. Alors f convexe sur I si et seulement si f

e Soit f une fonction deux fois dérivable sur l'intervalle I. Alors f convexe sur I si et seulement si

fl/

Remarque:

On en déduit les caractérisations similaires de concavité d’une application dérivable ou deux fois dérivable.

Exercice 4

Etudier la convexité des fonctions usuelles.

Proposition 2.5 — Interprétation graphique}

Soit f une fonction dérivable sur l'intervalle I. Alors f convexe sur I si et seulement C; est au dessus de ses
tangentes sur 1.

Exercice 5

Montrer que pour toutz € R, e* > 1 4 2.

I1. 3 POINT D’INFLEXION

Définition 2.6

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et zy € I qui n’est pas une extrémité de I.
On dit que le point (zo, f(zo)) est un point d’inflexion de la courbe C; lorsque f change de convexité en zg
(passe de convexe a concave ou inversement).

Interprétation graphique :

J"(z) < 0 pour tout z € [a,z¢] et f’(z) = 0 pour tout
x € [x0,b], alors f est concave sur [a,z(] et convexe sur
[20; b]. Donc la courbe Cy est sous la tangente T); a gauche
f(zo) M Cy de M et au dessus de la tangente a droite de M.
Finalement, en M la courbe traverse la tangente.

Im

Proposition 2.7

Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle I et 2o € I qui n’est pas une extrémité de I. Le point (zo, f (o))
est un point d’inflexion de f si et seulement si f s’annule en changeant de signe en z.

Cours de mathématiques ECG 1 4/4



