Correction du sujet ESSEC

03/03,/22

Remarque :
Dans cette correction, nous utiliserons réguliérement la propriété suivante : Etant donnés A et B deux ensembles,
min(A U B) = min(min(A), min(B)).
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2. (a) Pour tout entier naturel n et pour tout entier k

Up(k+1)=  min z;=min| min 2, Tpigt1 | = min(u,(k), Trirt1)
1€[|nin+k+1]] 1€[|nin+k|]

On en déduit que u, (k + 1) < u, (k) donc ‘ la suite (uy,(k))r>0 est décroissante ‘

(b) La suite (x,)n>0 étant une suite de réels positifs, alors pour tous entiers k et n, u, (k) est positif.
Donc la suite (un, (k))x>0 est décroissante et minorée par 0. D’apreés le théoréme de la limite monotone,

‘ la suite (uy,(k))r>0 est convergente et sa limite est positive. ‘

(¢) Pour tout n,

Unt1(k) = min x; donc uy, (k + 1) = min(zy, un11(k))
i€[|n+1n+k+1]]

ainsi ‘ tun(k+ 1) < upypi1(k) | et en passant & la limite quand k tend vers +00, ty, < ty,11. On en déduit

que la suite ’ (un)n>0 est croissante. ‘

aprés le théoréme de la limite monotone, comme la suite (up)n>o est croissante, soit elle ma-
d) D’aprés le théoréme de la limit t 1 it t i t it ell
jorée et elle converge, soit elle n’est pas majorée et la suite diverge vers +oco. Dans tous les cas,

la suite (uy,)n>0 admet une limite finie ou non. ‘

3. (a) Soit la suite (y,)n>0 définie pour tout entier naturel n par y, = 1+ (—1)™.
Pour tout entier naturel n et tout entier naturel k& > 1,

{vi/ i € [ln,n+ K[} ={0,2}

Donc la suite (uy,(k))r>1 est ‘ la suite constante égale & 0 ‘

Soit la suite (zy,),>0 définie pour tout entier naturel n par z, = 2 si n pair et z, = n si n impair.
Pour tout entier k& > 1,min{z;/ i € [|n,n + k||} correspond au plus petit nombre entre 2 et le plus
petit nombre impair supérieur ou égal a n.

Ainsisin = 0 oun = 1, ce minimum vaut 1 et ‘ (uo(k))r>1 et (u1(k))r>1 sont constantes égales a 1

et pour tout n > 2, ‘ (un(k))k>1 est constante égale & 2 ‘

(b) Pour (yn)n>0, o1 & u, = 0 pour tout n, donc la suite (u,,) est constante et donc convergente de limite

0. Pour (z,)n>0
_J1 si n<1
Yn=N2 s n>2

La suite (u,) est constante a partir du troisiéme rang, donc elle converge, de limite 2. On en déduit

que ‘ liminfy, =0 liminf 2z, =2 ‘

4. (a) Soit (zn)n>0 une suite croissante de réels positifs. Pour tout entier naturel n, et tout entier k
Uun (k) = min{ 2y, Tpi1, oo, Tnak} = Tn

Donc la suite (uy,(k))g>0 est constante égale & x,,. En conséquence, (u,(k))r>0 est convergente de

limite x,,, et ’ liminfz, =limx, =1 ‘

(b) Si (zy)n>0 est une suite décroissante de réels positifs, alors est minorée par 0 et d’apreés le théoréme de
la limite monotone, elle converge vers un réel £. D’autre part u, (k) = min{x,, Tn11, ..oy Ttk } = Tnik

et u, = lim =z, = ¢ Donc ‘ la suite (up)n>0 converge vers ¢ ‘
k—-+oco
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(¢) 1. Sitous lesréels ay, ..., a, sont des éléments de I, il en est de méme de son plus petit élément (qui

est 'un d’entre eux). Dong I?[(llinu a; est un élément de 1 |.
1€[|1,r

ii. Soit (xy)n>0 une suite de réels positifs convergente de limite £ et soit € > 0. Il existe N tel que
pour tout entier naturel n > N, x,, €]¢ + ¢,{ + ¢[. Pour tout entier naturel n > N et pour
tout entier naturel %, on sait d’aprés la question précédente que min;e(jn;n4x|] T; existe et est un
élément {z,, Tni1,...; Tntk}, DOtE uy(k), et donc un élément de |¢ — €; £ + €[. La suite (uy,(k)r>o0
est une suite décroissante (questio 2.a) d’éléments de |¢ — €, £ + €[, donc converge vers u,,, lui méme
élément de cet intervalle. Ainsi :

Ve > 0,IN € N,Vn > N,u, €] — & + €]

et ’ (un)n>0 est convergent de limite ¢ et lim inf z,, = ¢ ‘

5. (a) Soit h et k deux réels positifs tels que h < k. On a

1) — mi . . -
¢z (k) = min <uefﬁin+ h]f(“)’ue[ﬁi%+k]f(u)> < olin h]f(U)

Ainsi v, (k) < @4 (h) et la fonction ‘ g est décroissante sur R ‘

(b) La fonction ¢, est décroissante et minorée par 0, donc d’aprés le théoréme de la limite monotone,

‘ elle admet une limite finie en +oo. ‘

(¢) Soit x et y deux réels positifs tels que x < y. Pour tout h > y — x,

h) = min | min u), min u) | < min u
Pu(h) (ue[w;y]f( ) uE[y;erh*(y*w)]f( )) ue[y;erhf(y*w)]f( )

Donc ¢, (h) < ¢, (h — (y — x)). En passant a la limite quand h tend vers +o00, &, < ®,.. On en déduit

que ‘ la fonction z — @, est croissante sur R . ‘

(d) La fonction & — @, est croissante, donc d’apres le théoréme de la limite monotone,

‘ @, admet une limite finie ou non en +o0. ‘

(e) i. On obtient la représentation graphique suivante :

0.5

ii. La fonction f est 2-périodique, ce qui signifie que 'image d’un intervalle d’amplitude 2 est 'image
de [0;2], c’est a dire [0;1]. Il s’ensuit que min  f(u) = min[0; 1] et ainsi pour réel > 0 et tout

u€lz;x+h]
réel h > 2,| p,(h) =0.

iii. Il en résulte que ®,, = 0 et donc | lim inf f(z) = 0.
r—+00

(f) i. Pour tout h >0, v, (h) = fnin . f(u), on adonc|p,(h) < f(z).
u€E[x;x+

ii. Par passage a la limite, quand h tend vers +o0, ®, < f(x).

iii. Soit £ > 0 tel que lim+inf f(x) = L. Pour tout réel positif x et tout réel h positif,
xr—r+00

©; < pu(h) < f(2)

et il existe ¢y € R tel que, pour tout x > xg, ¢, > g et, par transitivité, f(z) > g. En posant
e=1{/2,0ona
dxg € Ry, e > 0,V >z, f(x) > €

(g) Soit e > 0.1l existe g € Ry tel que pour tout réel x € Ry £ —e < &, , < g(x) < f(x), ou @, 4 désigne
la limite de la fonction h — min  g(u).
w€E[x;x+h)
Pour tout réel x > g, {nin . fu) > £ — € et par passage a la limite, quand h tend vers +oo,
u€[z;z+
®, ,, > ¢ — e. Comme € peut prendre n’importe quelle valeur positive, et que la fonction z +— @, j, est

croissante, alors | lim inf f(z) > £.
r—+00
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