Sujet ESSEC

Limite inférieure d’une suite et d’une fonction

Si a et b sont deux entiers tels que a < b, on notera [|a,b]] = {k € Z, a < k < b} lintervalle d’entiers
d’extrémités a et b.
Pour (x,,)nen suite de réels et T ensemble fini d’entiers naturels, on notera mi}l x; le plus petit élément I'ensemble
1€

1 1
z; 1 € I}. Par exemple min — = —.
{ } xemp i€[|1,9]] ¢ 9

—1)*
1. Un exemple : Déterminer min ( ) .
ic[jo4]] 1+ 1

2. Soit (25, )nen une suite de réels positifs.

(a) Pour n € N fixé, on pose pour tout k de N, u, (k) = min x;.
i€[Inin+k|]
Montrer que la suite (uy,(k))r>0 est décroissante.
(b) En déduire que la suite (u,(k))r>0 est convergente. On note u, = lm w, (k).

k—+oo
(c) Etablir une inégalité entre les réels u,11(k) et u,(k + 1), et en déduire que la suite (uy)n>0 est
croissante.

(d) En déduire que la suite (uy)n>0 admet une limite (qui peut étre +00). Cette limite est appelée limite

inférieure de la suite (z,,)nen et est notée lim inf z,,.
n—4oo

3. Soient les deux suites réelles positives (yn)nen €t (2n)nen définies par

2 si m est pair
n  sin est impair

YneN, y,=1+(-1)" zn:{

(a) Expliciter pour n positif ou nul et & supérieur ou égal a 1 les termes w, (k) associés a chacune des deux
suites (Yn )nen €t (Zn)nen-

(b) Déterminer lim inf y,, et liminf z,.
n——+00 n——+00

4. (a) On suppose ici que (2, )nen est une suite croissante de réels positifs. Comparer w,, et x,, et en déduire

que si (2, )nen converge en croissant vers un réel £ alors lim j_nf T, = £.
n——+0oo

b) Montrer que si (2, )nen €st une suite décroissante de réels positifs, convergente vers un réel ¢, alors
q € P g
liminf z,, = £.
n—-+4+oo
(¢) Démontrer que si (,)nen est une suite de réels positifs, convergente vers ¢ > 0, alors lim +inf T, = L.
n—-+oo
(On pourra en revenir & la définition de la convergence).
5. Soit f une fonction continue sur R & valeurs dans R .
(a) Pour z un réel positif fixé, on définit la fonction ¢, sur R, par

Yh >0 @,(h) = uegiygn+h] flw)

Monter que la fonction ¢, est décroissante sur R, .
(b) En déduire que ¢, (h) a une limite dans R, quand h tend vers +o00. On note @, cette limite.
(¢) Montrer que la fonction  — @, est croissante sur R..
(d) En déduire que la limite lir-s{loo ®,, existe (noter qu’elle peut valoir +00). On la note la limite infé-

xr—r
rieure de f et elle est notée liminf f(z).
T—+00

e) Un exemple : soit f la fonction continue sur R définie par
( ) p + p

]

x size|0,1
1,2]

f(x):{2—x sizell,

et telle que pour tout € R, f(z) = f(x + 2) (on dit que f est périodique de période 2).

i. Représenter graphiquement f sur le segment [0; 4].
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ii. Que vaut ¢, (h) pour = positif et h supérieur ou égal a 27
iii. En déduire @, puis liminf f(z).
T—+00
(f) f est de nouveau une fonction quelconque, continue sur Ry a valeurs dans Ry, et on reprend les
notations de 5(a) et 5(b).
i. Soit z € Ry. Montrer que pour tout réel h positif, on a f(z) > ¢, (h).
ii. En déduire l'inégalité ®, < f(x).
iii. On suppose que lim inf f(z) > 0. Montrer qu’il existe deux réels z( et e strictement positifs tels
Tr—r+00
que pour tout x > xg, on a f(z) > €.
(g) Soient f et g deux fonctions continues de R dans R, telles que pour tout > 0 f(z) > g(z), et
lim g(z) = ¢. Montrer que 1im_ii_nf flz) =2
Tr—r+00

r——+00
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