Correction Essec II 2016 - Voie
économique

Premiére partie

1. (a) Décomposons I’événement [X > j — 1] en union de 2 événements incompatibles :
X >j-1]=X=juX >/

(car les valeurs strictement supérieures j—1 sont la valeur j et les valeurs strictement supérieures
a j). Ainsi,

PX>j—-1)=P(X=j)+P(X>j)&P(X=j)=P(X>j—1)—P(X > j)

(b) Soit p un entier naturel non nul,

P P
ZjP(X =j) = Zg PX>j—-1)— ZjP(X > j) (d’aprés 1. puis linéarité de la somme)
j=1 Jj=1 j=1
p—1 P
= Z(k +1)P(X > k) Z (X >9) (en posant le changement d’indice k =j — 1)
k=0 j=1
p—1 p—1 P
= EP(X > k) + Z P(X >k)— Z P(X > j) (linéarité de la somme )
k=0 k=0 j=1
p—1 p—1
= EP(X > k) ZJPX>j ZP(X>k)
k=0 k=0
p—1 p—1
= 0+ > kP(X >k) ijP(X >j) = pP(X >p)+ Y P(X > k)
k=1 j=1 k=0

— _pP(X >p) +§:P(X > k)
k=0

2. (a) 1. X admet une espérance donc d’aprés la définition de lespérance, > kP(X = k) converge
absolument donc converge.

ii.

+o0 +o0 p P
> kP(X =k) =) kP(X =k)-) kP(X =k)=E(X)-> kP(X =k) vl E(X)-E(X)=0
k=p+1 k=1 k=1 k=1



pP(X>p) = pP| |J [X =K

= Z P(X =k) (union d’événements 2 a 2 incompatibles)
k=p+1

+oo
= Y pP(X=k) (linéarite)
k=p+1
—+o0
Z EP(X =k) (sommation d’inégalité)
k=p+1

WV

car si k € [p+1,+o0] alors p < k donc pP(X =k) < kP(X =k) (car P(z = k) > 0).

iv. D’aprés 1.(b), on a :

p—1 p
Z (X > ) Z j)+pP(X >p)
j=0 j=1

qui admet donc bien une limite lorsque p tend vers 400 comme somme de deux suites
convergentes d’aprés 2.(a)i. et 2.(a) iii.

v. On fait tendre p vers +oco dans I’égalité précédente, on obtient :

“+o0
ZP(X>] Z]P =7) + hm pP(X>p)—u+O—

p—1 p—1 p—1
Upi1—0p fZP (X >j)-Y P(X>j)=> P(X>j)+P(X >p)-> P(X >j)=P(X >p) >0
j=0 j7=0 j=0 =0

La suite (vp) est croissante (donc admet une limite finie ou tend vers +00).

ii. D’aprés la question 1.(b), on a
P
ZjP(X:j) < vy (car pP(X > p) 2 0)
=1

Z P(X >j) (car (vp) est croissante donc sous sa limite)

ili. La série de terme général jP(X = j) est croissante (en tant que série a terme général
positif) et majorée d’aprés la question 2.(b)ii. donc elle est convergente d’aprés le théoréme
de la limite monotone. Elle est donc aussi absolument convergente car a termes positifs.
Par définition de 'espérance, X admet bien une espérance.

(¢) D’apres la question 2.(a), si X admet une espérance alors la série de terme général P(X > j)
converge. D’aprés la question 2.(b), la réciproque est vraie. Ainsi, les propriétés sont bien équi-
valentes.

(a) D’apreés la question 1.(a), on a pour tout j > 1 :

P(X:j):P(X>j—1)—P(X>j):%_ﬁ

Ainsi,



o Vj e N*, j* < (j+1)* (croissance de x — z® sur R%) = ]% > ﬁ (décroissance de
I'inverse sur R ) , donc P(X = j) > 0.

N N
e VYN >1, ZlP(X =j)= Zl (J% - ﬁ) =1- ﬁ par télescopage.
j= j=

Ainsi,

On définit donc bien une loi de probabilité.

(b) D’aprés la question 2.(c), on sait que X admet une espérance si et seulement si la série de terme
général P(X > j) converge.
OrP(X >j) = ﬁ ~ ]% On reconnait le terme général d’une série de Riemann qui converge
si et seulement si o > 1.
Donc par théoréme de comparaison, X admet une espérance si et seulement si o > 1.

(c) Vj € N*,

S I S U I
e (1 ja(1+})a> j° (1 (1+}>a>

(d) 1. f est définie (car 14+ > 0 sur [0,1] ) et dérivable sur [0, 1] comme composée et somme de

fonctions usuelles dérivables sur [0, 1].
_ z)ot!
Ve € [01), f/(@) = a(l+0)=*t —a = a [l — 1] = o R
Ainsi, comme o > 0 et z € [0,1], f/(z) est dusignede 1 — (1 +2)*"! < Ocar 1 +2 > 1
donc (1 + z)tt <19+ = 1.

f est donc décroissante sur [0, 1].

ii. On sait par décroissance de f que Vz € [0,1], f(x) < f(0) = 0. On pose alors 2 = % €10,1]

car 7 > 1 donc 0 < % < 1. on obtient :
1 1
1- At <0e1— <2
1 J 1 J
(1 + j> (1 + ]>
Ainsi, d’apres 3.(c),
1 1 1l o o

|17z | <=
joc (1 i l) ]oz j ]a+1
J

(e) On remarque que X = —+> 0, ainsi, par développement limité d’ordre 2 on a :
j—~+oo

1
J

1 AN 1 —a(-a-1)1 1
- ~a — 1"‘*. :l—a*.ﬁ‘ii‘f'o D)
(1+%> J J 2 J J

dOanO‘JrlP(X:j):j;:l (1_14—0‘%4—@%4_0(%)) :j(a%‘i‘w%—FO(%)) =

a(—a—1

ot 2 )%+O(%) j—?}ooa.

(f) D’aprés la question précédente, comme « > 0, on obtient jT'P(X = j) ~ a & P(X = j) ~
aja% & PP(X =j)~ aja%l.
On reconnait le terme général d’une série de Riemann convergente si et seulement si a« — 1 >
lea>2.
Ainsi X admet une variance si et seulement si X admet un moment d’ordre 2, si et seulement
si la série de terme général j2P(X = j) converge absolument, si et seulement si a > 2 par
théoréme de comparaison avec la série de Riemann ci-dessus.



Deuxiéme partie : Etude de la probabilité de panne un jour donné.

4.

(a) On a l'égalité d’événements A; = [X; = 1] car 'événement A, signifie qu’un composant tombe
en panne a U'instant 1 (premier instant), il s’agit forcément du premier composant puisqu’aucun
composant n’a pu tomber en panne précédemment.

Ainsi, P(Al) = P(Xl = 1) S up =p1-

(b)

i.

i.

ii.

On décompose I'événement As sur le s.c.e {Al,/Tl} :
Ay = A NnA| JAn A4,

e L’événement A; N As signifie qu'un composant est tombé en panne a 'instant 1 (for-
cément le premier composant) et un composant est tombé en panne a l'instant 2 (for-
cément le deuxiéme composant) ; ainsi A; N Ap = [X1 =1]N[Xy =1].

e L’événement A; N A, signifie que le premier composant tombe en panne & l'instant 2
donc A; N Ay = [X; = 2].

On a bien :
Ay = (X1 =2]|J (X1 = 1N [X; =1])

Les événements de I'union ci-dessus sont incompatibles donc

= PX1=2)+P(X;=1)P(Xy=1) (par indépendance de X7 et Xs)
= po +p% (car X7 et X5 ont méme loi)

Qn sait que (X;) est une suite de variables mutuellement indépendantes donc X7, X 1 = Xo,
X9 = X3,.... sont mutuellement indépendantes par lemme des coalitions.
De plus, d’apreés ’énoncé, Vi > 1, X; = X;4+1 a méme loi que X;.

Soit k < m, on sait d’aprés I’énoncé que ’événement A,, signifie qu'un composant tombe
en panne le jour n i.e. :

A, = IT =]

j=z1

donc par distributivité de I'union par rapport a 'intersection,

AnXi=k = [JX1=kn[T;=n]

= U[Xlzk‘}ﬂ[szn] (car[Xlzk‘]ﬂ[len]:[Xlzk‘]ﬂ[Xlzn]

i>2

= UK =knk+Xs+Xs+...+ X; =n)
i>2

= UK =Kn[Xo+Xs+ ..+ X; =n—k
i>2

= [Xlzk}ﬁ[X1+X2+...+Xj,1zn—k]
j>2

= (X1 =KN[Xi+Xo+ ..+ X; =n—k (changement d’indice j = j — 1)



5.

iii. VI <k <mn,

Prx, =1 (4n)

P(An N [X1 = k])
P(X: =k)

Z (d’apres 4.(c)ii.)

P(X, =k)
_ g1
- P(X, =k)

(par indépendance des événements de l'intersection ( d’aprés 4.(c)i. et par lemme des
coalitions) et incompatibilité 2 a 2 des év. de I'union )
Jj=z1

= ZP(TJ =n-—k) (car X1 + Xs + ... + X; a méme loi que T} en tant que somme
j>1
de v.a.r. indépendantes, toutes de méme loi que X;)

= P UP@=n-k
i>1

= P(An—k)

(d) Par formule des probabilités totales sur le s.c.e ([X1 = k])x>1, on a :

+oo
P(X1 = k) Px, =g (4n)
k=1
n + o0
D P(X1 = k)P, —i(An) + D P(X1 = k) Prx,—i(4n)
k=1 k=n-+1

3

—+oo
P(X1 = k) Prx, =i (An) + Z 0 (car si k > n, un composant ne peut pas tomber en
k=1 k=n-+1
panne a linstant n alors que le premier composant tombe en panne a Uinstant k > n )

n—1
> P(Xy=k)P(An_g) + P(X1 =n)Px,_nj(An)  (daprés 4.(c)iii.)
k=1

n—1

Zpkun—k +pn x 1

k=1

P1Un—1 + P2Un—2 + ... + Pr_1U1 + PrUo (car ug = 1)

(e) U=zeros(1l,n+1)

U(1)=1

for k=1:n do
U(k+1)=0
for j=1:k do
U(k+1)= U(k+1)+P(j)*U(k+1-3)

end
end

disp(U(n+1))

—+oo —+oo

@ PX;>k) = > P(X;=j)= > A1-\i1= Ai(l — ) = A= NF X ey =

(1— M-

j=k+1 j=k+1

(b) Prx, sk (X1 =k + 1) = PEHOX =] PIIZREL cop X = k1] € [X) > K.

P(X:>k) P(X1>Fk)

K
Ainsi, Py, s (X1 = k+1) = 5550 = A



(c) Démontrer par récurrence forte sur n € N*, la propriété P(n): " P(A,) =\ :

e P(A;) =P(X; =1)=X(1—- X=X donc P(1) est vraie.
e Supposons qu’il existe un rang n € N* tel que Vk € [1,n], P(k) est vraie; calculons
P(An+1) :

n+1
P(Ap41) =upny1 = Zpkunﬂ,k (d’apres 4.(d))

= Zpkun+l—k + Pn+1Uo
k=1

= Z DEA + Pnt1 ( par hypothése de récurrence)
k=1

= )\Zpk+1?n+1
k=1
= AP(Xi2n)+P(X1=n+1)
= A= AP(X;>n)+P(X; =n+1)
P(X;=n+1)
P(X; >n)
= A—P(X1>n)[A=Pix, 5 (X1 =n+1)]
A—P(X1 >n)[A— A (d’apres 5.(b) )
= A

= A—P(X;>n) [A

e Conclusion, par principe de récurrence forte, P(n) est vrai pour tout n € N*.

oo too
6. (a) La famille d’événement ([X; = k])g>2 forme uns.cedonc Y pr=1<pi+p2+ D> pp=1%&
k=1 k=3

+o0 400
ptl-p+ X pe=1& 3 pp=0.

k=3 k=3
Or cette somme est a termes tous positifs donc comme cette somme est nulle, tous les termes
sont nuls. Ainsi,

VE =3, pr =0

M (un—l) _ (pun_l +(1- p)un_z>
Up—2 Un—1

Or, d’apres 4.(d), up = p1un—1 + Patn—2 + ... + Pp_1u1 + pptio = pup—1 + (1 — p)up—2 +
Zk 30un k = PUn—1 +(1 )un 2 -

Ainsi,
M (un—1> — (pun—l + (1 - P)Un—z) — ( Unp )
Up—2 Un—1 Un—1
(¢) i. On cherche les valeurs A telles que M — AT non inversible par méthode du pivot, on trouve :

Sp(M) = {1,p—1}

On remarque que, comme 0 < p < 1, alors —1 < p—1 < 0 donc M a deux valeurs propres
distinctes. Ainsi, elle est bien diagonalisable.
On résout les équations MX = X et MX = (p—1)X d’inconnue X € Mj1(R), on trouve

respectivement F; (M) = Vect (G)) et E,_1(M) = Vect ((p; 1))

T 1 -1 1
Ainsi, si on pose P = ( P et D = 0 , par formule de changement de base,

11 0 p—1
ona M =PDP 1.

(b) Soit la matrice



ii. Montrons par récurrence sur n € N* la propri¢té P(n) : "M"~! = - <1 1 —p) +
(pfl)"71 1- p p— 1 »
2-p -1 1 '

o« L (L =P\ o (1-p p=1\_ 4 (141-p loptp—1)_ 4 (2-p 0 ) _
2=p\1 1-p 2—p -1 1 ) 2p\ 1-1 l—-p+1 ) 22 0 2-p)
I = M° donc P(1) est vraie.

e Supposons qu'il existe un rang n > 1 tel que P(n) est vraie. Alors,

M = M"'M

_ 1 /1 1-p\, -1 (1—p p—1\\(p 1-p \ )
n (2 —p (1 1— p> + o, 41 1 1 0 (par hypothése de récur
_ L (v aepy(p o 1-p) =D 1-p p-1) (p 1-p
T o2-p\1 1-pJ\1 0 2_p 11 1 0

1 — —1)" _ _
= 25—, » (1 1 _ 5) + (p2_p) (1_11) p 1 1) (apres calcul des produits matriciels)

Ainsi, Vn € N*, P(n) = P(n+1).
e Conclusion : P(n) est vraie pour tout n € N*.

(d) i. D’apres le résultats 6.(b), on peut prouver par une récurrence évidente que <uu” ) =
n—1

M1 Lt — pn-1 p
(') 1/
On calcule la premiére ligne de ce produit matriciel, on obtient :
B 1— (p _ 1)n+1
= 5

n

ii.
1—(p—1)"tt 1
un:L —_— — car -1 <p—-1<0<1.
2—p n—+o0 2 —p

Troisiéme partie : Etude de la durée de fonctionnement.

7. la suite (X;) est une suite de v.a.r. identiquement distribuées donc Vi > 1, X; a une espérance et
Ainsi, par linéarité de 1'espérance, T} a une espérance, qui vaut :

k

B(Ty) = Y B(X;) = kp
i=1

8. On suppose, dans cette question, que « est strictement supérieur a 2. X; admet donc une variance
2
o”.

(a) Les variables Xi, ..., X,, étant indépendantes, i.d., T admet donc une variance qui vaut :
k
V(Ti) = > V(X;) = ko

i=1
(b) Tk admettant une variance, on peut appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev avec ke > 0 :

V(Ty) ko? o?
22 & P (|Ty — ku| = ke) < =

<= 2
k2e?  ke?
(¢) On passe a I’événement contraire, on obtient :

P (|ITx — E(Ti)| > ke) <

2

P (T — kp| < ke) =1 — P (|Ty — k| > ke) 21—]:—62
Or, [|T—kp| < ke] = [~ke < T—kp < ke] = [k(u—e) < T, < k(p+e)] = [p—e < Tt < p+e].
Ainsi,
(12)P(p—e<Ze<pte)=P(Tk — ky| < ke) > 175—; — 1 (par théoréme d’encadrement).

k——+oo



9. Effectuons une disjonction de cas sur le s.c.e. {[X; < m],[X; > m]} :

—~

™ = X, +0=X;.
o Si X; >malors V™ + 2™ =0+ X, = X;.

e Si X; < m alors Yi(m) + Z

N

—~

N

Ainsi,
Y?m)+-Zyn):‘Xi

(a)

(b) 1. Posons f,, la fonction définie sur R par f,(z) = {I siz > m,

0 sinon.
Alors, Z%m) = fm(X1).

Ainsi, par théoréme de transfert, sous réserve de convergence absolue, on a :

+o0
B(Z™) = B(fm(X0)) = D fm(@)P(X1=1)

m +oo
= > fu(P(Xi=0)+ Y fu()P(X;=1)
=1

1=m-+1
“+o0

= Zm:op(xl—z‘H > iP(Xy =)

1=m-+1

Or o > 1 donc X; admet une espérance donc la série de terme général iP(X; = i) converge

absolument.
me) admet bien une espérance et

+oo
E(Z{™) = Y iP(Xy=1)
1=m-+1
+oo
o . ..
< Z o (d’apres 3.(d)ii.)

i=m-+1

ii. On applique la méthode de comparaison série-intégrale :
e Montrons que pour tout ¢ 2 m + 1, % < f;_l wedx

Vzei—-li,z<i=z29<i*= L > 1

zo Z o

On intégre I'inégalité obtenue sur [i — 1,4], on obtient : f;ﬁ 2 de >

1 x>
e Sommons 'inégalité obtenue sur [m + 1, 4o00] :

too oo i “+o00 .
oA < Y [l Zde= [ " “dx par relation de Chasles.
i=m-+1 i=m+1 ' ’
Ainsi,
+oo —+oo
(m) (07 (67
B < 3 pe [
1=m-+1
iii. VA>m:
A A A
a a a a
/ —dz = / ar”%dz = [ ac_a'*'l} =—— Aty ——
m T m —a+1 m o+l «a
cara>14 a—1>0donc A= = Aal_l — 0.
A—+o0

iv. e Z{m) >0car X; >0et 0> 0 donc E(Zlm)) > 0.

o B(ZI™) < [ ade = _aom—et! dapres 9.(b)ii. et 9.(b)iii.
Ainsi,
(m) o —a+1
0< E(Z < m
(Z:7) a—1

Or, lim m~®*! =0 donc, par théoréme d’encadrement, hrfrl E(me)) =0.
m——+00

m——+o0

o
I

—a+1

m

(07

—>7
Aot v — 1

m

—a+1



V. Yl(m) =X — me) donc par linéarité de I’espérance, Yl(m) admet une espérance qui vaut

EW™) = E(X) ~E(Z™) — p-0=p
(c) i. D’aprés la définition de Yl(m), on a Yl(m) < Xy et Yl(m) < m car si X7 < m alors
Yl(m) = X; <m et si X; >m alors Yl(m) =0<m< X;.
Ainsi, (V;™)2 = V™ x v{™ < mX;.

ii. (Yl(m))2 > 0 et X; admet une espérance donc m.X; admet une espérance, par théoréme de

comparaison, Yl(m) admet alors un moment d’ordre 2 i.e. admet une variance.
De plus, par théoréme de Koenig-Huygens, on a

V(™) = E(1{™)?) - E(Y{"™)? < B((Y{"™)?) < E(mX,) = mE(X,) = mu

(d) ﬁml_a m_>—+>oo 0 donc par définition de la limite, Ve > 0, il existe mg € N* tel que Ym > my,

oelmlfa <e

o—

k
o™ v = Z v 4 Z z{m = Z (v 4 2m) =3 X =Ty
i=1 i=1
() 1 Zi(m) = fm(X;) est de méme loi que me) = fm(X1) (car X; et X; ont méme loi) donc
B(Z"™) = E(Z™).
Ainsi, par linéarité de 1’espérance, Vk(m) admet une espérance qui vaut

k

BV™) = SOB(Z) = E(Z™) <hx —Tmite (@apres 9.(b) i et i)
=1

ii. Vk(m) > 0 et admet une espérance donc on peut appliquer 'inégalité de Markov :

E(Vk(m)) o ml=-
ke T a—-1 ¢

P(Vk(m) > ke) < (d’apres 9.(f)i.)

g) i U™ = Ty — V™ donc
(2) k k
E(U™) = B(T) - E(V™) = kp — B(V™) = kp — k%ml’a (d’aprés 9.()i.)

ii. e D’aprés la question précédente, E(U,Em)) —kp > —k-25m!'~* > —ke d’apres 9.(d).
e On sait que U,gm) =T — Vk(m) < Ty, donc E(U,gm)) < kp donce E(U,gm)) —kp <0< ke.

Ainsi, —ke < B(U™) — kp < ke < |E(US™) — k| < ke.

iii. Montrons que
(U™~ kul > 2ke] € [[U™ ~ BU™)| > kel -
Si [|U,§m) ku| > 2ke] alors U( ™ _ ey < —2ke ou U}gm) —kp > +2ke :
o Si U™ —ku < —2ke alors U™ —E(U™) = U™ — kp+ kp—E(UM™) < —2ke +0 <
—ke donc [E(U™) — ku| < ke.
e Si U,Em) ku > 2ke alors U(m) (U(m)) U(m) kp 4k — E(U,gm)) > 2ke — ke car
d’apres 9.(g) ii. E(U,gm)) ku < ke donc kp — E(U,gm)) > —ke.
Ainsi,
(U™~ kul > 2ke] € U™ ~BU™)| > ke]

donc
P (JU™ — kul > 2ke) <P (JU™ = BO™)] > ke



iv. Les variables X1, X5, ..., X} sont mutuellement indépendantes donc, par lemme des coali-
tions, les variables Yl(m), YQ(m), ...,Yk(m) sont, ainsi mutuellement indépendantes. Elles sont

A . (m)

toutes de méme loi que Y7 .

Ainsi, U,gm) admet une variance qui vaut

k
V(Ulgm)) = ZV(Y-(m)) = kVEY™) <kmp  (dapres 9.(c)ii.)

P (|U,§m> ~kp| > 2k:s> < P([U™ —BU™)| > ke) (Qapres 9.(g)iii.)

N

( par inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

N

( dapres 9.(g) iv.)

i. Par formule du Crible, on a
P(ANnB)=P(A)+P(B)-P(AUB)
or P(AU B) < 1 (en tant que probabilité) donc — P(AU B) > —1, d’ou :
P(ANB)>P(A)+P(B) —1.
ii. On remarque que si I’événement A N B se produit alors :
o T} = U,gm) + Vk(m) < k(p+ 2e) + ke = k(u + 3¢).
o T} = Uém) +Vk(m) > k(p—2e)+0> k(pn—3e) (car Vk(m) est positif comme somme
de variables positives).
Ainsi, on a justifié que :
ANB C (Ty, €lk(p — 3¢), k(u+ 3¢))
D’ou

P (T}, €]k — 3¢), k(u + 3¢)[) > P(ANB) > P (V,jm < ke) +P (U;m> elk(p — 2¢), k(u + 26)[) 1

iii. e D’aprés la question 9.(f)ii., on sait que P (Vk(m) < ks) =1-P (Vk(m) > ks) >1-

P mlfoz

a—-1 ¢
e D’apres la question 9.(g)v., on sait que P (U,gm) Elk(p —2e),k(p + 26)[) =P (\Uém) —kpl < 2k:5)
1= P (JU™ =k > 2ke) > 1 - 724,
Ainsi, d’apres 9.(h)ii.,

a m—® mL a m

mu
P (T}, €lk(u — 3¢), k(u+36)) > 1 — L R L Lt
iv. Pour tout k£ > 1, vk > 1 donc il existe un entier my, [\/E,2\/E] .
1—a

c
On aalors vk < my, < 2V, dou 2k 2" <mi @ <
sur RY (car 1 —a < 0).

o~

7 par décroissance de z — !¢

Ainsi,
) a k= 241 < a mpTY myp <1 o 2t i
a—1 ¢ Vke2 a—1 ¢ ke2 a—1 € Vke?

Ainsi, par théoréme d’encadrement,

11—«
lim 1 —2 Tk WLy
k—+o00 a—1 ¢ ke?

cara>1d0nclf7o‘<0.

11—«
De plus, 1 — %m’“— — P (% €lp—3e,u+ 35[) < 1 donc par théoréme d’encadre-
ment,

T,
lim P (kk €lp— 35,u+35[> =1

k——+o0
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