Exercices type concours

Variables aléatoires discrétes

ExXERCICE : EDHEC

Partie 1 : étude d’une variable aléatoire

Les sommets d’un carré sont numérotés 1, 2, 3, et 4 de telle fagon que les cotés du carré relient le sommet 1 au sommet 2, le
sommet 2 au sommet 3, le sommet 3 au sommet 4 et le sommet 4 au sommet 1.

Un mobile se déplace aléatoirement sur les sommets de ce carré selon le protocole suivant :

e Au départ, c’est a dire a I'instant 0, le mobile est sur le sommet 1.

e Lorsque le mobile est & un instant donné sur un sommet, il se déplace a 'instant suivant sur 'un quelconque des trois

autres sommets, et ceci de fagon équiprobable.
Pour tout n € N, on note X, la variable aléatoire égale au numéro du sommet sur lequel se situe le mobile & I'instant n.

D’aprés le premier des deux points précédents, on a donc X = 1.
1. Donner la loi de X1, ainsi que l'espérance F(X1) de la variable X;.
On admet pour la suite que la loi de X3 est donnée par :

P(Xa=1)= P(X2:2):P(X2:3):P(X2:4):§

2. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, donner, en justifiant, ’ensemble des valeurs prises par X,,.

3. (a) Utiliser la formule des probabilités totales pour établir que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, on
a:
1
P(Xn41=1) = 3 (P(Xa = 2) + P(Xn = 3) + P(X = 4))

(b) Vérifier que cette relation reste valable pour n = 0 et n = 1.

(c) Justifier que, pour tout n de N, on a P(X,, = 1) + P(X,, = 2) + P(X, = 3) + P(X, = 4) = 1 et en déduire
Iégalité :

Vn €N P(Xn-l»l:l):—%P(Xn:l)—'—%
- . 1 3 1\"
(d) Etablir alors que : vneN P(X,=1)= 1t <_§> .

4. (a) En procédant de la méme fagon qu’a la question précédente, montrer que ’on a :
Vi €N P(Xni1=2)= % (P(Xn = 1) + P(Xn = 3) + P(X» = 4))

(b) En déduire une relation entre P(X,4+1 = 2) et P(X,, = 2).

(¢c) Montrer enfin que: VneN P(X, =2)= i

5. On admet que, pour tout entier naturel n, on a :
P(Xpi1 = 3) = —%p(xn —3)+ % ot P(Xns1=4) = —ép(xn — 4+

En déduire sans calcul que :
VnEN  P(Xn=3)=P(Xa=4)=7 -7 (71)71

6. Déterminer, pour tout entier naturel n, Uespérance E(X,,) de la variable aléatoire X,.

Partie 2 : calcul des puissances d’une matrice A
Pour tout n de N, on considére la matrice-ligne de M1 4(R) :
U, = (P(Xn =1) P(X,=2) P(X,n=3) P(X.=4)

1
7. (a) Montrer (grace a certains résultats de la partie 1) que, si I'on pose A = 3 ,ona: Vn €

—_ == O
== o
— O = =
O = =

N Uny1 =Un A
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(b) Etablir par récurrence que : YneN U, =UjA".
(¢) En déduire la premieére ligne de A™.

8. Expliquer comment choisir la position du mobile au départ pour trouver les trois autres lignes de la matrice A™, puis
écrire ces trois lignes.

Partie 3 : une deuxiéme méthode de calcul des puissances de A

1 0 0 O 1 1 1 1

s . . . 0 1 0 |11 1 1

On considére les matrices I et J suivantes : I = 00 1 0 et J = 11 1 1
0 0 0 1 1 1 1 1

9. Déterminer les réels a et b tels que A = al + bJ.
10. (a) Calculer J? puis établir que, pour tout entier naturel k non nul,ona: J* =4F"1J.

(b) A P’aide de la formule du binéme de Newton, en déduire, pour tout entier n non nul, I'expression de A™ comme
combinaison linéaire de I et J.

(c¢) Vérifier que I'expression trouvée reste valable pour n = 0.

Partie 1 : étude d’une variable aléatoire

1
1. Ona X 1() ={2,3,4} et Vk € {2,3,4} P(X1=k)= 3 par équiprobabilité des déplacements.
X1 suit une loi uniforme sur {2, 3,4}, on a donc E(X1) =3 (milieu de {2, 3,4}.
2. A priori, tous les points sont possibles & atteindre en n déplacements (sauf 1 pour n = 1). Prouvons rigoureusement
par récurrence que X, () = {1,2, 3,4} pour n > 2.

Initialisation :
Pour n = 2, d’aprés le résultat admis, on a X2(Q) = {1, 2, 3,4}.

Hérédité :

Soit n € N. Supposons qu’en en n déplacements on peut donc étre en ¢ (i € {1,2,3,4}, au n-iéme déplacement, on
sera alors en j € {1,2,3,4} — {i}. En envisageant deux valeurs distinctes de 4, on obtient toutes les valeurs possibles
dans {1,2,3,4}.

Pour n = 2, d’aprés le résultat admis, on a X2(Q) = {1, 2, 3,4}.

Conclusion :
‘Vn >2 X,(Q) = {1,2,3,4}\

3. (a) Pour n > 2, on peut utiliser le systéme complet d’événements (Xn = i);¢[j1,4) de probabilités non nulles.
La formule des probabilités totales donne :

4
P(Xp41=1) =Y Pixu=i(Xnt1 = )P(Xp = i)
=1

1
Or Pix,=1)(Xnt1 = 1) =0et Px,=1)(Xn41 =1) = 3 si ¢ # 1 donc pour tout entier naturel n supérieur ou
égala2,ona:
1
P(Xn1 =1) = 5 (P(Xa = 2) + P(Xa = 3) + P(X,, = 4))

(b) Pourn=0,P(X;=1) =0 et % (P(Xo = 2) + P(Xo = 3) + P(Xo = 4)) = %

est encore vraie.

(0+0+0) = 0, donc la relation

Pourn:l,P(Xg:1):%et%(P(X1:2)+P(X1:3)+P(X1:4)):§(%-ﬁ—%-ﬁ—%) :%

La relation est donc encore vraie pour n = 1.
(c) Pour tout nde N, ona P(X, =1)+ P(X, =2)+ P(X,, =3)+ P(X, =4) = 1 car c’est vrai pour n = 0 et
n = 1 et vraie aussi pour n > 2 car (X, = );¢[1,4)] est un systéme complet d’événements.

1 1 1
P(Xpi1=1)= 3 1-PX,=1))= 3~ §P(Xn =1) ce qui est la relation cherchée.
(d) Posons v, = P(X, =1). (vs) vérifievg =1let Vn € Nupy1 = f%vn + %

1 4 1 1

C’est une suite arithmético géométrique. Cherchons un point fixe a. o = —ga + 3 & ga =3 donc o = 1

1
En vérifie rapidement que vp41 — a = —= (v, — ) donc
1\" 1\" 1 3 1\"
w—o = —= —a)=(-= 1—-Nh=2 (==
woa=(-5) w-a=(-3) (-3)-1 ()
On a bien : Vn e N P(X—)—l+§ _
’ T4 4003
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4.

5.

(a) Pourn > 2, on peut utiliser le systéme complet d’événements (X, = 4);e[1,4)] de probabilités non nulles.

La formule des probablhth totales donne :

P(Xnp1=2) = ZP(Xn =i)(Xny1 =2)P(Xn = i)
1

Or Pix,=2)(Xnt1 =2) = 0et Px,—1)(Xnt1 = 1) = 5 sii # 2 donc pour tout entier naturel n supérieur ou

3
égala 2, ona:
1
P(Xp41=2) = 3 (P(X, =1)+ P(X, =3)+ P(X, =4))

Pour n = 0, P(X1 = 2) = % ot é(P(XO — 1)+ P(Xo = 3) + P(Xo = 4)) =

relation est encore vraie.

Wl

Pourn:l,P(Xz:1):%et%(P(X1:1)+P(X1:3)—|—P(X1:4)):1 <1+1+

3 3

2

9

(1+0=0) =0, donc la

)

La relation est donc encore vraie pour n = 1.En procédant de la méme fagon qu’a la question précédente, montrer

que 'on a :
VHGN P(Xn+1:2):%

(b) P(Xnp1=2) =5 (1-P(X, =2)) =

Wl =

(¢) Posons wy, = P(X, = 2). (vn) vérifiewo =0et Vn € N (1) wpy1 = f%wn + é

C’est une suite arithmético géométrique. On a le méme point fixe que pour v, : @ = 1
4 1

(2) donne 3¢=3 donc a = 1

En faisant (1) — (2) on obtient wp4+1 — a = —é «) donc

o= (3) - () ()= ()

Onabien: VneN P(X,=2)= i( %)

P(Xpi1 = 3) = —ép(xn —3)+ % ot P(Xns1 —4) = —ép(xn _

On admet que, pour tout entier naturel n, on

Les suites définies par P(X,, = 3) et P(X,, = 4) ont la méme relation de récurrence que P(X,, =

initiale 0. On adonc: Vn € NP(X, =3) = P(X, =4) = P(X, =2) dou:

Vn €N P(Xn:3):P(Xn:4):ifl(fl)n

E(X,)=P(Xn,=1)4+2P(X, =2)+3P(X,, =3) +4P(X, =4) = -+ >+ S 4 = 4 (%)n(

10 3/ 1\" 5 3/ 1\"
EX,)=—-"(-2) =2-2(-2) .
(Xn) =5 2( 3> 2 2( 3)

(P(Xn = 1)+ P(X,, = 3) + P(X,, = 4))

Wl =

+

On peut vérifier : avec n = 0 on obtient bien F(Xo) = 1, avec n = 1, on obtient bien F(X;) = g +

Y

Partie 2 : étude des puissances d’une matrice A

Pour tout n de N, on considére la matrice-ligne de M 4(R) :

7.

U= (P(Xn=1) P(X,=2) P(X,=3) P(X,=4))

(a) On utilise les 4 égalités obtenues en I 3) a, 4) a, que 'on peut réécrire également pour i = 3 et ¢ = 4.

P(Xns1=1) = 2 (0.P(Xn = 1)+ LP(Xn = 2) + 1.P(Xn = 3) + LP(X»
P(Xpp=1) = ; (LP(X, =1)+ 0.P(X, =2) + 1.P(X,, = 3) + 1L.P(X,,
P(Xpy1=1) =-(1P(Xn=1)41.P(X, =2)+0.P(X, =3)+ 1.P(X,
P(Xpy1=1) = z (1.P(X, =1) + 1.P(Xn = 2) + 1.P(X,, = 3) + 0.P(X,,

2) et la méme valeur
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0 1 1 1
1 1 0 1 1
Donc UnA = ¢ (P(Xn =1) P(Xn=2) P(X,=3) P(Xy=4)x|1 1 0 1|=Up
1 1 0 1
1 1 1 0
On a bien : U1 =U, A

(b) Posons (Hp) U, = Uy A" pourn € N.
o Pourn =0, A° = I, et Uy A™ = Uy donc (Ho) est vrai.
e Supposons (H,,) vérifié pour n € N.
Upi1 = UpA = (Up A™) x A = Up(A™ x A) = Up A" !
Donc (Hy,+1) est vrai.
Donc (H,,) est vrai pour tout n € N.
(c) SiM € My a(R),leproduit (1 0 0 0)x M donne la premiére ligne de la matrice M. Donc la premiére ligne
de la matrice A" est Uy A™, c’est a dire U,.
La premiére ligne de A™ est Uy, c’est a dire :

(i+3(5) 5-i(s) a-ils) -i09)

8. En multipliant & gauche une matrice M par (O 1 0 O)7 on obtient la deuxiéme ligne de M.
Donc en choisissant comme position initiale au départ Xo = 2, et en recommengant la méme méthode probabiliste, on
obtiendrait la deuxiéme ligne de A™. Avec X¢ = 3, on obtiendrait la 3-iéme ligne, et Xo = 4, la 4-iéme ligne.

Partie 3 : une deuxiéme méthode de calcul des puissances de A

a+b b b b
_ b a+b b b b
9. al +bJ = b b ath b
b b b a+b
a+b =0 1
Doncal +bJ = A < b _1<:>a:—fctb:§
3
4 4 4 4
o |4 4 4 4]
10 @) =], 4, 4 4]|=%
4 4 4 4

Posons (Gr) JE =4F-17.

e Pour k = 1, (G1) est vrai de fagon évidente.

e Supposons (Gy) vrai pour k > 1, alors J**! = J x J¥" = J x (4571J) =451 g% = 4Fg
Donc (Gk+1) est vrai.

Donc (Gj) est vrai pour tout k > 1.

(b) A" = (%(J - 1))n — (é)n (J—I)" = (é)n é <Z> TH(=1)"E
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% EXERCICE 1 :

1 1/2 0
On considére la matrice M définiepar M = | 0 1/2 2/3
0 0 1/3

Une urne contient une boule rouge et deux boules blanches. On effectue dans cette urne une succession de tirages d’une
boule selon le protocole suivant : si la boule tirée est rouge, elle est remise dans I’urne, sinon elle n’est pas remise
dans 'urne.

Pour tout i > 1, on note B; (resp. R; ) Pévénement « on obtient une boule blanche (resp. rouge) lors du i°™® tirage ».

Pour tout entier n supérieur ou égal & 1, on note X,, le nombre de boules blanches contenues dans 'urne a ’issue du
n®™e tirage et on pose Xo = 2 et Th est le numéro du tirage ot on extrait la deuxiéme boule blanche.

On considére les matrices suivantes :

P[X, = 0] 1 =1 3
U, = P[anl] 9 Vi = 0 9 Vo = 1 ,VBZ —4
P[X, = 2] 0 0 1

1. (a) Déterminer pour tout entier naturel n, 'ensemble des valeurs prises par la variable X, (on distinguera les trois
cas:nm=0,n=1etn>2)
(b) En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que Vn > 2 on a Upy1 = MU,.
Vérifier que 1’égalité précédente reste valable pour n = 0et n = 1.

2. (a) Calculer MVi, MVs et MVs.
(b) En déduire par récurrence, pour tout entier naturel n, la relation suivante U, = V5 + 4 (%)n Vo + (%)" Vs
(¢) Donner la loi de la variable X, puis calculer E (X,,) , ainsi que sa limite lorsque n tend vers +oo.
3. (a) Ecrire les événements [T = 2] et [T> = 3] a 'aide de certains des événements B; et en déduire les valeurs des

probabilités P [T = 2] et P[T> = 3] .

(d) Donner 'espérance et la variance de Ts.

1. (a) On sait d’aprés I’énoncé que Xo(Q2) = {2}. A l'issue du premier tirage, il reste soit une boule blanche, soit les
deux, donc X1 (Q2) = {1,2}. A l'issue du deuxiéme, soit il en reste une, soit les deux, soit aucune. Et c’est ainsi

pour tous les tirages suivants. Ainsi ‘ Xn(2) ={0,1,2} ‘

(b) Soit n > 2. La famille ([X,, = 1], [X, = 2], [X, = 3]) est un systéme complet d’événements de probabilités non
nulles. D’aprés la formule des probabilités totales

P(Xnt1=0) = Px,=0(Xn+1 = 0)P(X,, = 0) + Px,=1(Xnt1 = 0)P(X,, = 1) + Px,=2(Xn+1 = 0)P(Xn, = 2)
=P(Xn=0)+ %P(Xn =1)
De la méme fagon, on trouve :

1 1
P(Xp1=1)= s P(Xp = 1) + 3 P(X0 = 2)

P(Xpp1 = 2) = %P(Xn —9)

Ainsi
1 1/2 0 P[X, = 0] P(X, =0)+ 1P(X, =1) P[Xpt1 = 0]
MU,=| 0 1/2 2/3 PX,=1] | =| PXn=1)+43:P(X,=2) | =| P[Xnp1=1]
0o 0 1/3 P[Xn =2] 1P(X, =2) P[Xnt1 = 2]
1 1/2 0 0 0
Sin = 0, la relation devient MUy = [ 0 1/2 2/3 0] = 12/3]. Ceci est bien égal 4 Uy carsiil y a
o o 1/3)\u 1/3

deux boules blanches au départ, nous avons 2/3 chances d’en tirer une, 1/3 chance de ne pas en tirer.

2. (a) De simples calculs donnent | MVi = Vi, MV = $Va et M Vs = 1 V3.

(b) Initialisation :

0
Pour n = 0 on sait que Up = | 0 | . Par ailleurs
1
1 —4 3 0
Vi+4Vo4+ V=0 +| 4 |+—-4] =10
0 0 1 1
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La propriété est vérifiée au rang n = 0.

Soit n € N On suppose que U,, = Vi +4 (%)n Vo + (%)n Vs.

On a vu a la question 1b) que Un4+1 = MU,. En utilisant ’hypothése de récurrence
U, =M(Vi+4 1 nV-i— 1 nV—MV+4 1 nMV—i— 1 nMV—V+4 1 an—&- 1 an
ntl = 1 5 2 3 3= 1 2 2 3 3=W 5 572 3) 33

Ainsi on a bien
1 n+1 1 n+1
Upy1=V1+4 (§> Vo + (g) Vs

Conclusion :
Pour tout n € N, Up = Vi +4 (3)" Vo + (3)" Va. ‘

(¢) La question précédent permet de déduire que

P[X, = 0] N N 1-4(5)"+3(5)"
Un = PX,=1 =V+4|z Vo4 | o Vs = % 74%
P£&122% (2) (3) ( )(5“()

On obtient la loi de X, :
X () ={0,1,2}

-t (3
ERIORIO]

zﬂxn:2y:<1)
3
On calcule 'espérance

E(X,)=P(X,=1)+2P(X, =2) :4(%)n—4 (%)n+2 (%)n
JOR0)

Comme 0 < 1 < 1 <1, lim <%) = lim (%) =0,alors| lim E(X,)=0.

3 2 n—-+o0o n——+oo n——+oo

3. (a) Pour que 'événement [T5 = 2] seréalise, il faut tirer les deux boules blanche coup sur coup. Ainsi‘ [T = 2] = B1 N Bs.

Pour que I’événement [T5 = 3] se réalise, il faut tirer les boules blanches au premier et troisiéme tirages, ou bien
m:a:wmﬁym@wﬁh&m&w

au deuxiéme et troisiéme tirages. Ainsi|

La formule des probabilités composées donne alors

w11
=

P(Ty =2) = P(B1)Pp,(B2) = 3

Wl

— — 2 1 1 1 2 1
P(TQ = 3) = P(Bl)PBl (BQ)PBIOE(Bg) +P(Bl)PB71(BQ)PBigﬁBQ(B3) = g X 5 X 5 =+ g X g X 5 = TB

(b) Soit n € N. Pour que 'événement [T> = n] se réalise, il faut qu'il reste une boule blanche au n — 1éme tirage et

5

qu’il n’en reste plus au niéme. Donc‘ [To=n]=[Xn_1=1N[X,=0] ‘

(¢) On obtient de la question précédente :
1
P([Iz = n]) = P([Xn-1 = 1) Px,, 1 =1(Xn = 0) = S P([Xn—1 = 1])

En utilisant maintenant le résultat de la question 2c¢), on trouve

=3 (G 7)) )

Onabien| P(Ty =n) =2 ((3)" " = (3)"").
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(d) On cherche & montrer que Z |kP(T> = k)| converge absolument. Soit n € N, n > 2.
k>2

zn:|/cP(T2 = k)| —i?k <<;)k1 - (;)kl> —kan;k (;)kl _ka”;k (;)k1

k=2
On reconnait les termes généraux de séries géométriques dérivées d’ordre 1. Comme 0 < 1/3 < 1/2 < 1, ces

séries convergent, ce qui assure I’existence d’une espérance pour T5.

oo (£ () Er D)) 3

7 /47
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% EXERCICE :

Soit n un entier naturel non nul.

Dans une féte foraine, un stand propose le jeu suivant : le joueur lance n fois une piéce et compte le nombre de Pile obtenus.
Si ce nombre est pair, le joueur est déclaré vainqueur, et s’il est impair, il est déclaré perdant.

Si le joueur est déclaré vainqueur, il gagne 10 euros pour chaque Pile obtenu, mais s’il a perdu, il doit payer 10 euros pour
chaque Pile obtenu.

En particulier, s’il n’obtient aucun Pile, il est déclaré vainqueur, mais ne remporte rien. La piéce est truquée, et a chaque
lancer, la probabilité d’obtenir Pile est égale a p (p €]0, 1]), et celle d’obtenir Face est de 1 — p.

On notera X la variable aléatoire égale au nombre de Pile obtenus, et G la variable aléatoire égale au gain algébrique du
joueur.

Enfin, on notera A I’événement : « le joueur est déclaré vainqueur » et on dira que le jeu est favorable au joueur si I’espérance
mathématique de la variable aléatoire G est positive.

Partie I
. 2
Dans cette partie, on suppose que n = 3 et p = 3
. . 13
1. Reconnaitre la loi de X et vérifier que: P(A) = o

2. Montrer que :  G(Q2) = {-30, —10, 0, 20}, puis expliciter la loi de G.

3. Calculer I'espérance de G. Le jeu est-il favorable au joueur ?

Partie II

Dans cette partie, on revient au cas général, ou n est entier naturel non nul et p €]0, 1].
Celui qui tient le stand souhaite rendre le jeu plus attractif en affichant « A ce jeu, il y a plus de gagnants que de perdants! »,
et cherche donc les conditions nécessaires sur p et n pour que son affichage ne soit pas mensonger.
Soit Y la variable aléatoire définie par : Y = (-1)%.
Autrement dit, Y prend la valeur 1 lorsque X prend une valeur paire, et Y prend la valeur —1 lorsque X prend une valeur
impaire.

Y+1 . . . . . N
1. (a) Onnote Z = — Déterminer Z(£2), puis montrer que Z suit une loi de Bernoulli de paramétre P(A).

(b) Démontrer que: E(Y)=2P(A) — 1.
2. (a) Donner la loi de X.

(b) En déduire que 'on a également : E(Y)= z:(—l)’c (n) P —p)"F,
puisque: E(Y)=(1-2p)".
3. Exprimer alors la valeur de P(A) en fonction de n et p.
4. Démontrer que

P(A) > OU «n est pair >>}

1
<:>|:p<§

N

Partie III

Le concepteur du jeu souhaite cependant vérifier que, tout en laissant son jeu attractif (c’est a dire en faisant en sorte

1
que P(A) > 5 ), son activité soit rentable pour lui, autrement dit que le jeu soit défavorable au joueur (c’est a dire que
E(G)<0).

1. Exprimer G en fonction de X et Y. En déduire que : E(G)=10 Z(fl)kkP(X =k).
k=0

) ) . ny [n—1
. Démontrer que : Vk € [|1;n]], k<k>_n<k1>

3. Montrer que: E(G) = —10np(1 — 2p)"~*

4. Démontrer alors que :

[\V]
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(b) Pour une valeur de n fixée, comment le concepteur du jeu doit-il truquer sa piéce (c’est a dire quelle valeur

1
doit-il donner & p € {0, 5] ) pour optimiser la rentabilité de son activité ?

Partie IV

1
Le forain décide de fixer n = 2 et p = —. En période estivale, il pense pouvoir compter sur la participation de 200 clients

dans le journée. Avant de se décider & installer son stand, il voudrait étre certain, avec un risque d’erreur inférieur a 10%,
qu’il gagnera plus de 100 euros dans la journée.

Pour tout entier 4 compris ente 1 et 200, on note alors G; le gain algébrique du i-iéme joueur.

On note aussi J la variable aléatoire égale au gain du forain sur toute la journée.

1. Pour tout entier ¢ € [|1,200]], donner la loi de G et calculer son espérance et sa variance.

2. Exprimer la variable aléatoire J en fonction des variables aléatoires G;.
Démontrer alors que E(J) = 500 et V(J) = 11250.

3. Justifier que: P(J < 100) < P(]J — 500 > 400).
4. On appelle inégalité de Bienaymé-Tchébychev, I'inégalité suivante :

V(X)

P(X -E(X)|2a) <

: < < —.
Montrer que :  P(J < 100) 198

5. Compte tenu de ses exigences de rentabilité, le forain peut-il installer son stand ?

1. A chacun des trois lancers, on a une probabilité p = 2/3 d’obtenir Pile (et 1/3 pour I’alternative contraire), on reconnait
en X une loi binomiale

X < B(3,2/3).

2. On voit que

P(4) = P([X = 0] U[X = 2]) = P([X =0]) + P((X =2]) = (%) +3<§> xg=tEIX_ 2

3. Pour chaque valeur de X, on a une valeur différente de G. Si X = 0, alors G = 0, si X = 1, alors on perd 10 euros et
G = —10, si X = 2, alors on gagne 20 euros et G = 20. Enfin, si X = 3, on perd 30 euros et G = —30. Au final,

G(Q) = {-30,-10,0,20}.
4. On calcule I'espérance

E(G) = —30P(G=—30)—10P(G = —10) 4+ 20P(G = 20)
= —30P(X =3)—10P(X +20P(X =2)

=1)
1\3 2 2
= -30(=) —10x3x2x 20 x 3 -
(5) —oxsxgx(5) +2oxs(5) <3
150
27

On trouve donc que E(G) > 0 et le jeu est favorable au joueur.
Partie I

1. (a) SiY =1,alors Z=1.51Y = —1, alors Z = 0. On a bien Z(£2) = {0;1}. De plus,
P(Z=1)=P(Y =1)=P(X € 2N) = P(A),

et on a bien Z — B(P(A)).
(b) D’apres la question précédente, E(Z) = P(A) et Y = 2Z — 1. Par linéarité de I'espérance, on a donc

E(Y)=E(2Z —1)=2BE(Z) —1 = 2P(A) —

2. (a) Comme précédemment, X — B(n,p).
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(b) D’apres le théoréme de transfert

E(Y) = E(-1)%)
= > (-D)"P(X =k)
k=0
= ;(—1)'“ (Z)pk(l p)"h

On utilise alors la formule du binéme

E(Y)=> (-1)* (Z)pk(l —p)" =

k=1

3
e
> 3
=
|
=

ko
-
|
CH
3
ko
Il
|
=
+
_
|
=
3
I
-
|
o
=
3

3. D’aprés les questions 1b. et 2b., on a

(1= 2p)" = E(Y) = 2P(A) — 1 <= P(A) = %.
4. On résout
1 (1—2p)"+1 _ 1
> = L7ep) oS 2
P(4) 2 2 2 -2
(1-2p)" >0

npairoul —2p >0

A

1
n pair ou p < 5

Partie II1

1. On "gagne" 10 euros pour chaque Pile (compté avec X ) affecté du signe donné par Y selon la parité de X, ou encore
G =10XY = 10X (—1)".

Toujours avec le théoréme de transfert, on obtient

E(G) zn: 10k(—=1)*P(X = k)
k=0

10 ;}(*1)% (Z)p'“(l -p)" "

ny n! _ n(n —1)! _ [n-1
k(k:) S =R = Din—1= (k=1 _”<k—1)'

3. C’est un peu le méme calcul que celui justifiant la formule de 'espérance de la binomiale.

E(G) 1o§jk<z><—pf(1—pr“k

" fn-1 ne1)— (k—
=1%ZQ_<wﬂuw1““)

2. Soit k € [|1;n]].

0
= —10np(1 —2p)" "
4. On connait déja les conditions pour que P(A) > 1/2. Par ailleurs,
E(G)<0 <<= —10np(1—-2p)" ' <0
— (1-2p""'>0
<= 1—2p > 0ou nimpair
Comme n ne peut pas étre pair et impair a la fois, 'intersection des conditions précédentes donne bien

P(A) >3
<~ p<

N =

E(G)<0
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5. (a) La fonction f est polynomiale donc dérivable sur R et a foriori sur [0; 1/2]. Le calcul donne
(@) =1 —22)""%(1 — 2nz).

On obtient le tableau de variations suivant

x 0 1/2n 1/2

f(1/2n

f 0/ \ 0
() =m (50

b) La rentabilité est optimale pour le concepteur lorsque ’espérance du gain est minimale, ou, de maniére équiva-
g

lente, lorsque f(p) est maximal sur [0; 1/2]. Il faut donc choisir

_1
o’

avec

p

Partie IV

1. Ici, on explicite facilement la loi de G; en revenant a la définition du jeu. G;(2) = {0, —10, 20}. et

a 0 -10 20
P(G;=a) | 9/16 | 6/16 | 1/16
Ceci permet de calculer facilement 1’espérance et la variance
9 1 5

E(Gi) = —10% > +20 x — =2
(Gi) O TR T

et

16 16 2 4 2

2. Il est clair que le gain du forain est égal & 'opposé du total des gains de tous les joueurs, ou encore

2 2
V(G:) = B(G?) = E(G:)? = 100 x - +400 x - — (—5) _ 2 (ﬁ) .

200

J:fZIGi.

Par linéarité de I'espérance
200

E(J) ==Y E(G:) = —200 x (%) = 500

et, par indépendance (que ’on peut supposer) des Gj,

200 225
= (=1)? ) =2 22— 11250.
V(J) = (-1) ;:1 V(G:) = 200 x . 50

|J —500] >400 <= J —500 > 400 ou J — 500 < —400
<~ J >9000uJ <100

En particulier, I’événement
[J <100] C [|J — 500] > 400]
et on a bien la comparaison des probabilités correspondantes voulue.
4. En utilisant la question précédente et I'inégalité de Bienaymé-Tchébychev, on voit que
V({J) 11250 9
P(J <100) < P(|J — 500| > 400) < = = —.
(/< )< P e )< 4002 160000 128

5. Le forain installera son stand si P(J < 100) < 10%. Or, cette probabilité est majorée par 9/128 qui est inférieur a 10%
(en effet 9/128 < 9/100 < 10%). Donc il peut installer son stand.
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% EXERCICE :

On considére une urne contenant initialement une boule bleue et deux boules rouges.
On effectue, dans cette urne, des tirages successifs de la fagon suivante : on pioche une boule au hasard, on note sa
couleur, puis on la replace dans 'urne en ajoutant une boule de la méme couleur que celle qui vient d’étre obtenue.

Pour tout k de N*| on note :
By, I’événement : "on obtient une boule bleue au k-iéme tirage"

Ry, 'événement : "on obtient une boule rouge au k-iéme tirage"

Partie I : Simulation informatique
1. Soit k € N*. Donner P(R}) en fonction de b et de r, les nombres respectifs de boules bleues et de boules rouges dans
I'urne avant le k™€ tirage.
2. Compléter (lignes 7,8 et 10) de la fonction suivante afin qu’elle simule I'expérience étudiée et renvoie le nombre de

boules rouges obtenues lors des n premiers tirages, ’entier n étant entré en argument.

function s=EML(n)
b=1 // b désigne le nombre de boules bleues présentes dans 1l’urne
r=2 // r désigne le nombre de boules rouges présentes dans 1’urne

s=0 // s désigne le nombre de boules rouges obtenues lors des n tirages

end
endfunction

3. On exécute le programme suivant :

n=10

m=0

for i=1:1000
m=m+EML (n)

end

disp(m/1000)

On obtient 6.657. Comment interpréter ce résultat ? Expliquer.

Partie IT : Rang d’apparition de la premiére boule bleue et rang d’apparition de la premiére
boule rouge

On définit la variable aléatoire Y égale au rang d’apparition de la premiére boule bleue.

4. Soit n € N*. Exprimer 1’événement [Y = n] en fonction d’événements Ry, et By.

5. En déduire, en simplifiant la fraction obtenue, que: Vn € N*, P ([Y =n]) = G 1)2(n 3t
6. (a) Trouver deux réels a et btelsque Vn e N*, P ([Y =n])= ﬁ + o j’_ )
+oco
(b) En déduire que Z P(Yy =n]) =1
n=1

2 1
Wq(ln—i—Q) > (on pourra se servir de l’encadrement 4 < /17 < 5) .

(b) En déduire que Y n’admet pas d’espérance. Y admet-elle une variance ?

7. (a) Vérifier que pour tout n > 4, on a
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Partie III : Nombre de boules rouges obtenues au cours de n tirages

On définit, pour tout k de N*, la variable aléatoire X égale a 1 si on obtient une boule rouge au k-iéme tirage et égale
a 0 sinon.

On définit, pour tout n de N*, la variable aléatoire S,, égale au nombre de boules rouges tirées au cours des n premiers
tirages.

8. Donner, pour tout n de N*, une relation entre S, et certaines variables aléatoires Xy pour k € N*.
9. Reconnaitre la loi de X1, puis donner son espérance et sa variance.

10. (a) Calculer P(X2 = 1) par la formule des probabilités totales. En déduire la loi de X».
(b) Justifier que les variables aléatoires X et X5 ne sont pas indépendantes.

2(k + 1)

11. Soit n € N* et k € [|0;n|]. On admet le résultat suivant : P ([S, = k]) = mrDn+2)

2
(a) Montrer que, pour tout n de N*, S,, admet une espérance et :  FE(S,) = ?n (on rappelle, méme si c’est au
n
nn+1)2n+1)
BT 3 k= LY.
programme, que E 5 )

k=0
(b) Donner la répartition de I'urne une fois que I’événement [S, = k] se réalise.

ATl k+2
(c) En déduire que : Prg, =g ([Xny1 = 1]) = —
(d) A Tlaide de la formule des probabilités totales appliquées au systéme complet d’événements associé a la variable
E(Sn) +2

aléatoire S,, montrer que P ([Xn4+1 =1]) = 43
n

(e) Déterminer alors la loi de la variable aléatoire X, 11. Que remarque-t-on ?

Partie IV : Etude d’une convergence

On s’intéresse dans cette partie & la proportion de boules rouges obtenues lors des n premiers tirages.

On pose, pour tout n de N*, T, = ==,
n

12. Justifier, pour tout nde N*: Vo <0, P([T,<z])=0, et: Ve>1 P([T,<z]) =1
(lnz] +1) ([nz] +2)

13. Soit & € [0;1]. Montrer, pour tout n de N* : P ([T, < z]) = T Dn+2)
n n

ou |.| désigne la fonction

partie entiére.

14. En déduire, pour z € [0;1] lim P(T, < x).

n—-+oo

Partie I : Simulation informatique
r
b+r

» est réalisé avec cette méme probabilité car rand() simule la loi

1. Soit k € N*. Par équiprobabilité (boules indiscernables au toucher), on aura P(Ry) =

et Pévénement « rand() <=

r
2. P(Rg) = Y

uniforme sur Uintervalle [0; 1].

T

function s=EML(n)
b=1 // b désigne le nombre de boules bleues présentes dans 1l’urne
r=2 // r désigne le nombre de boules rouges présentes dans 1’urne
s=0 // s désigne le nombre de boules rouges obtenues lors des n tirages
for k=1:n
x=rand ()
if x<=r/(r+b) then //si la boule tirée est rouge
r=r+l;s=s+1 // on augmente alors les nombres de rouges
else
b=b+1 // on augmente seulement le nombre de boules bleues dans 1’urne

end
end
endfunction

3. On répeéte 1000 fois l'expérience de 10 tirages , m compte le nombre total de boules rouges obtenues et m /1000 le
nombre moyen de boules rouges obtenues lors de la simulation. Comme 1000 est grand, ce nombre moyen a de trés
fortes chances d’étre environ égal a 'espérance, qui sera noté E(S10) dans la suite du probléme.
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2
En effet, si on prend le résultat de la question 12.a, on a F(S10) = gO ~ 6.67, ce qui est trés voisin de 6.657.

Partie IT : Rang d’apparition de la premiére boule bleue et rang d’apparition de la premiére boule
rouge

4. cf question suivante pour les deux questions.

5. Tout d’abord , comme il y remise de boules dans 'urne, il est clair que Y peut prendre toutes les valeurs de N* . Et
Vn € N*| et en augmentant de 1 le nombre de boules rouges aprés chacun des n — 1 premiers tirages :
234 24+ (n—2) 1

P(Y=n]) =P(RiN...NRu1NB,) =-°"2...
([ =n)) (F NBa) =35 3 =3 =)
234 a1 2

345 n+1n+2 T (n+1D)(n+2)
La simplification se fait par téléscopage dans le produit. Quelques justifications :

e Pour la deuxiéme égalité ,les événements n’étant pas indépendants , on utilise la formule des probabilités compo-
sées .

e pour tout k € [|1;n — 1]] ,on calcule Pr,n...nR,_,nrk—1 (Rk) en faisant le quotient du nombre de boules rouges
dans l'urne (2 4+ (k — 1)) par le nombre total de boules dans I'urne (3 + (k — 1)).

6. (a) Soitn € N*, (a,b) € R®.

a_ b an+2)+bn+1) n(a+b)+2a+b
n+l n+2 (+D0+2  m+Dn+2)

Deux polynémes étant égaux ssi ils ont méme degré et mémes coefficients,

(n+1)2(n+2) =it ni2 @2=na+b)+2+be {zci:rbb;oz < {ba;_zQ
N N 9
(b) En utilisant le résultat précédent et, par téléscopage, on a, pour N € N*,;P([Y =n]) = 7; ) —
0 _2|_ 5) = % - Ni— 5 = 1-— Ni— 5 qui tend bien vers 1 lorsque N — +00, ce qui justifie que la série converge
vers 1.

7. (a) Comme tous les termes sont strictement positifs, cela revient (en multipliant de chaque c6té par les deux dénomi-
nateurs) & démontrer que, pour tout n > 4, on a 2n? > (n+1)(n+2) & 2n*> >n? +3n+2 < n®>—3n—2 > 0.

3—V17 ot 3+ V17
2 2

. 3
D’aprés l'encadrement donné, la plus grand est comprise entre

Or, A = 17 et les racines de ce polynéme sont

= 3,0 et 3+5 = 4. Donc, comme n est

plus grand que cette racine (car n > 4), le polynéme est du signe de a donc positif, ce qui démontre l'inégalité
(b) La série harmonique est divergente et, d’aprés 'inégalité précédente, cela implique que la série de terme général
2n

(n+1)(n+2)
Y n’admet pas d’espérance, ce qui implique qu’elle n’admet pas non plus de variance.

= nP ([Y = n]) est également divergente (comparaison des sommes partielles). Par conséquent,

Partie III : Nombre de boules rouges obtenues au cours de n tirages

8. De fagon classique, X}, étant le nombre de boules rouges tirées (0 ou 1) au k-iéme tirage et Sy, le nombre total de boules
n

rouges tirées au cours des n premiers tirages : S, = Z Xk.
k=1
2
9. La variable aléatoire X; suit une loi de Bernoulli de paramétre p = P(X; = 1) = P(R;) = 3"
21 2
Son espérance est donc E(X1) = p = = et sa variance V(X1) = p(1l —p) = 339
10. (a) On utilise le SCE associé¢ & X1 dans la formule des probabilités totales, ce qui donne :
12 23 1 1 2
P(XQ = 1) :P(Xl =0NXy = 1)+P(X1 =1NXs = 1) :P(B1R2)+P(R1R2) = §Z+§Z = 6+§ = g

par la formule des probabilités totales.
Comme X2 ne prend que les valeurs 0 et 1, on en déduit que X2 suit aussi une loi de Bernoulli de paramétre

p= 5

3
22 4 1 P
(b) CommeP(Xlzl)P(ngl):gf:§etP(X1:1ﬂX2:1):E,ondedultque

les variables aléatoires X; et X2 ne sont pas indépendantes.

2(k+1)

11. Soit n € N* et k € [|0;n|]. On admet le résultat suivant : P ([Sn, = k]) = m
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(a) Pour tout n de N*,S,, () = [|0;n|] ,donc S, admet une espérance et : E(S,)

n

B 2(k + 1) 2 ,
DOHCE(S")*;)k(nH)(nJrQ) (n+1)(n+2) Z"’k*l) (n+1 )(n +2) (Zk *Z’f)
2 R4 1)2n+1)  n(ns1) B 2 n(n+1) [ (2n+1)
Soit B(Sn) = (n+1)(n+2)( 6 T )_ n+D)(n+2) 2 ( 3 H)

2 nn+1) ((2n+2)\ _ 2n
(n+1)(n+2) 2 ( 3 ) T3
L’événement (S, = k) se réalise lorsque sur n tirages , il apparaa®t k boules rouges et n — k boules bleues,
dans un ordre indéterminé .

Finalement : E(S,) =

La répartition de I'urne est alors 2 + k& boules rouges et 1 + n — k boules bleues pour un total de 3 + n boules.

(c) Par équiprobabilité, il est immédiat de déduire que Pig,, =) ([Xni1 = 1]) = zi :2))
(d) La formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événements ([Sn = k)¢ (|0, fournit :
P((Xns1 = 1)) = 3 Pisycig ((Xns1 = 1)) P ([Sh = ]
k=0
P[Xu = 1) =3 5 2 p s, =iy = L (STRP (5, = k) + 230 P (150 = K)
=n+3 n+3 = =
1 E(Sn) + 2
P([Xny1=1]) = E(S, 2) = ——————.
(X1 = 1) = — (B(5,) +2) = 25
() Xn+1 suit une loi de Bernoulli et, puisque E(S,) = % son paramétre est :
E(S,)+2 %42 288 9
P([Xny1=1]) = =3 = z
([ =1 == "5 W 3 nt3 3

On remarque que :

2
V¥n € N* | X,, suit une loi de Bernoulli de paramétre 3t

Partie IV : Etude d’une convergence

On s’intéresse dans cette partie & la proportion de boules rouges obtenues lors des n premiers tirages.

n
T, = —.
n

On pose, pour tout n de N*,

12. Soit n € N*. S,(Q) = [|0; n] done Ty () = {0, % O 1,1} c [0:1]
Ainsi,
Ve <0, P([T.<z])=0, e: Ve>1 P(T.<z])=1
13. Soit x € [0;1] et soit n de N* :
ln] el 1)
P ([T € 7)) = P([Sn < nz]) = kZ:O P([S, =k]) = Z:;] CECED) d’aprés le résultat de la question 8. (b) de la
partie III.
Ainsi,
9 lnz] 9 lnz]+1
P(T.<z])= —+—— k+1)= ———— Z j (changement d’indice j = k + 1)
(n+1)(n+2) & (n+1)(n+2) =
Or, Zj = mm+1) donc, avec m = |nz] + 1 on obtient :
i=1 2
P <l 2 (nal+D(ns] 42
(n+1)(n+2) 2
Conclusion : P(T,<z]) = (Inz] +1) (In@) +2) six € [0;1]

(n+1)(n+2)

14. Soit n € N*. La fonction de répartition de T, est donnée par :

0 si <0
P ([T, < a]) = (L”fflill))(%”fg 2 G el
sioz>1

(lnz] +1) (Inx] +2)

lorsque n tend vers 400 :
(n+1)(n+2) d v

Etudions la limite de

(lnz] +1) (lnx] +2) _

([nz] +1) ([nz] +2)

(n+Dn+2)

(n+1) ~ (n+2)

(ne)+1)

Or7 (n =+ 1) “+oo

n

| nx .
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[ne] _

1
Et pour tout z € [0;1], nx—lé[nmjgn:r:m—ﬁg -

T

1
Ainsi d’aprés le théoréme de ’encadrement, lim M =zet lim M = .
n—+oco N n—-+oo (’rL + 1)
De méme, lim M =z
n—+oo (n + 2)
0 si <0
Ainsi,| lim P ([T, <z]) =4 2° si x€][0;1]
n—-+o0o :
1 sioz>1
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% EXERCICE : EDHEC

Une société posséde un serveur vocal qui regoit des appels consécutifs soit pour le produit A, soit pour le produit B. Les
sujets des appels (produit A ou produit B) sont supposés indépendants les uns des autres.

Les trois parties de cet exercice sont indépendantes et seules les deux premiéres concernent le serveur vocal

PARTIE I : Etude de 100 appels

On suppose dans cette partie que le serveur vocal recoit 100 appels. On suppose que 5 % des appels regus par le serveur
concernent le produit A et 95 % des appels concernent le produit B. On note X la variable aléatoire égale au nombre
d’appels concernant le produit A au cours des 100 appels regus.

1. (a) Donner laloi de X. On précisera X () ainsi que P(X = k) pour k € X(Q).
Une réponse argumentée est attendue.
(b) Donner 'espérance et la variance de la variable aléatoire X.

2. On suppose que chaque appel concernant le produit A permet a la société d’engranger un bénéfice net de 95 euros
et chaque appel concernant le produit B permet & la société d’engranger un bénéfice net de 5 euros. On note Y le
bénéfice total de la société pour 100 appels.

Donner la relation entre Y et X, et en déduire I'espérance et la variance de Y.

3. On suppose que l'on peut approcher la loi de la variable X par la loi d’une variable aléatoire Z suivant une loi de
Poisson de méme espérance que X.

(a) Déterminer la valeur du paramétre de cette loi de Poisson.
(b) Exprimer P (X > 10) en fonction de A

PARTIE II : Etude de la premiére série d’appels

On suppose dans cette partie que le serveur vocal recoit une infinité d’appels consécutifs. On suppose également que 20 %
des appels concernent le produit A et 80 % des appels concernent le produit B. On dit que le serveur posséde une premiére
série d’appels de longueur n si les n premiers appels concernent le méme produit et le (n + 1)-iéme appel concerne
I’autre produit. On note :

e X 4 la variable aléatoire égale au nombre d’appels nécessaires pour obtenir le premier appel concernant le produit A ;
e X p la variable aléatoire égale au nombre d’appels nécessaires pour obtenir le premier appel concernant le produit B ;
e [ la variable aléatoire égale & la longueur de la premiére série d’appels.
e A;:"lei-éme appel concerne le produit A.
Par exemple, si les premiers appels sont AAABBAAAA ..., alors dans ce cas,ona X4 =1, Xp =4 et L = 3.
1. (a) Reconnaitre les loi de Xa et Xp.Une réponse argumentée est attendue. On précisera leurs supports ainsi que
P(X4a=k), P(Xg=k).
(b) Donner leurs espérances et variances.
(c) En déduire E(X3) et E(X3).
2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.
(a) Exprimer les événements (L =n)N(Xp =n+1)et (L =n)N(Xa =n+ 1) a'aide des événements (A;);>1.
(b) En déduire expression de P (L = n) en fonction de n et vérifier que :
Vn > 1, P(L=n)=0,8XxP(Xa=n)+0,2x P(Xp=mn).

3. Montrer que les espérances de L et de L? existent et sont données par :

E(L) = 0,8xE(Xa)+0,2%x E(Xg),
E(L?) = 0,8xE(X3)+0,2%xE(X3).

En déduire la valeur de I'espérance E (L) et de la variance V' (L) de la variable aléatoire L.

PARTIE I : Etude de 100 appels

1. (a) Lavariable X désigne le nombre de succés dans la répétition de n = 100 épreuves de Bernoulli identiques
et indépendantes, dont le succés « ’appel concerne le produit A » a pour probabilité p = 0,05. Donc X suit la

loi binomiale de paramétres 100 et 0, 05 : ‘ X < B(100;0,05) ‘
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100
k

On a alors ’ X () = []0;100]] ‘, et, | pour tout k € [|0;100|], P(X = k) = ( > (0,05)%(0,95)* ",

(b) Ona immédiatement’ E(X)=np=5 ‘et ‘ V(X)=np(l—p)=5x%x0,95=4,75 ‘

2. Iy a X appels concernant le produit A, ce qui génére un revenu de 95X, et 100 — X appels concernant le produit B,
ce qui génére un revenu de 5(100 — X). Ainsi, le revenu global est :’ Y = 95X + 5(100 — X) = 90X + 500. ‘
Dot :
E(Y) = E(90X + 500) = 90E(X) + 500 = 950 et V(Y) = V(90X + 500) = 90?V(X) = 8100 x 4,75 = 38 475.

3. Le paramétre d’une loi de Poisson est son espérance. Or, E(X) = 5, donc Z — P(5). Il vient ensuite :

(@3

9 rk
P(X>10)=P(Z>10)=1-P(Z<10)=1-P(Z<9)=1-) —e".
k=0 "

=

PARTIE II : Etude de la premiére série d’appels

1. (a) Xa (reps. X p)désigne le rang du premier succés dans la répétition d’une infinité d’épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes, dont le succés « l’appel concerne le produit A » (resp. « I'appel concerne le

1
produit B » ) a pour probabilité 0,2 (resp. 0,8). Donc X 4 suit la loi géomeétrique de paramétre p = 0,2 = 5 :

4 4
Xa—=G (%) , et X suit la loi géométrique de paramétre p = 0,8 = 5 Xp =G (g>

On a alors :‘ Xa(Q)=Xp(2) =N" ‘7 et, pourtout k > 1,| P(Xa = k) = (0,8)* 1 x 0,2 P(Xp=k)=(0,2)""1x0,8]

(b) Onaimmédiatement | E(X4) = ]19 =5 E(Xp)=23let|V(Xa)= = =20 V(XB)= =—|

(c) Puis, grace a la formule de Koenig—Huygens‘ E(X3) =V (Xa)+E(X4)?>=20+5% =45 |et
5 25 30 15

66 16 8

2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.

E(X%) =V(Xp) + E(Xp)* =

(a) [L =n]N[XB =n + 1] signifie que la premiére série a une longueur égale a n, et que le premier appel concernant
le produit B est intervenu lors du (n + 1)*“™¢ appel. Ainsi :

De méme : [L = n] N [Xa = n + 1] signifie que la premicre série a une longueur égale a n, et que le premier appel
concernant le produit A est intervenu lors du (n + 1)*“™° appel. Ainsi :

[L=nn[Xa=n+1]=[)AnNAn

i=1

(b) Soit n > 1. Comme [L =n]=[L=n]N[Xa=n+1U[L=n]N[XB =n+ 1], que les événements
[L =n]N[Xa =n+1]et [L =n]N[Xp =n + 1] sont incompatibles, et que les événements A; sont mutuellement
indépendants
P(L =n) =[] P(4) x P(Aui1) + [ P(AD) x P(Any1) = (0,8)" x 0,2+ (0,2)" x 0,8

i=1 i=1

=0,8%(0,8)" ' x0,2+0,2x (0,2)"" ><O78:‘0,8><P(XA=n)+O72XP(XB:n)‘

3. Ona L(Q) = N*. L admet une espérance si, et seulement si la série Z nP(Ly) converge absolument. Cette série étant
n>1
& termes positifs, la convergence simple suffit. Soit N > 1 :

> nP(L=n)=> n(0,8 x P(Xa=n)+0,2x P(Xp =n))
:078 (Z’I’LP(XA =n)> +0,2 <ZnP(XB :n)>
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On reconnait le calcul des espérances des variables aléatoires X 4 et X g, qui existent puisque ce sont des variables de loi
géométrique. Donc la série est convergente et L admet une espérance. Puis, en faisant tendre N vers 4-co, on obtient :

\E(L) =0,8x E(Xa)+0,2 x E(Xp). \

A . s . . L. 2
De la méme maniére, L admet un moment d’ordre 2 si, et seulement si la série E n”P(L = n) converge.
nz1

Soit N >1:

> n’P(L=n)=) n?*0,8x P(Xa=n)+0,2x P(Xp=n))

n=1

N N
=0,8 (Z n’P(X, = n)> 40,2 (Z n’P(Xp = n)>

n=1 n=1

On reconnait le calcul des moments d’ordre 2 des variables aléatoires X4 et Xp, qui existent puisque ce sont des
variables de loi géométrique. Donc la série est convergente et L posséde un moment d’ordre 2. Puis, en faisant tendre
N vers +oo, on obtient :

‘E(LQ) =0,8x E(X3)+0,2x E(X}) ‘
. 2 5 5, 15
Calculs : on avait E(Xa) =5, E(Xa)* =45, E(XB) = 1 et E(X3) = 3
D’ou :
E(L):0,8><E(XA)+072><E(XB):%><5+%><g: %7.
E(L2)=o78xE(Xi)+o,2xE(X?B):éx45+1x1i’_36+§—@
5 578 8§ 8
2

V(L) = E(L?) — (B(L)* = 21 - (H) _ 582 289 _[293

8 4 16 16 16

16 16 | 16 °
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% EXERCICE :

Les parties I et II peuvent étre considérées indépendantes.

Partie I : Un résultat préliminaire

Dans cette partie, z est un réel élément de [0; 1.

1. Pour tout n € N*, et pour tout ¢ € [0; z], simplifier la somme Z oL

k=1
2. En déduire que i ﬁ —In(l—z)— t dt
’ d —~k o 11—t °
3. Etablir a I’aide d’un encadrement que lim d =0.
n—+too o 1—1
+oo :Ck
4. En déduire que Z =" In(1—x).
k=1
Partie II : Etude d’une variable aléatoire
On admettra dans cette partie les deux résultat suivants :
+oo 2k
Vz € [0; 1[2 = —1In(1 — z)
k=1
—+oo
k-1 e 1
1- =

Dans cette partie, on désigne par p un réel de |0, 1[ et on poseg=1—p .

k
On considére la suite (uk)ren+, définie par uy = — 4
kin(p)
1. (a) Vérifier que la suite (ux)ren+ est & termes positifs.
400
(b) Montrer, que Zuk =1
k=1

On considére dorénavant une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée par P(X = k) = uy,
2. (a) Montrer que X posséde une espérance et la déterminer .

_q(g+In(p)
(pIn(p))?
3. Soit k un entier naturel non nul . On considére une variable aléatoire Y dont la loi, conditionnellement & I’événement

(X = k), est la loi binomiale de paramétres k et p, c’est a dire pour tout ¢ € [0; n]

Pix=i(Y =14) = (?)Pi(l —p)F

(b) Montrer également que X posséde une variance et vérifier que : V(X) =

(a) Montrer que Y (£2) = N puis utiliser la formule des probabilités totales, ainsi qu'un des résultats afin de montrer

que :
In(1+ q)
PY=0)=14—"F7—>+
. In(p)
k k—1
(b) Aprés avoir montré que , pour tout couple (k,n) de N* x N* on a: %) = %, établir que, pour tout entier
naturel n non nul, on a :
pg" R ((k-1
P(Y =n)=— 2k,
=m=- B (4@
En déduire , grace & un des résultats admis, I’égalité :
P(Y =n)=— 4
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+oo
(c) Verifier que l'on a Z PlY=k) =1
k=0
(d) Montrer que Y posséde une espérance et donner son expression en fonction de In(p) et g .
_gq(g+ (1 +q)In(p))
(In(p))?

(e) Montrer aussi que Y posséde une variance et que l'ona: V(Y) =

Partie I : Un résultat préliminaire

1. a) Il s’agit de la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison ¢ :

n n—1 n
Pour tout ¢ € [0,#] C [0,1[, on a ¢ # 1 donc : th_l — Ztk — %
k=0

p=1

b) On intégre I'égalité précédente sur [0, z] ,ou les fonctions sont continues :

/(Zt”‘l)dt = / 117 tt dt.
o p=l a

0

et par linéarité de I'intégrale :

n x _ y 1 e tn
p—1 — _
Z(/Ot dt)_/l_tdt /1_tdt.

et enfin

n

P x n
x—:fln(lfx)f/ t dt.
0

= p 11—t
L 1 1
c¢)Pourt € [0,z] C[0,1[,ona:0<t<zet0<l—z<1-—tdoul< T3 < 1
— -
n n
et en multipliant par ™ > 0:0 < < sur [0, z] .
1-1 1—2
. R . xr tn xT tn
Or 0 < z, donc en intégrant sur [0, z] ,on obtient : | 0< [ I tdtg S I dt |
0o+~ 0o+ -7
Et comme
tn 1 1 7§n+1 z 1 n+1
1—=x 11—z l—z |n+1], l—2z\n+1) nstoo
0 0
( lim 2"t =0carz € [0,1]),
n—-+oo
x tn
par le théoréme d’encadrement (sur les limites en n), on a aussi :| lim [ dt = 0.
n—+o0 § 1—t¢

d) Par conséquent :

" g [ t"
— =—In(1-2x) —/ dt — —In(1—2x)
p 1—%t no+too
p=1 0
g R
Le série de terme général (—) est donc convergente de somme : — =—In(1-2)
P/ p>1 p=1
Partie II : Etude d’une variable aléatoire
¢
1. (a) Avec les conditions de ’énoncé : q* et — In(p) sont positifs donc | Vk € N* : up = — K n(p) > 0.

+oo +oo & too
q 1 q 1
b k= T En()  In(n) o = —In(l1—9¢q)) =1}
v kz::l ’ ; k In(p) In(p) ; k 1n(p)( ( )
en utilisant le premier résultat admis avec ¢ €]0, 1].
2. (a) Soitn € N.

3

n k 1

On reconnait le terme général d'une série géométrique. Comme g €]0, 1], cette série converge donc E(X) existe.
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1 = k 1 q
E(X):—mzq =|— 4

(b) On cherche a utiliser le théoréme de transfert. Soit n € N.

n k

2 oy N2 o > " 4 N~k
;m P(X_k)|_;k PX=ky=->k ) __ln(p)quk

k=1 k=

-

On reconnait le terme général d’une série géométrique dérivée d’ordre 1. Comme ¢ €]0, 1] , cette série converge
donc E(X?) existe et

2 1 q
B = "np a— g2

Donc X admet une variance, et en utilisant la formule de Koenig-Hugens, on trouve :

_ 2y _ 2 _ 1 q _ 1 q :
ViX) = BX") = B(X) ~ In(p) (1 —q)? (ln(p)lfq)
_ 1 q q _ 1 g (W@ +g
= () (1 q)? (”ln@)) n(p) (p>2( In(p) )

_q In(p) +¢
Vo= <p1n<p>>2( In(p) )

3. En notant Y{x— la v.a.r Y conditionnée par '’événement [X = k] :

Vn € [[0,K]] : Px—i) (Y =n) = (ﬁ)p"(l fp)kfn .

(a) Comme on a Yjx—i)(£2) = [|0;k|] et que X (£2) =N",ona Y(£2) =N .
Par la formule des probabilités totales appliquées a I’événement Y = 0 et avec le systéme complet d’événements
(X = k) cnw» On Obtient :

+o0 +oo k

PV =0) =3 Py (V = 0) P(X =) = =3 (1 =)' 40
R Y (1 ety = =@ +n(+q) | In(1+q)
T Thp) 2 b ) )= n(p) =M )

(b) Soit k et n deux entiers naturels non nuls.

1(k\ 1 & (k-1 1 (k—1)! k-1
k\n)  knl(k—n) nn—Dk—n) nh-D(k—1—m—-1) |n\n-1

De plus pour tout n € N :

—+oo
P(Y=n)= Z Pix—p (Y =n).P(X =k) (formule des probabilités totales).
k=1

— X (kY n em @  pq" T2 (k) g2F2n
_;< )p (2) () ——ln(p); o
n n too o non
- fn((;)) Z % (fz — 1) (qz)kin == nplnq(p) ﬁ (résultat admis avec x = 1 — q2 € [0,1]).
I 1
| nhn(p) L+
(©)
ST PO ) = POY = 0)+ S P(Y = m(l+q) <X g 1
kZ:OP(Y_n) P(Y_O)Jr;P(Y_n) =1+ 0 ,;nln(p) =
Coo o+ 1 X1 g ,
=1+ ) () ;n(1+q) (on montre que Tra €lo,1]).

O+ 1 g Wt 1T
12T (=In(1 1+q)) 1+ o) ln(p)( In( )
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(d) Soitn € N.

n

= . N " i qi 1 _ 1 q i
;'zP(Y—Z”—; iln(p) (1 + q)i = In(p) i:1(1+q)

. A 5 s . L . q
On reconnait le terme général d’une série géométrique de raison g

€[0,1] . Donc la série converge et Y admet
q
une espérance.

1 q 1 q
BY) = In(p) 1 +¢1—7L  In(p)’

(e) On cherche a utiliser le théoréme de transfert. Soit n € N.

3

n2 _ _nn2 __n_2 qk 1 _ q qd k-1
2 WP =Rl =) wPY = k) =) K G g = T i gt 2 T g

On reconnait le terme général d’une série géométrique dérivée d’ordre 1, Comme 1 j_ €[0,1] ,la série converge
q

et Y admet un moment d’ordre 2.

In(p) 1 +q (1 - 1£)? In(p)

D’ou la variance de X :

V(Y)=E(Y?) - E(Y)? =— q(l+q) < q ))2

In(p) In(p
___ 494 a \___a (A+ainp) +a
= m@(“ﬂ+m@> mm( In(p) )
_|_((0+qgIn(p)+q
N % (in(p))? )
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% EXERCICE 3 :

Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on considére une urne contenant n boules numérotées de 1 a n, dans laquelle on
effectue une succession de (n + 1) tirages d’une boule avec remise et ’on note X, la variable aléatoire égale au numéro du
tirage ou, pour la premiére fois, on a obtenu un numéro supérieur ou égal au numéro précédent.

Ainsi, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, la variables X,, prend ses valeurs dans [2;n + 1]. Par exemple, sin = 5 et si
les tirages aménent successivement les numéros 5,3,2,2,6,3, alors X5 = 4. Pour tout k de [1;n + 1], on note Ny, la variable
aléatoire égale au numéro obtenu au k-iéme tirage.

Partie I : Etude du cas n =3

On suppose dans cette partie uniquement que n = 3. L’urne contient donc les boules numérotées 1, 2, 3.
1. (a) Justifier que [X3 = 4] = [N1 = 3] N [N2 = 2] N [N3 = 1]. En déduire P(X3 = 4).

(b) Montrer que P(X3 = 2) = % et en déduire P(Xs = 3).

2. Calculer 'espérance de Xs.

Partie II : Cas général

Dans toute cette partie, n est un entier fixé supérieur ou égal a 2.

w

. Pour tout k de [1;n + 1], reconnaitre la loi de Ny et rappeler son espérance et sa variance.
. Calculer P(X, =n+1).

o~

~n—i+1

ut

. Montrer, pour tout ¢ de [1;n] : Py, =) (Xn = 2)

6. En déduire a laide de la formule des probabilités totales, une expression simple de P(X,, = 2).
7. Soit k € [2;n]. Justifier égalité d’événements suivante : (X, > k) = (N1 > N2 > ... > Ny).

k
8. On en déduit (on ne demande pas de le démontrer), que P(X, > k) = (%) (Z) .

Veérifier que cette derniére égalité reste valable pour k = 0 et pour k = 1.
9. Exprimer, pour tout k € [2;n + 1], P(X,, = k) a'aide de P(X,, > k — 1) et de P(X,, > k).
10. En déduire : E(X,,) = ZP(Xn > k). Calculer ensuite E(X,). On admet que lim E(X,) =e.

n—-+oo
k=0

11.  (a) Montrer a I’aide d’une expression factorielle, que pour tout 0 < k < n, (k — 1) (n _l: 1) =n <k: ﬁ 1) — <n> .
. . k-1 n+1
(b) En déduire que : Vk € [[2;n + 1], P(Xn = k) = - (".

Partie III : Comportement asymptotique

k

12. Montrer que la série Z ol
k>2
On admet qu’il existe une variable aléatoire Z & valeurs dans [2; +-o00] telle que :

converge et calculer sa somme.

k—1
k!

Vk € [2;+oo, P(Z = k) =

13. Montrer que Z admet une espérance et la calculer. Comparer E(Z) et lirf E(Xy).
n——+0oo

Partie I : Etude ducasn =3

1. (a) Pour que [X3 = 4] se réalise, il faut que les trois premiers numéros ne cessent décroitre, et comme il n’y a que trois
numéros dans 1'urne, la quatriéme boule peut valoir n’importe quoi. Il n’y a une qu’une seule fagon pour ces numé-

ros de décroitre ainsi, tirer le 3, puis le 2, puis le 1. Ainsi on a bien‘ [Xs=4] =[N =3]N[N2=2]N[Ns =1]. ‘

(b) Les tirages se faisant avec remise, ils peuvent étre considérés indépendants. Ainsi

P(X3 =4) = P(N; =3)P(N2 = 2)P(N3 = 1) = <1>3
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2. Pour que [X3 = 2] se réalise , les tirages possibles sont ceux qui commence par 1, ceux qui commencent par 2,2 ou 2,3
ou encore tirages qui commencent par 3,3 . En terme d’événements, cela se traduit par la relation.

[Xs=2] =[Ny = 1] U ([N1 = 2] N [N2 = 2]) U ([Ny = 2] N [Na = 3)) U ([N1 = 3] N[Nz = 3))
Par incompatibilité des [Ny = k], on obtient
P(X3=2) = P([N1 =1]) + P([N: = 2] N [Na = 2]) + P([N1 = 2] N [N2 = 3]) + P([N1 = 3] N [Na = 3])
Les tirages étant indépendants, on obtient
P(Xs = 2) = P(INi = 1]) + P(INy = 2))P(IN2 = 2)) + P(INy = 2)P([N2 = 3]) + P(IN: = 3)) P(IN = 3))

1 11
39 9

9
On trouve bien P(X3 = 2) = § Comme X3(02) ={2,3,4}, P(Xs=1)+ P(Xs=2)+ P(Xs=3)=1let
2 1 8
3.
4 24 4 64

Partie IT : Cas général

4. Pour tout k € [|2;n + 1|], Ny représente le numéro de la boule au k-iéme tirage, et nous sommes en situation d’équi-

n+1 7712—1
5 V(Ng) = TR

5. L’événement [X,, = n + 1] se réalise si & chaque tiragef le numéro de la boule descend de 1. Ainsi

probabilité. Elle suit donc | une loi uniforme U ([|1;n|]), et E(Nk) =

Xn=n+1=[Ni=nN[No=n—-1N..N [N, =1]

Comme les tirages sont indépendants :

P(Xn:n—kl):%x...xl: (l>

n n

6. Sion sait que 'événement [N1 = 4|, 'événement [X,, = 2] se réalise si la deuxiéme boule a un numéro supérieur ou égal
4 4. Comme il y a n boules, cela fait n — ¢ + 1 possibilités, sur les n cas possibles. Ainsi

n—i+1

Py =iy (X =2) = -

7. La famille ([N1 = 4])ic[1;n)] st un systéme complet d’événements, de probabilités non nulles. D’aprés la formule des
probabilités totales :

n

P(Xn=2)=3 Povi=j(Xa =2)P(N1 =1) =}

i=1
= % (Znﬂ—zz')
=1

n—i+1 1
L
n n

i=1

:% ((nﬂ)nfw>

n(n+1) n+1

2n2 | 2n

8. L’événement [X,, > k| est réalisé si et seulement si au cours des k premiers tirages on n’a jamais obtenu un numeéro égal
ou supérieur au précédent, c’est & dire si et seulement si le numéro obtenu lors d’un tirage est inférieur au précédent,
d’on

[Xn > K] =[N > Mo > .. > N |

9. Pour k = 0 et K = 1, comme on sait que les valeurs prises par X, sont supérieures ou égales & 2 : P(X,, > 0) =

P(X, > 1) =1). Par ailleurs
0 1
) W)t
n 0 n 1 n

‘ Les relations sont bien vérifiées pour k = 0 et k = 1. ‘
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10. Pour tout k € [|2;n + 1|], on a la relation [X,, = k] = [X,, > k — 1] \ [X, > k], et comme [ X, > k] C [X,, > k — 1]

alors
‘P(Xn:k:):P(Xn>I<:—1)—P(Xn>k:)‘
11.
n+1 n n+1 n+1
E(Xn) =Y kP(Xn=k) =Y k(P(Xn>k—1)=P(Xp>k)=> kP(Xp>k—1)= Y kP(X, > k)
k=2 k=2 k=2 k=2

On effectue un changement d’indice i = k — 1 dans la premiére somme :

n n+1 n n n+1
E(Xp) = (i+1)P(Xn >i)— > kP(Xn>k)=> P(Xp>i)+» iP(Xy>i)— > kP(X, > k)
=1 k=2 =1 =1 k=2

=iP(Xn >i)+ P(Xn>1)—(n+1)P(X, >n+1)

=1

Or il n’est pas possible que X,, > n + l,et P(X, > 1) =1 = P(X, > 0) donc

E(X,) = iP(Xn > i)+ P(X, >0) = ip(xn > )

=1

En utilisant ce qui nous est donné & la question précédente, ainsi que la formule du binéme de Newton, on trouve

s =S () (1) -5 () (1) - (+2)

12. (a) Soit 1 <k <m.

(k=1) (n Z 1) = k-1 k!(?in:_llz!k)!
n!

n n n! n! n! |
"(k—1> - <k> R e TR ey n R el prpeyroru s VR G O prgy oy Y
nlnk—n—1) nln+1)(k—1) (n+1)!

T Cpy e iy T oy o R e e ey

On retrouve bien les mémes expressions :

)
(b) D’apres la question 9)
P(X, =k) = P(X, > k—1)—P(X, > k) = (i)kl (k " 1) - (i)k <Z> _ (Tll)k ("(kﬁ 1) _ (Z))

En utilisant la question précédente

Partie III : Comportement asymptotique

(c) Soitn > 2,

Zk—l_ LA LI S S L WL
kK k! k' (k—=1)! k' 7! k' n!
k=2 k=2 k=2 k=2 k=2 i=1 k=2
. 1 k—1 ]
ngl}rlw 1-— i 0 donc Z ol converge et
k>2
S L
K|
k=2
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(d) SoitneN,n>2.

" I (k-1 1lk-1) - 1 1
D kP(Zn =)l =3 kx = = k-1 (k—2)!*zz‘!
k=2 k=2 k=2 k=2 1=0

On reconnait le terme général d’une série exponentielle. Elle converge donc ‘ Z admet une espérance ‘et

oo
1
BZ)=3 5=
1=0

On retrouve le résultat donné dans la question 11, donc lim E(X,) = E(Z).
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Intégration

@%f; ProBLEME : ESSEC

Etudier I’évolution des inégalités dans la répartition des richesses, matérielles ou symboliques, dans une société est un des
thémes majeurs des sciences humaines. Considérons un exemple élémentaire. Le tableau ci-dessous présente le pourcentage
d’accés a I'enseignement secondaire en Grande-Bretagne lors de deux périodes pour deux catégories sociales :

avant 1910 | entre 1935 et 1940
Profession libérale 37% 62%
Ouvriers 1% 10%

On propose trois modes de comparaison des inégalités entre les deux classes sociales.

1. En regardant ’augmentation des pourcentages pour les deux classes entre les deux périodes on conclut que 'inégalité
a augmenté entre la classe la plus aisée (Profession libérale) et la plus défavorisée (Ouvriers).

2. Si on regarde le taux d’accroissement des pourcentages, comme % > %, on déduit que I'inégalité a diminué.

3. Si on regarde le taux d’accroissement des pourcentages de ceuzr qui n’accédent pas a l’enseignement secondaire,
comme % > %, on déduit que I'inégalité a augmenté puisque le nombre de ceux qui n’ont pas accés & ’enseignement
supérieur a proportionnellement plus diminué que celui de ceux qui y ont accés.

Comme on le voit chacune des fagons de voir est 1égitime a sa maniére. L’objet du probléme est d’introduire des outils afin
d’étudier la concentration d’une loi de probabilité pour contourner des paradoxes auxquels une analyse trop rapide peut
conduire, ou du moins d’en étre conscient.

Indice de Gini

On rappelle qu’une fonction numérique définie sur l'intervalle J de R est convezre sur J si elle vérifie la propriété
suivante : V(thtz) S J2, Ve [0, 1], f()\t1 —+ (1 — A)tz) < )\f(tl) =+ (1 — )\)f(tz)
On rappelle en outre qu'une fonction f est concave si — f est convexe.
On désigne par E l'ensemble des applications f définies sur [0, 1] & valeurs dans [0, 1], continues et convexes sur [0, 1], et
telles que f(0) = 0 et f(1) = 1. Pour toute application f de E, on note f Tapplication associée a f, définie sur [0, 1] par
F(t) =t — £(2).

1 1
On pose enfin I(f) = 2/ ft)dt = 2/ (t — f(t))dt. I(f) s’appelle 'indice de Gini de I’application f.
0 0

1. (a) Donnez une interprétation géométrique de la propriété de convexiteé.
(b) Lorsque f est une fonction de classe C* sur [0, 1], rappeler la caractérisation de la convexité de f sur [0,1] &
laide de la dérivée f’.
2. (a) Justifier que f est concave sur [0, 1].
(b) Montrer que I(f) =1 —2 [, f(t)dt.
Représenter dans un méme repére orthonormé les fonctions f et ¢t — t et donner une interprétation géométrique

de I(f).
3. Un premier exemple.
Soit f : [0,1] — R telle que f(t) = #* pour tout ¢ € [0, 1].
(a) Montrer que f est un élément de E.
(b) Calculer I(f).
4. Propriétés de I’indice de Gini.
(a) Pour f élément de E, établir que I(f) > 0.
(b) Montrer que I(f) = 0 si et seulement si f(¢) = ¢ pour tout ¢ € [0, 1].
(c) Montrer que pour tout f élément de E, I(f) < 1.
(d) Pour tout entier n > 0, on définit f,, sur [0, 1] par f,(t) = ¢".

i. Pour tout entier n strictement positif, calculer I(f).

—
o
~

ii. En déduire que pour tout réel A vérifiant 0 < A < 1, il existe f appartenant & E telle que I(f) > A.

5. Minoration de I’indice de Gini
(a) Soit f élément de E. Montrer qu'il existe to dans ]0, 1] tel que f(to) = m{gm)i]f(t).
te[o,
(b) Montrer que pour tout ¢ de [0, to], f(t) > f(to). ~.
(¢) Montrer que pour tout ¢ de [to, 1], f(t) > f(to). A=
(d) En déduire que I(f) > f(to).
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L’indice de Gini donne une indication sur la concentration des richesses d’un pays si I'on suppose que la fonction
f rend compte de cette concentration. Par exemple, f(0,3) = 0,09 s’interpréte par le fait que dans la population
classée par ordre de richesse croissante, les premiers 30% de la population possédent 9% de la richesse totale du pays.
Plus l'indice I(f) est grand, plus la répartition des richesses est inégalitaire.

Le cas a densité

Soit g une fonction définie sur R, nulle sur | — 0o, 0], continue et strictement positive sur |0, +oo[. On définit une fonction
xr

G sur Ry par G(z) = / g(t)dt pour z € Ry et on admet que lir_~1_1 G(z) =1.

0 r—r o0
Si g représente la densité de population classée suivant son revenu croissant, G(z) représente la proportion de la population
dont le revenu est inférieur a x.

On suppose de plus que liIJIrl tg(t)dt est finie et on note m sa valeur, qui représente la richesse moyenne de la popula-
xr—r oo
0

tion.
6. (a) Montrer que m > 0.
(b) Montrer que G est une bijection de [0, 4-00[ sur [0, 1[. On notera G~ son application réciproque.
(c) Quel est le sens de variation de G™* sur [0, 1[?
7. (a) Alaide du changement de variable u = G(v), établir que pour tout ¢ € [0, 1],

t @)
/ G (u)du = / vg(v)dv.
0 0

(b) En déduire que lim1 / G~ (u)du est existe et donner sa valeur.
z—=1 J,

t
8. Soit f la fonction définie sur [0, 1] par : f(¢) = l/ G ™! (u)du pour tout ¢ € [0, 1[ et f(1) = 1.
mJo

(a) 1. Montrer que f est continue sur [0, 1].
ii. Montrer que f est convexe sur [0, 1[. On admettra qu’en fait f est convexe sur [0, 1].
iii. En déduire que f est un élément de E.

(b) Montrer, a I’aide d’une intégration par parties, I’égalité
2 o0
I(f) = -1+ 7/ o0 Gl
mJo

9. Soit A un réel strictement positif. On suppose dans cette question que g est une densité de la loi exponentielle de
paramétre A.
(a) Expliciter G(x) pour z > 0.
(b) Expliciter G~*(u) pour u € [0, 1[.

¢) Donner la valeur de m.

)
)
d) Soit ¢t € [0, 1[. Montrer que f(t) = — fot In(1 — u)du.
)
)
)

—~ o~

e) En déduire que pour tout ¢ élément de [0, 1[, on a f(t) = (1 — ) In(1 —t) + ¢.

f) Justifier la convergence de I'intégrale fol (1 —1¢t)In(1 — t)dt et la calculer.

g

—_

—~

En déduire la valeur de I(f).

Indice de Gini

1. (a) La définition d’une fonction convexe sur J signifie que sur tout segment [t1,t2] de J, 'image de tout point du

segment [t1, t2] est ’ en dessous de la corde passant par les points (t1, f(t1)) et (t2, f(t2)). ‘

(b) Lorsque f est une fonction de classe C" sur [0, 1], f est convexe sur [0, 1] si et seulement si’ sa dérivée est croissante sur [0, 1]. ‘

2. (a) D’apres l’énoncé,f est concave si —f : t — f(t) — t est convexe.
Montrons que — f est convexe :
v(t17t2) € [07 1}27 VA€ [Oa 1]57

—f()\h =+ (1 — )\)tz) = f()\t1 + (1 — )\)tz) — ()\tl + (1 — )\)tz)
< )\f(tl) + (1 — )\)f(tz) — At — (1 — )\)tg

car f est convexe
= Af(t1) = t1) + (1 = A)(f(t2) — t2)
= A (=F) + (= N (—f(t2))

Ainsi, | — f est bien convexe i.e. f est concave. ‘
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(b) Toutes les fonctions intervenant dans le calcul sont continues sur le segment [0, 1] donc y admettent une intégrale;
et par linéarité de l'intégration sur [0,1] :

I(f):2</01tdt—/olf(t)dt> —2([?];—/01]0(75)&) :1—2/01f(t)dt

1 1
1 1
¢) On remarque dans le calcul précédent que tdt = — 2 = ——. Ainsi, I =2 t— f(t)dt =
1
0 2 fo tdt 0
1
IS
0 T est la proportion de l'aire entre la courbe de f et la premiére bissectrice dans ’aire entre ’axe
tdt
0
des abscisses et la premiére bissectrice sur le segment [0, 1].
1 -
08
tet
061
fonction f
0.4
021
0
0 02 04 06 08 12 14
02

3. Un premier exemple.

Soit f : [0,1] — R telle que f(t) = > pour tout ¢ € [0,1].
(a) e Vte[0,1],¢* € [0,1] donc f est bien définie sur [0, 1], a valeurs dans [0, 1] et en particulier f(0) = 0> = 0 et

f()y=1°"=1.

e f est de classe C? sur [0, 1] comme fonction polynomiale. En particulier, elle est bien continue et de classe

C" et f(t) =2 > 0 donc f’ est croissante. f est bien convexe.

‘ f est bien un élément de E. ‘

1 1
(b) 1(f):172/0 f?dt:le{g] _13_,
0
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4. Propriétés de I’indice de Gini.
(a) Montrons que f > 0 sur [0, 1] :
Comme ’énoncé donne les valeurs de f(0) et f(1), V¢t € [0, 1], appliquons I'inégalité de convexité avec t; = 1,
to=0etA\=1:

FE1+ 1 =10.0) <tf(1)+ (1 —8).f(0) & f(t) <t t—ft) >0

1
Ainsi, ‘ vt €[0,1] f(t) >0 ‘et par croissance des bornes, / f(t)dt > 0 donc I(f) > 0.
0

(b) I(f) =0« /01 f(t)dt =0 <Vt €[0,1], f(t) = 0 car f est continue et positive sur [0, 1].

Ainsi, I(f) =0 |t € 0,1], f(t) =t

1
(c) Pour tout f élément de E, f est continue et positive et f # 0 (car f(1) = 1) donc/ f)dt > 0.
0

1
Ainsi,| I(f) :1—2/ ft)dt < 1.
0

(d) Pour tout entier n > 0, on définit f, sur [0,1] par fr(¢) = t".
) 1 N R 1 2
L I(f)=1—2] t"dt=1-2 =|1- .

0 n+1], n+1

ii. e Méthode 1 : La question précédente donne lir+n I(fn) = 1. Donc, par définition de la limite, en posant
n—-+00o

e=1—A>0,il existe N € N, tel que pour tout entier n > N, 1 —¢ < I(fn) < 1+ ¢ . Ainsi, en
particulier, pour tout n > N, I(f,) > 1—¢ = A.
Donc‘ f = fn convient. ‘

e Méthode 2 : Cherchons les entiers n € N* tels que I(f,) > A :
2 2 1 1
I(fn)>A@1—n—>A@—<1—A@n+ > —— carl-A>0,&n>

+1 n+1 2 1-A
2
> | —].
=

2
En posant N = {mJ , alors‘ f = fn convient. ‘

-1&

2
1-A

5. Minoration de I’indice de Gini

(a) f € E donc f est continue sur [0,1] et t > ¢ est continue sur [0,1] donc f est continue sur le segment [0, 1].
Or toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes. De plus, f(0) = 0 — f(0) = 0,

f(1)=1—f(1) =0et f(t) > 0sur]0, 1] donc il existe | to dans ]0, 1 tel que f(to) = trél[g%]f(t).

t t x
(b) On remarque que t = t—.to = t—.tg +(1— t—)O . Ainsi, en appliquant I'inégalité de concavité a f avec t1 = to,
0 0 0

t
tQ:Oet)\:t—e[0,1]cart€[0,to],ona:
0

f(t):f(i.toJr(lfi).O)Zi.~(to)+(lf%), f\(f)l - %.f(to)

to to to t
=0—f(0)=0
t—1 t—1 t—1 t—1 t—1
(c) Onremarquequet:m.(to—l)ﬂ-l: tofl'to_to 711-1- =7 71.to+1—t071 . Ainsi, en appliquant
. t—
l’inégalitédcconcavitéafavcctl:to,tzzlct/\:t 16[0,1] cart € [to,1] doncto —1 <t —1<0donc
0 —
1 _
en multipliant par <0,ona:1> >0;ona:
to—1 to—1
= s t—1 t—1 t—1 t—1 = t—1
t) = .t 1-— 1) > J(E 1-— . 1 = J (&
foy =7 (F=p o+ (- £=0) 2 =1 f + (- 20 J) = £ fw)
=1—f(1)=0
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(d) Ainsi,

_Q/f

v

to
2
Chaile\ 0

t)dt + 2/1 f(t)dt

o - -1 o
2/ —.f(to)dt + 2 / —— . f(to)dt d’aprés les questions précédentes
o to to to—1

5 o ¢ . |
= 2.f(tg)/ —dt—&-?.f(to)/ dt
o Yo to to—1

=|f(to)

Le cas a densité

£2
2t

2. f(to) {0]:} +2.f(to) {2((2;7—1)12)] /tol

= 2.f(t0) 3 —2.f(t)

to—1

Soit g une densité de probabilité sur R, nulle sur | — oo, 0], continue et strictement positive sur ]0, +oo[. On définit

une fonction G sur Ry par G(z) =

g(v)dv pour z € Ry. Si g représente la densité de population classée suivant son

0
revenu croissant, G(x) représente la proportion de la population dont le revenu est inférieur a z. On suppose de plus que

+o0o
/ vg(v)dv est convergente et on note m sa valeur qui représente donc la richesse moyenne de la population.
0

6. (a) D’apres I’énoncé, la fonction v — vg(v) est continue et strictement positive sur ]0,4+o0o[ comme produit de

fonctions continues et strictement positives donc m = /
0

(b)

— o0
admettant g pour densité. Ainsi, d’apreés le cours :

e G est continue sur [0, 400l

vg(v)dv > 0.

G(z) = / g(v)dv car g est nulle sur R_. On reconnait ainsi la fonction de répartition d’une variable aléatoire

e G est de classe C" sur ]0,+o0[ (car g est continue sur cet intervalle). Elle est en particulier dérivable et

G'(z) = g(z) > 0 sur |0,

+oo[ donc G est strictement croissante sur ]0, +o00].

0
e G(0)= / g(v)dv=0et lim G(x) =1 car G est une fonction de répartition.
0

T —+00

Ainsi, @ réalise une bijection de [0, +-o00[ dans [G(0), hgl G(z)[=
r—r+0o0

[0, 1[.

) G est continue sur [0, +o0[ et de classe C" sur ]0,+oo[. On peut donc poser le changement de variable u =

Gl
/G du—/ vg(v)dv.

(c) G~ est de méme variation que G donc strictement, croissante sur [0, 1.
7. (a
G) ev=G"(u):
o bornes - u:0—t
ornes v:GTH0)=0—GTH(1)
o clément différentiel : du = G'(v)dv = g(v)dv.
Donc :
(b) G~! étant la réciproque de G, on a %m} G (t) = +oo .
—

u)du = lim
t—1 J

Ainsi, hm / Gt

Donc / Gt

8. Soit f la fonction définie sur [0, 1] par : f(t)
(a) i e Sur[0,1[:
t
t / G~

0
car dérivable sur [0, 1.

e Enl:
/G
m

li
Jim £(2)
Ainsi, f est continue sur [0, 1].

G

u)du converge et vaut m.

- fotw

! (u)du est I'unique primitive de G~

+oo
vg(v)dv = /0 vg(v)dv = m.

u)du pour tout ¢t € [0,1[ et f(1) =

sur [0, 1[ qui s’annule en 0 . Ainsi, f est bien continue

= —.m=1f(1).

d apres 7.(b) TN
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t
iil. G est continue sur [0, 1] comme bijection réciproque de G, continue sur [0, +oo[ donc ¢t — / G~ (u)du

est de classe C" sur [0, 1].
1 - _

f est donc de classe C" sur [0,1] et f'(t) = —G~'(t) est strictement croissante sur [0,1] car G~ est
m

strictement croissante sur [0, 1[ et m > 0.
Ainsi, f est bien convexe sur [0, 1].

ili. e D’aprés les questions précédentes, f est bien définie sur [0, 1], elle est continue sur [0, 1] et convexe sur

[0,1].
o f'(t) = lel(t) > 0 sur [0,1] (car m > 0 et G~ " est a valeurs dans [0, 4-00[) donc f est croissante
m
sur [0, 1].

Ainsi, f([0,1]) = [f(0), f(1)] = [0,1] : f est bien & valeurs dans [0,1] et f(0) =0, f(1) = 1.

(b) I _1—2/f

Effectuons une I.P.P. sur l'intégrale partielle / ft)dt = / 1.f(¢)dt avec z € [0,1] :
0 0

On pose v(t) = f(t) et u(t) = t fonctions de classe C" sur [0, 1] et v/ (t) = %Gil(t) et u'(t) = 1 donc :
/ Lf(t)dt = zf(z) — i/ tG~ (t)dt .

0 m Jo
On pose alors le changement de variable v = G~ ' (t) < t = G(v) dans la derniére intégrale :

© G ()
/0 Li(@)d = wf (@) ~ & /0 G(v)vg(v)dv.

On passe a la limite lorsque x tend vers 1 :

1 G (=) +o0
/ f)dt = 91:1_>ml (atf(ac) — %/ G(v)vg(v)dv) =1- 1 G(v)vg(v)dv.
0 0

(f)=1-2 (1 - %/Om G(v)vg(v)dv) =142 /OOO vg(v)G(v)dv

9. Soit A un réel strictement positif. On suppose dans cette question que g est une densité de la loi exponentielle de
parameétre .
(a) Pourz >0, G(z) =1 —e .
(b) Pour déterminer I’expression de la bijection réciproque de G, pour tout u € [0, 1], on résout 1'équation G(z) = u
d’inconnue z € [0, +o0] :

Ainsi,

1
_ _ — Az _ — Az _ _ _ _ _ __* _
Glz)=usl-—e use l—u e o A=In(l-u) &z 3 In(1 —u)

(c) m est l'espérance d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre A donc, d’aprés le cours,

L
=1
(d) g vérifie bien les hypothése do la partic II. Nous pouvons donc appliquer la définition de la question 8. :
1[0 I
pour tout ¢ € [0, 1], f(¢) / G~ T/ ——In(1 —u)du = —)\7/ —In(1 — u)du
/o A A Jo
(e) e Méthode 1 : f(t) —/ —In(1 — u)du.
0
Effectuons une I.P.P. judicieuse en choisissant w(u) = 1 — u comme primitive de w(u) = —1:
on pose v(u) = In(1 —u) et w(u) = 1 — u. v et w sont de classe C* sur [0,1] et v'(u) = —7 L et
—u

w'(u) = —1:
16 = [ =t —wdu = [ @oudu = (1= w0 =)y~ [~ (- wdu = (1=0) (1

t)-i—/tldu:(l—t)ln(l—t)—&-t.

e Méthode 2 : on peut vérifier que f est 'unique primitive de ¢ +— —In(1 — ¢) qui s’annule en 0 en calculant :
fO)y=0et f'(t) = —In(1 —¢t).
(f) ¢ = (1 —¢t)In(1 — ¢t) est continue sur [0, 1] (car 1 — ¢ €]0, 1]) sur cet intervalle donc I'intégrale est impropre en 1.
Calculons l'intégrale partielle :
(1-t)?
2

On effectue une intégration par parties en posant u(t) = — et v(t) = In(1 —t), fcts de classe C" sur [0, 1]
1
de dérivees u'(t) = (1 —t) et v'(t) = “T—%
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Vo € [0,1], /Oz(l—t)ln(l—t)dt:/ozu’(t)v(t)dt - —(1_2“2 ln(l—t)r—/z—(lgt)2.—%dt

_ 7(1—3: lnl—:r /“1
0

_ _(1—:6) lnl—z: [ :|
_ (1 —z)? ln(l —ac) (1 1
4

1

zjl _1

car en posant X =1 —x e 0,ona(1—xz)°In(1—z)=XIn(X) 7 par croissance comparée.
—
donc :

' 1
/0 1—-t)In(l —¢)dt = -1

1 1 1
)2/0 f(lft)ln(lft)dt:f2/0(17t)1n(17t)dt RS E

d’apres 9.(f)

(&) 1(f) =2 / (t— (&)t

d’apres 9.(e
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% EXERCICE :

Les 3 parties suivantes sont indépendantes.

Partie I : Calcul de la somme d’une série .

Dans toute cette partie a désigne un nombre réel donné strictement positif.
k

n
. a L . q
On note pour tout entier naturel n : S, = E E On va démontrer un résultat de cours : lim S, = e”.
. n—-+oo
k=0

Attention : Dans tout ce qui suit, a est un réel fixé et peut étre considéré comme une constante

1. Démontrer, en intégrant par parties, que : / (a— t)etdt =e"—1—-a
0

) . “(a—1t)" 4
2. Soit n un entier naturel non nul. On pose : I,, = / — e dt
n!
0 an+1
Démontrer en effectuant une intégration par parties que : Vn € N*  I,,11 = —m + I
n !
3. En déduire par récurrence sur n que : Vn € N* e =S,+1,

4. (a) Démontrer que: 0 < I, < a—'(ea —1)
n!

b) On pose u, = a—. Calculer el
|
n!

Un
- . . 1
(c) Montrer qu'’il existe un entier naturel p tel que pour tout entier n > pon a: up41 < ZUn

n—p
En déduire que pour tout n > pona: 0 < u, < up (§>

5. Déduire des questions précédentes que : lim S,, = e”
n—-+oo

6. Ecrire un programme en Scilab qui demande a l'utilisateur les valeurs de n et de a, puis calcule et affiche S,,.

Partie II : Exponentielle de matrices
Toutes les matrices considérées dans ce probléme sont des matrices carrées d’ordre 3. On note I la matrice unité d’ordre
3.

Si(an), (bn),(cn),(dn),(en), (fn),(gn), (hn), (in) désignent neuf suites convergentes, de limites respectives a, b, ¢, d, e, f, g
on pose :

an by cCn a b c
lim dn €n fn = d € f
nohe gn  hn  in g h i

n
. . . . 1 N
Si A est une matrice carrée d’ordre 3, on pose, pour tout entier naturel n, T,, = E yAk, c’est-a~dire que
k=0""

1 1 ., 1 .,
Tn:1+ﬁA+5A +"'+EA .

On pose également T = 11111 T, lorsque cette limite existe.
n——+0o0o
1 1 1
1. Dans cette question, la matrice A est donnée par A = 1 1 1
1 1 1

(a) Calculer A®.

(b) A T’aide d’un raisonnement par récurrence, déterminer pour tout & de N* 'expression de A" en fonction de k et
de A.

3 k!

. . S 1 [(=3F
(c) Etablir, pour tout entier naturel n, 'égalité suivante : T, = I + = < — — 1) A
k=0

(d) Donner 'expression de 7" sous forme de tableau matriciel.

3 -1 1
2. Dans cette question, la matrice A est donnée par A = 2 0 1
-2 1 0

(a) Calculer A> — 24+ I
(b) Etablir, pour tout & de N la relation : A* = kA — (k—1) T

(c) Montrer que 75, s’écrit comme combinaison linéaire de A et de I. ( On simplifiera le coefficient de I ).
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(d) Déduire des questions précédentes, 'expression de 7" sous forme de tableau matriciel.

(e) Déduire de (a) que A est inversible et donner son inverse.

Partie III : Cas d’une matrice nilpotente

Soit A une matrice telle que : A*> = O avec 4% #£ O
Pour tout réel ¢, on définit la matrice E (¢) par :

2
E (t) :I+tA+%A2
1. Montrer que :
V(t,t')eR?, EME{)=E(t+t)

2. Pour tout ¢ réel, calculer E (t) E (—t). En déduire que la matrice E (t) est inversible et déterminer son inverse en
fonction de I, A, A?, t.

3. Pour tout ¢ réel et pour tout entier naturel n, déterminer [E (¢)]" en fonction de I, A, A%, t et n.

Partie I : Calcul de la somme d’une série

/ _ t _ t
1. On pose u(t) = ¢ Onaalors u,(t) = © Les fonctions u et v sont de classe C'* sur R done par intégration
v(t) = a-—t () = -1
par parties :
a a
/ (a—t)e' dt = [(aft)et]8+/ edt=—a+[e§=e"-1—a
0 0

ui(t) = e’ w(t) = e’
2. Soit n € N*. On pose & présent (a— 1,‘)7“r1 On a alors , (a—t)" Les fonctions w1 et v1
n(t) = CEE vi(t) = T
sont de classe C'' sur R donc par intégration par parties :
]H:/awefdt: MetaJr/aMefdt:,LﬂJr[
" o (n+1) (n+1)! o 0 n! (n+1)! "
3. Initialisation :
1k
a 5 N . a
Pourn =1,ona S; :Zﬁ =1+ a et d’aprés la question 1, [; = e — 1 —a.

k=0
Donc S1 + 11 =1+a+e” —1—a=e" et la propriété est vraie au rang n = 1.
Hérédité :
Soit n € N*. On suppose que Sy, + I, = e¢“. Montrons que Sp+1 + In+1 = €.
En remplacant I,,41 par I'expression trouvée a la question précédente, on obtient

an+l n ak an+1
In Snt1 = I, = =T, 4+ S,=¢€"
# ot Sn = — ooy +;0k!+(n+1)! + e
Conclusion :
Pour tout n € N*, I, + S, = e°.
4. (a)
_ £\n n _ \nt n_ t
0<t<ae0<a—t<awo< @D @ o lazte dle
n! n! n! n!

Par croissance de I'intégrale, on obtient

a _ \nt a n_t n n
og/Mdtg/aedt@oglngi[et]gc»oglngi(e“—n
0 n! o nl n n!

a71.+1 1
Unt1  (ngDi @ o nl_ a
Up, e (n+1)!" a» n+1
(¢) Comme lim A , alors d’aprés la définition de la limite :
n—+oo N + 1
Ve > 0,3p € N*,Vn 2p,|M| <e&eVe>0,Ip e N Vn > p untr < eup
Un
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1 « 1
En prenant € = > on trouve bien qu’il existe p € N™ tel que pour tout n > p, un+1 < 5 Un-

n—p
Raisonnons par récurrence pour montrer que pour tout n € N*, 0 < u, < uy (§> .

Initialisation :

a? 1\?7?
Pourn:p,onaup:—'>06tup<§) =up
p!

Donc la propriété est vraie au rang n = p.

Hérédité :
1 n—p n+l—p
Soit n € N*, n > p. On suppose que 0 < up, < uy, (§> Montrons que 0 < un4+1 < up (§>
an+1
On a évidemment un4+1 = m > 0. On utilise maintenant la relation trouvée juste avant, puis on fait
n !

intervenir ’hypothése de récurrence :

—_

un+1 S iun S

N | =

1 n—p 1 n+l—p
X (5) Up & Unt1 < Up (5)

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.
Conclusion :

. 1 n—p
PourtoutneN,OSunguP<§> .

1 1\"*
5. Comme —1 < B} < 1, limn — 4oou, (5) = 0, et donc d’aprés le théoréme des gendarmes,

limn — +oou, =0

En passant a la limite dans la question 4a), on en déduit par encadrement que limn — 4+o0ol,, = 0 et donc d’aprés la
question 3 :
limn — 4+00S, = e*
6. n=input(’Donner un entier positif’)
a=input (’Donner un réel strictement positif’)
S=0;
for k=0"n
S=S+a~k/factorial (k)
end
disp(S)

Partie II : Exponentielle de matrices

1. (a) Apreés calcul, on obtient
3 3 3
A®=1|3 3 3| =34
3 3 3

(b) On montre par récurrence que pour tout n € N*, A™ = 3" ' A.
Initialisation :

Pourn=1ona A' = Aet 3°4 = A.
Donc la propriété est vraie au rang n = 1.
Hérédité :

Soit n € N*. On suppose que A" = 3" "' A.

AT = A" x A=3""1Ax A=3"A

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.
Conclusion :
Pour tout n € N*, A™ = 3" A,

(c) Soit n € N*. En utilisant le résultat de la question précédent, on peut écrire (Attention le résultat précédent n’est
valable que pour k > 1)

A’“ 3‘“ 1A = 3" = 3*
k=0

k=0 k=1
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(d) On reconnait dans l'expression précédent une somme partielle de série exponentielle. On en déduit que la suite
(T) converge vers

1+e3—1 et —1 et —1
et —1 3 31 4 1 331
T—T+ A= e’ — 1+ &= e’ —
3 3 3 ?5
e —1 e —1 1+e—1
3 3

2. (a) Apres calcul, on trouve A> — 24 + I = 0.

(b) On raisonne par récurrence :
Initialisation :

Pourn=0,ona A’ =TetOx A—(0—1)I =1.
Donc la propriété est vraie au rang n = 0.
Héreédité :
Soit n € N, On suppose que A" =nA — (n — 1)I.
A" = A" x A=mA—(n—1)I)x A=nA>—(n—1)A
Or d’aprés la question précédente, A> = 24 — I. Donc
A" =n2A-1)—(n—1)A=(n+1)A—-nI

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion :
Pour tout n € N, A" =nAd — (n—1)1.

(c) Soit n € N. En utilisant le résultat de la question précédent, on peut écrire

“AF G EA— (-1 "k k-1 "k k=1
L= =2 =\ w) A () e w ) A (mwm)!
k=0 k=0 k=0 k= k
1

n n

(o) (Gt £0) () (0 )

k=0

n—1
- (S4)as i
e il n!

(d) On reconnait dans lexpression précédent une somme partielle de série exponentielle. On en déduit que la suite
(T) converge vers

3e —e €
T =eA= 2e 0 e
—2e e 0

(e) De la question 2a), on déduit
A*—2A=—To AQRI-A) =1

Ainsi A est inversible d’inverse
—1 1 —1
At=2I—Al-2 2 -1
2 -1 2

Partie III : Cas d’une matrice nilpotente
1. Comme pour tout n > 3 A™ = 0, on obtient que pour tout (¢,t') € R?

9 tt/2 t/tZ tQt/2

! tz 2 ! tl2 2 / t,2+t2 / 3 4
E(t)E(t):(I+tA+5A )(I+tA+?A):I+(t+t)A+( 5 +tt)A +(7+ 5 YA® + 1 A
"2
:[+(t+t')A+%A2:E(t+t')

2. Soit t € R. D’aprés la question précédente,
EQE(-t)=E(t—-t)=E0)=1
2

On en déduit que E(t) est inversible d’inverse E(—t) =1 — tA + 5142.
3. Soitn € N.
n (nt)Q 2
Et)"=E(t) X ... x E(t) = E(nt) = + ntA+ TA
—_——
n fois
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Fonctions

%f; EXERCICE 2 :

On considére la fonction f définie sur ]0, +oo[ par :

¥t €]0, +oof, f(t) =t+ .

Partie A : Etude d’une fonction d’une variable

1. Etudier les variations de la fonction f sur ]0, 4-o0l.
Dresser le tableau des variations de f en précisant les limites en 0 et en 4o00.

2. Montrer que f réalise une bijection de [1, +00[ vers [2, +o0].

On note g : [2, +00[— [1, +00[ la bijection réciproque de la restriction de f a [1, +oo[.
3. (a) Dresser le tableau de variations de g.
(b) Justifier que la fonction g est dérivable sur |2, 4+ocol.

(c) Soit y € [2,400].
En se ramenant & une équation du second degré, résoudre ’équation f(t) = y d’inconnue ¢t €0, +oo[. En
déduire une expression de g(y) en fonction de y.

Partie B : Etude d’une suite

On introduit la suite (un)nen= définie par :

1 1
— ~f(nun).

ulzletVneN*,unH:unJr B
n2un n

8. Montrer, que pour tout n de N*, u,, existe et u, > 1.

9. Recopier et compléter les lignes 3 et 4 de la fonction Scilab suivante afin que, prenant en argument un entier n de N*,
elle renvoie la valeur de u,,.

function u = suite(n)
u =1
for k = ....... ... ...
U= ieeinnnnnn
end
endfunction

10. On pose, pour tout n de N*, v,, = tUpni1 — Un.

1
(a) Montrer : Vn € N*, 0 < v, < —
n
n—1
(b) On admet que la série Z vy, converge. Calculer pour tout n > 2, Z Vk.
nz1 k=1

En déduire que la suite (ur, )nen+ converge vers un réel £, que ’'on ne cherchera pas a déterminer.

1 ko1
11. (a) Montrer que, pour tout entier k supérieur ou égal & 2, on a : = < / t—zdt.
k—1
n—1
(b) Pour tous entiers n et p tels que 2 < p < n, calculer Z Vi«
k=p

(¢) En déduire :
n—1 1
Oéun—upé/ —dt.
p

(d) En déduire, pour tout entier n supérieur ou égal a 3 : uz < u, < 1+ us.
Montrer alors que ¢ appartient a Uintervalle [2; 3].

(e) Montrer, pour tout entier p supérieur ou égal a 2 :

(f) En déduire une fonction Scilab qui renvoie une valeur approchée de £ a 10™* pres.
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Partie A : Etude d’une fonction d’une variable

1. f est dérivable sur ]0, +oo[ comme somme de fonctions usuelles dérivables et pour tout ¢ > 0,

1
f’(t):l—t—2>0 =S P> = t>1
cart > 0.
Ainsi‘ f est strictement décroissante sur ]0, 1] et strictement croissante sur [1, 00| ‘

Onal| lim f(t) =4oco|,et| lim f(t) =+o0].
t—0+ t—+oo
z [0 1 —+00
f(x) - 0+

+oo\ 2 /—|—oo

2. D’apres la question précédente, f est continue (car dérivable) et strictement croissante sur [1, +oo[. D’aprés le théoréme
de la bijection, ‘ f réalise donc une bijection ‘ de [1,+oo[ sur f([1,+oo]) = [f(1), . lir+n f@)]=[2,400[.
— 400

3. (a) g posseéde les mémes variations que f, donc ’ g est strictement croissante sur [2, +00] ‘

x 2 +00

/+oo

gl

(b) f est dérivable sur [1, +o0o[ et sa dérivée ne s’annule par sur [1, 400, donc ‘ g est dérivable sur [2, +o0[ ‘

(c) Solent y € [2,+o00] et t €]0, +00].
1
y=f(t) = y=t+ = ty=t"+1 < t*—ty+1=0.

Le discriminant de ’équation polyomiale obtenue est A = y2 —4>0cary > 2. Ainsi

_ 2 _ 4 2 _ 4
Y= ) e o= LIV vV

Les deux solutions obtenues sont bien strictement positives. g(y) est égal a 'unique solution ¢t > 1 de y = f(¢t),

or
UV e
2 2=
ainsi :
oly) = LEVY =4
5 .
Partie B : Etude d’une suite
1. On procéde par récurrence sur n € N* :
Initialisation :
e pour n = 1, uq est bien défini d’aprés 'énoncé et ug =1 > 1.
Hérédité :

e supposons u, bien défini et u,, > 1 pour un certain n € N*.
Onan > 1etu, > 1donc nu, > 1et f est bien défini sur [1,+o0[, donc f(nu,) est bien défini, par conséquent

1
Up41 = ;f(nun) est bien défini.

Par ailleurs

5 > 0 donc
Un

Un+1 = Un + >up >1

n2uy,
par hypothése de récurrence. La propriété est donc démontrée au rangn + 1.
Conclusion :

e Finalement on a montré par récurrence que pour tout n € N, | u,, existe et u, > 1.
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2. function u = suite(n)

u =1
for k = 2:n
u=u + 1/((k-1)"2*u)
end
endfunction
* . Py < . 1
3. (a) Pour tout n € N* v, = > 0 car up, > 0. Par ailleurs, u, > 1 d’aprés la question 1), donc v, = —— <
n2un, n2un
1
n?’ A
Finalement on a bien
1
n
(b) Soit n > 2 un entier.

n—1 n—1 n—1 n—1

Dove = D (ukn —w) =D wen =) w

k=1 k=1 k=1 k=1

n n—1
k=2 k=1
ot l'on a effectué un changement d’indice et reconnu une somme télescopique.
n—1
On a ainsi u, = 1+ Z v, or la série Z vn, converge donc la suite de ses sommes partielles converge, par
k=1 n>2
conséquent ‘ (un)nen+ converge ‘ vers un réel /.
1 1 1
4. (a) Soit k > 2 un entier. La fonction t — = est décroissante sur [k — 1, k], donc pour tout ¢t € [k — 1,k], = > e

Ainsi par croissance de 'intégrale,

k k
1 1 1
—dt > / —dt = —|.
/k_1 t? k1 K2 k2
(b) Soient n et p des entiers tels que 2 < p < n. A l'aide d’un changement d’indice et en reconnaissant une somme
télescopique :

n

n—1 n—1 n—1 n—1
E v = E Ukl — E up = E U — E ug
k=p k=p k=p k=p

k=p+1

Up — Up |-

(¢) D’autre part en combinant les inégalités des questions 3a) et 4a), pour tout entier k > 2,
o
0<w < / —dt.
12
k—1

En sommant ces encadrements pour k € [|p,n — 1]] :

1

0> usy [
k= k=p k1
autrement dit

n—1 1
O<un7up</ —dt |,

t2

p—1

ol 'on a utilisé la relation de Chasles dans le membre de droite de ’encadrement.

(d) En particulier pour p = 2 et n > 3, 'encadrement précédent donne :

n—1
1 1qn-1 1
0< tn —uz < —dt:[—f] - _41<1,
= uQ*/1 12 th n-1 'S

ainsi

‘U2SU7L§1+U2‘~

Par définition on a uz = u1 + = 2, donc on a u, € [2,3], ceci pour tout n > 3. Par passage a la limite

U1

quand n — +o0, on en déduit | £ € [2, 3] |.
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(e) Soit p > 2 fixé et n > p un entier. On reprend l'encadrement de la question 4b) :

n—1 1
Ogun—upg/ —dt.
t2
p—1

On a par ailleurs

ainsi

Finalement en faisant tendre n vers +o0o, on obtient

1
<l—u, < ——|.
0< up_p_l

1 _ . .
7 <107* , c’est-a-dire p > 10001, alors d’aprés 'encadrement de la question précé-

(f) Sion choisit p tel que

dente, 0 < 4 —u, < 107 et up constitue une valeur approchée de ¢ & 1074 pres.
Ainsi la fonction suivante convient :

function u = approx()

u = suite(10001)
endfunction

Variante sans calculer explicitement le rang p & partir duquel u, constitue une bonne approximation de ¢ :

function u = approx()

while 1/(p-1) >= 0.0001

u=u+ 1/(p~2*u)
p = ptl
end
endfunction
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% EXERCICE 2 :

Partie I : Etude de la fonction f

1. Dresser le tableau de variations de f en précisant ses limites en 0 et en +oo.

2. Montrer que I'équation f(z) = 2, d’inconnue = € R}, admet exactement deux solutions, que 'on note a et b, telles
que0<a<1l<hb.

3. Montrer : b € [2;4]. On note In(2) ~ 0, 7.

Partie II : Etude d’une suite
Onpose:up=4 et VYneEN, upt1 =1n(un) + 2.
4. Montrer que la suite (un)nen est bien définie et que 'on a: Vn € N, u, € [b, +o0].

5. Déterminer la monotonie de la suite (un)nen. En déduire qu’elle converge et préciser sa limite.
1
6. a. Montrer : Vn € N, up11 — b < i(un —b).
. 1
b. En déduire: Vn € N, 0 < up, — b < o1
7. a. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function u = suite(n) qui, prenant en argument un entier n de N,
renvoie la valeur de u,,.
b. Recopier et compléter la ligne 3 de la fonction Scilab suivante afin que, prenant en argument un réel epsilon
strictement positif, elle renvoie une valeur approchée de b a epsilon prés.

function b = valeur_approchee(epsilon)

end
b = suite(n)
endfunction

Partie III : Etude d’une fonction définie par une intégrale

On note ¢ la fonction donnée par :
2x
1

O(z) = 0 dt.

8. Montrer que ® est bien définie et dérivable sur R’} , et que l'on a :

In(2) — In(z)
(z — In(z))(2z — In(22)) "

vz e Ry, @'(z)=

9. En déduire les variations de ® sur RY.
10. Montrer : Vz € R}, 0 < &(z) < z.

11. a. Montrer que ® est prolongeable par continuité en 0.
On note encore @ la fonction ainsi prolongée. Préciser alors ®(0).

b. Montrer : lin% ®'(z) = 0.
r—
On admet quer la fonction ® est alors dérivable en 0 et que ®'(0) = 0.
12. On donne ®(2) ~ 1,1 et on admet que 1irf ®(z) =1In(2) = 0, 7.
T—r+00

Tracer l’allure de la courbe représentative de ® ainsi que la tangente a la courbe au point d’abscisse 0.

Partie I : Etude de la fonction f

1. La fonction z — x est C* sur R et la fonction z + In(x) est C* sur R’} donc f est de classe C™ sur R . Alors, pour
tout z € R, ona

! 1 r—1
—1-==
Fay=1-1=2"
Par ailleurs,
lim f(z) = lim =z — lim In(z) = +o0
z—0 z—0 z—0
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et, par croissances comparées7 f(l') ~ x donc
x:+00

AP = I w = oo

On en déduit le tableau de variations suivant :

T 0 1 +00
F@l] - o +
f +oo\1/+oo

2. Sur 0, 1], la fonction f est continue, strictement décroissante et ses limites aux bornes sont +oo et 1. Il suit du théoréme
de la bijection continue que f induit une bijection de ]0, 1] vers |1, +oo[. Puisque 2 €]1, 00|, il existe un unique réel
a €]0, 1] tel que f(a) = 2.
De méme, sur |1, +o0f, la fonction f est continue, strictement croissante et limites aux bornes sont 1 et +oco. Il suit &
nouveau du théoréme de la bijection continue que f induit une bijection de |1, +o00[ vers |1, +oo]. Puisque 2 €]1, +o0],
il existe un unique réel b €]1, +o0] tel que f(b) = 2.

Enfin, f(1) =1 # 2 et donc : ‘ L’équation f(z) = 2 n’admet que deux solutions sur R : a €]0,1[ et b €]1, +o0]. ‘
3. Ona

f(2)=2-In(2) = 1,3 < 2,
f(4) =4—1In(4) =4—2In(2) ~ 2,6 > 2.
La fonction f étant continue sur [2;4], il suit du théoréme des valeurs intermédiaires qu’il existe x € [2,4] tel que

f(x) = 2. Par unicité de la solution & cette équation sur ]1,+o0o[, on a x = b et donc : | b € [2;4].

Partie II : Etude d’une suite

4. Montrons, par récurrence sur n € N, que la suite (un)nen est bien définie et que 'ona:Vn € N, u, € [b,+00l.
Initialisation : Sin = 0, on a ug = 4 de sorte que uo est bien défini et up = 4 > b d’aprés 3.
Heérédité : Soit n € N tel que u,, est défini et u, > b. Alors u, > 0 donc uny1 = In(un) + 2 est bien défini. En outre,
par croissance du logarithme, In(u,) > In(b) = b — 2, la derniere égalité provenant du fait que 2 = f(b) = b — In(b).
Ainsi, up41 > b—2+ 2 =bet donc un41 € [b, +00].

En conclusion, | Vn € N, u,, existe et u, > b. ‘

5. Soitm € N. On a

Unt1 — Un = In(Upn) + 2 — Un
=2 — (un — In(un))
— 2 f(un)
Mais up, > b d’aprés 4 et f est croissante sur [b, +00[C [1, +oo[ d’aprés 1. Ainsi, f(un) > f(b) = 2 et donc

Up+1 — Un < 2—2=0.

Ainsi, ‘ (un)nen est décroissante. ‘La suite (un)nen étant minorée par b d’aprés 4, elle converge vers une limite £ > b.

En passant a la limite dans la relation un,+1 = In(u,) + 2 et en utilisant la continuité du logarithme, il vient
£=1n(0)+2

ou encore
fo) =2.

Par unicité de la solution de I’équation f(x) = 2 sur |1, 4+oo[, on a £ = b.

En conclusion,

6. a. Considérons la fonction g définie sur [b, +o0o[ par g(z) = In(z) 4+ 2. C’est une fonction dérivable et, pour tout

x >b,ona
1
/ —
gl)=_.
Alors, puisque b > 2, on a :
1 1 1
Va > b ")) ==-<-< <.
p2b @)= <52,
En outre, g(b) = In(b) + 2 = b et, pour tout n € N, g(un) = Unt1.
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La suite (ur,) convergeant vers b en décroissant, il suit de I'inégalité des accroissements finis que, pour tout n € N,

Un+1 — b= |Un+1 — b‘

= [g(un) — g(b)]
1

< §|un - b|
1

1
Ainsi, | Vn € N, un+1—b§§(un—b).

b. La suite (un) convergeant en décroissant vers b, on a déja

VneN, 0<wu,—b.

1
Montrons alors par récurrence sur n € N que u, — b < o1

Initialisation : Pour n = 0, puisque b € [2;4] d’aprés 3, il vient

u —b=4-56<4-2=2=

1
Hérédité : Soit n € N tel que u,, — b < St Alors, il suit de 6.a que

un+1—b§ %(Un—b)
1 1
S5 X g
_ 1
T 9(nt+1)-1°
.. 1

Ainsi,| VneN, 0<u, —-b< —.
2n—1

7. a. Nous proposons la fonction suivante :

1
9-1

1. function u = suite(n)

2 u=4

3 for i=1:n

4. u = log(u)+2
5 end

6. endfunction

b. Nous nous appuyons ici sur la question 6.b :

1. function b = valeur_approchee(epsilon)
2 n=20

3. while (1/2"(n-1) > epsilon)

4. n = n+l

5 end

6 b = suite(n)

7. endfunction

Partie III : Etude d’une fonction définie par une intégrale

8. La fonction t + f(t) est continue et ne s’annule pas sur R}, elle y admet donc une primitive que I’on note G. On a

alors :

vz e R}, @(z)=G(2z) — G(x).
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Il s’ensuit que P est dérivable sur R’} et que, pour tout z € R}, on a:

' (z) = 2G" (22) — G' (=)
2 1
7o) @)
2 _ 1
(2z —In(2z)) (z —In(z))
2(xz — In(x)) — (22 — In(2z))
(22 — In(2z))(z — In(x))
2x — 2In(x) — 2z + In(2x)
(2z — In(2z))(z — In(x))
_ —2In(x) + In(2) + In(x
(2z — In(27))(z — In(x)

)
7

- * TN In(2) —In(z)
Ainsi, | Ve e R}, @'(z) = (2z — In(2z))(z — In(z))’

9. Soitz € R}.Ona
z—In(z)=f(z) >0 et 2x—In(2z)=f(2z) >0

donc ®’(x) est du signe de In(2) — In(z), d’ot1 le tableau de variations :

z [0 2 4o9
@[ + o-

/

P dt
10. Pour tout ¢ > 0, il suit de 1 que f(¢) > 1 donc 0 < ﬁt) < 1. Ainsi, par croissance de 'intégrale :
2z 1 2z
V>0, 0<®(z)= dt</ ldt=(2z—1z)==x.
. @) p
En conclusion,‘ Ve >0, 0<®(z) <. ‘
11. a. En appliquant le théoréme d’encadrement a I'inégalité trouvée en 10, on obtient

limz — 07 ®(z) = 0.

Ainsi, ‘ ® est prolongeable par continuité en 0, avec ®(0) = 0. ‘

b. Soitz > 0.On a In(z) )
(@) w0+ (—In(z))(—In(22)) - In(2z) ot

Ainsi, | ®'(x) — 0.
z:0t

12. On commence par observer que ’on a les éléments caractéristiques suivants :
e Une asymptote horizontale d’équation y = In(2) en +o0;
e Une tangente horizontale au point (2, ®(2));
e Une (demi-)tangente horizontale au point (0, ®(0)).

On obtient alors un graphique ayant ’allure suivante (celui-ci ayant été réalisé numériquement avec Scilab) :
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