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EXERCICES DE REVISIONS

SAVOIR-FAIRE, TECHNIQUE ET EXERCICES CLASSIQUES TYPE CONCOURS

Ce document est un guide de travail pour les révisions estivales avant d'entrer en deuxieme année. Dans celui-ci, j'at listé les différents savoir-faire
essentiels (par theme) avec des références d'exercices traités durant l'année a retravailler pour s'assurer de l'assimilation des techniques et

méthodes.

Ensuite, par theme, j'ai ajouté des exercices "type concours’ ou d'annales de concours, dont certains ont été traités, qui permettent de se tester sur
des sujets plus complets.

Le travail de cette fiche est naturellement insuffisant pour aborder sereinement la 2A. En effet, un point est fondamental avant de s'atteler a ces
exercices : LE COURS, LE COURS, LE COURS ! Définitions, théoremes et propriétés (avec leurs hypothéses), méthodes doivent étre parfaitement
connus pour espérer réussir 'année et les concours. Un travail régulier et précis du cours de 1A est indispensable durant l'été mais également
durant toute l'année de 2A.
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| ANALYSE

A MAITRISER

1. Eléments calculatoires.

Calculer des sommes et produits : sommes usuelles, télescopages.. Chapitre 2. Exercices 1,2,4,5.

Résoudre des équations et inéquations : Chapitre 1. Exercices 10,11.
e du premier et second degré,

e faisant intervenir les fonctions usuelles (en justifiant bien les inéqgalités par des argu-
ments de stricte monotonie)

Factoriser un polynéme apres connaissance d'une racine. Chapitre 3. Exercice 1.

Etudier le signe d'une expression : Un peu partout...

e en remarquant qu'elle est somme de termes positifs /| somme de termes négatifs / produit
de facteurs positifs / produit de facteurs négatifs... (signe "évident’)

e parce-qu'elle est de degré 1 ou 2,
e en la factorisant puis en se ramenant aux deux premiers points...
e en résolvant une inéquation

e en posant une fonction puis en l'étudiant.. dans l'espoir que son tableau de variations
nous permette de conclure.

Démontrer des inégalités : Chapitre 1. Exercices 17,18.
e en reconstruisant chaque membre,

e en faisant la différence et se ramener a 'étude d'un signe..

2. Etude de fonctions.

Déterminer l'ensemble de définition d'une fonction. Chapitre 1. Exercice 1.
Chapitre 6. Exercice 10.

Etudier les limites d'une fonction aux bornes de son ensemble de définition. Chapitre 6. Exercices 1,2,10.

Justifier qu'une fonction est continue | dérivable | €' | €% | € sur un intervalle. Chapitre 6. Exercice 10.
Chapitre 13. Exercice 1.

Etudier la continuité | dérivabilité d’'une fonction en un réel. Chapitre 13. Exercices 1,2.
Chapitre 17. Exercice 1.

Dériver une fonction. Chapitre 1. Exercice 13.

Etudier une fonction. Chapitre 1. Exercice 14.
Chapitre 6. Exercice 10.
Chapitre 17. Exercice 10.

Montrer qu'une fonction est bijective a l'aide du théoréme de bijection. Chapitre 13. Exercice 3.

Déterminer, si f est bijective, l'expression de sa bijection réciproque. Chapitre 11. Exercice 2.
A coupler avec le théoréme de
bijection maintenant...

3. Intégration.
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Déterminer une primitive d'une fonction.

Chapitre 19. Exercice 1.

Calculer une intégrale :
e a vue,
e par IPP,

e par changement de variable.

Chapitre 19. Exercices 3,45.

Etudier une suite d'intégrales.

Chapitre 19. Exercices 7,8,9,10.

Etudier une fonction définie par une intégrale.

Chapitre 19. Exercices 12,13,14,15.

4. Equations différentielles.

Résoudre une équation différentielle linéaire d'ordre 1 a coefficients constants.

Chapitre 22. Exercice 1.

Résoudre une équation différentielle linéaire d'ordre 2 a coefficients constants.

Chapitre 22. Exercice 2.

Mettre en place la méthode de variation de la constante si elle est guidée.

Chapitre 22. Exercices 7,8.

5. Suites.

Déterminer le terme général d'une suite usuelle (arithmétique, géométrique, artithmético-
géométrique, récurrente linéaire d'ordre 2).

Chapitre 2. Exercices 5,6,9,10,12.

Montrer que deux suites sont adjacentes.

Chapitre 10. Exercices 9,10.

Etudier une suite (u,) définie par une relation du type : Vn € N, v, = f(u,).

Chapitre 10. Exercices 13,14,18.
Chapitre 13. Exercice 10.
Chapitre 17. Exercices 7,8.

Etudier une suite implicite.

Chapitre 13. Exercices 12,13,14,15.

6. Séries.

Etudier la nature d'une série et calculer sa somme :

.

e a l'aide des séries usuelles,

e a l'aide d'un télescopage.

Chapitre 14. Exercices 1,25,6,7.

Etudier la nature d'une série a laide du critere de comparaison sur les séries a termes
généraux positifs.

Chapitre 14. Exercice 8.

Etudier la suite des sommes partielles d'une série.

Chapitre 10. Exercices 5,6,7.
Chapitre 14. Exercices 11,12.
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EXERCICE 1 - INSPIRE D'EXERCICES DE CONCOURS

On considere la suite (h,),en+ définie par : Vn € N*, h, =

21
> ¢
k=1

1. Ecrire une fonction Python telle que, pour tout n € N*, l'exécution de suite_h(n) renvoie la valeur de h,.

Deux possibilités :

1|def suite_h(n):

2 S=0

3 for k in range(1,n+1):

4 S=S+1/k

5 return S

6

7|def suite_h_bis(n):

8 L=[1/k for k in range(1,n+1)]
9 return sum(L)

2. Etude de la suite (h,)pens-

2.a. Déterminer le sens de variation de la suite (h
Soit n € N*. On a :

hn+1 - hn

Par conséquent : h, 1 > h,.

n)neN*»

n+1 n
k

k=1

=1
1
n+1
0

~| =
~l =

>

Conclusion :

la suite (hp)pen+ est strictement croissante.

2.b.

Démontrer que pour tout x €] —1; 09|, In(1 + x) < x

Posons f: x — In(1 + x) — x, définie sur | — 1; +oq] .
Posons également v : x — 1 + x de sorte qu f = lnou — id.
La fonction u est dérivable sur | —1;+oq| et a valeurs strictement positives sur cet intervalle; donc lnou est

dérivable sur | — 1; +oo|. Ainsi, f est une somme
également. Soit x €] —1; +o0, on a :

REFLEXE |

Dot :

de deux fonctions dérivables sur | — 1; +oq|, elle lest donc

x | =1

0 +00

+ 0

PN

On en déduit que f posséde un maximum sur |— 1;

+o0| égal a 0, atteint en 0.

Conclusion : Vx > —1, In(1 + x) < x.

]
T+

Justifier que pour tout k € N*, ln ( l<

alors la limite de la suite (h,)sen--

1 1 1
e Soit k € N". Puisque T > 0, on peut utiliser le résultat établi ci-dessus et obtenir ainsi : ln (1 + 7) < -

1
) < T En déduire : Vn € N*, h, > In(n 4+ 1). Déterminer

k

1
Conclusion : pour tout kK & N*, [n (1 + r

<1
=

e Soit n € N*.
D'apres le résultat précédent :

Vk e [1;n], n (1 +1) <

1
k k

En sommant cette inégalité pour k allant de 1 a n, on obtient :

n ,] n ,]
Zln(1+;) gZE
k=1 k=1

Autrement dit :

h”
Or, on a :
n ,I
> In (1 + E) =
P REFLEXE |
RéF;XE !

n

1
2 ln (14’;)
k=1

! k+1
n (7)
Z ‘
> (In(k +1) = In(k))

k=1

n n

Z In(k +1) — Z In(k) J télescopage
k=1 k=1

In(n+1)

Petite remarque
Dans le premier programme, il
est ausst possible d'initialiser
avec 5=1 et, dans ce cas, la
ligne suivante est for k in
range(2,n+1):.

4

— Autre méthode
La fonction ln est concave sur
R;" donc sa courbe est au-
dessous de toutes ses tan-
gentes; et en particulier celle
en (1;0).

Pa conséquent :

Yy € RY, Infy) <y —1

D'oti le résultat voulu...

Petite remarque
Les limites ne sont pas deman-
dées, et ne sont pas néces-
saires...

#» Rédaction
Je quantifie le k avec 'Yk € ..":
clest une quantification qui
n'est valable que sur la ligne
en cours. C'est approprié ici,
puisque le k devient muet a la
ligne suivante.
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Conclusion : Vn € N*, h, > In(n +1).
e On sait que pour tout n € N*, h, > In(n + 1); de plus, llT In(n + 1) = +oo.
n—+0o0o

Conclusion : par théoréeme de comparaison, on en déduit que lim h, = +oo.
n—+o00

3. On considere les suites (Up)pen+ et (Vy)nen+ définies par :
VYneN*, u,=h,—1In(n) ; v,=h,—n(n+1)

3.a. A laide du résultat de la question 2.b., établir :

wnen, (1) < o (0]
n-+1 n+1 n

Soit n € N*.

e Inégalité de gauche.
Remarquons déja que :

n+2 1
n In 1+
n+1 n+1

1
Or, d'apres le résultat de la question 2.b., avec x = —— > —1 (car n > 0), on obtient :
n

+1
n 1+; < !
n+1 n+1
Conclusion : B !
In n+ <
n+1 n+1
e Inégalité de droite.
Remarquons déja que :
n+1 n
L = —In|——=
n( n ) n(n+1)
n+1-1
= —ln|——m—
n+1
—1
= |1+ —
n+1

—1
Or, d'apres le résultat de la question 2.b., avec x = ) > —1 (car n > 0), on obtient :

n 17; < -
n+1) = n+1

D'ou :

Conclusion :

Conclusion : Vn € N¥, [n(n+2)< 1 <ln(n+1),

n+1) " n+17 n
3.b. Montrer que les suites (up)sen+ €t (Vo)nen= convergent toutes deux vers la méme limite, notée y. wRé&flexe |
Pour cela, démontrons qu'elles sont adjacentes. Ee’noncé est clair ”—l
e SoitneN".Ona:
Ups1 — Uy, = hppr —In(n+1)—(h, — n(n))
1
= —In(n 4+ 1) + In(n)
= (In(n + 1) = n(n))
B 1 n (" +1
o+ o n J question précédente
< 0

Conclusion : la suite (u,),en+ est décroissante.

e SoitneN".Ona:
Vogl — Vo = hpp1—Wn(n+2)—(h, —In(n + 1))

1
= o3 In(n +2) + In(n + 1)

= n+17(ln(n+2)fln(n+1))
1 n+2

T o+l : n+1 J question précédente

> 0

Conclusion : la suite (v,),en+ est croissante.

e On a, pour tout n € N* :

up—vp = hy—1In(n)—h,+Wn+1)
= In(n+1)—1In(n)
n+1
= In|[——
n
1
= W1+ -
n
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Ainsi, par composition :

Ona:
e (vy)hen est croissante
[

e lim (up—vy) = Llim

I
n—-+o0o n—-+o0o ]

lim u,—v, =0
n—-+00

(Up)nen+ est décroissante

Par conséquent, les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

Conclusion : les deux suites (u,) et (v,) convergent vers une méme limite, notée y.

5 Pour info...

y est appelée constante
d'Euler-Mascheront.
On a ainsi, pour n suffisamment

n
grand : Z% ~n(n) + y.
k=1

3.c. Etablir:

Ona:

D'ou, pour tout n € [[2; +oof

Or (up)pens admet une limite

Et ainsi :

n

nLLToo ln(n)

Vn e N*, h, =u,+ n(n)
(atnst In(n) # 0) :
hp _  un
n(n)  In(n)

finte, d'oli, par opération :

. Un
lim —— =0

n—+oo [n(n)

. Unp -
, l}rpm () +1=1

Petite remarque

Sinon, on se place "pour n
suffisamment grand’, puisqu'il
est de toute facon destiné a
tendre vers +o0... (mais on
veut tout de méme voir que

In(n) +0)

hp
Conclusion : lim =
n—+oo n(n)

3.d. Justifier que pour tout n €

e Puisque (vy)pen+ est croissante et quelle converge vers y, ona : Vn € N*, v, < y.
e De méme, puisque (u,),en+ est décroissante et qu'elle converge vers ¢, ona : Vn € N*, u, > y.

N* v, <y < u,.

Conclusion : pour tout n € N*, v, <y < u,,.

3.e. Ecrire une fonction Python prenant en argument d'entrée un réel strictement positif p et renvoyant
en sortie un encadrement de y d'amplitude inférieure ou égale a p (cette fonction pourra utiliser la

fonction de la question 1.).
La encore, deux possibilités.
La premiere utilise la fonction

de la question 1., la seconde non.

1 |import numpy as np

2

3 |def gamma(p):

4 n=1

5 u=1

6 v=1—np.log (2)

7 while abs(u—v)>p:
8 n=n-+1

9 h=suite_h (n)
10 u=h—np.log(n)
1 v=h—np.log (n+1)
12 return v, u

13

11 |def gamma_bis(p):

15 k=1

16 S=1

17 u=1

18 v=1—np.log (2)

19 while abs(u—v)>p:
20 k=k+1

21 S=S+1/k

2 u=S—np. log (k)
23 v=S—np.log (k+1)
24 return v, u

4. On pose, pour tout n € N*, S, = Z

2n (_1)k—1

k=1

4.a. Montrer par récurrence : Vn € N*, S, = hy, — hy,.

e Initialisation. Pour n =
Ona:

1

2 ke
Sio= Zi( 1k)

— Petite remarque

L'avantage de la seconde :
moins de calculs pour lordina-
teur...

Dans la premiere, on

pourrait aussi avoir
u=suite_h(n)-np.log(n)

et v=suite_h(n)-np.log(n),
mais cela ferait calculer deux
fois hy,...
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4.b.

Et:

Dot :

['initialisation est vérifiée.

h, —hy =

ME
=
I
-

N =T

Si=hy—hy

e Hérédité. Soit n € N*. Supposons que S, = ha, — h, et montrons que S,11 = hopi2 — hnpt.

Ona:
2n+2 k—1
—1
Sn+1 - Z ( )
k=1
B i (7«')k—1 N (71)2/7 N (7«')2n+1
B = 2n+1 2n+2 J par hypothese de récurrence
- 1 1
= hy, —} s — 1
Z I P R J B = by ——
— o |n - . 1 B 1 n+1
- TN ET) T 41 202
2 —
= hy—h b7
ton =i o 202
= hwmhet gt e

= hapt2 —hpsa

Conclusion : Vn € N*, S, = hy, —

hy.

En déduire : Vn € N*, S, = vy, — u, + In(2).

Soit n € N*. D'apres la question précédente :

5n

th - hn

uzn +In(2n) — (un + In(n))
Uz — Up + In(2n) — In(n)
uzn — up + In(2)

J up = h, —n(n)

Conclusion : Vn € N*, S, = uy, —

up + n(2).

Conclure que la suite (S,),en+ converge vers In(2).

On a, d'aprés la question précédente :

VneN*, S, =uy —u,+ Q)

Or on sait que (u,)y,ens converge vers y, cest donc également le cas de (uz,),en+ (suite extraite). Et ainsi, par
opérations sur les limites (y # oo, car convergence..) :

Dot : Llim S, = In(2).

n—+00

= Pour info... ———
En fait, c'est égale-
ment le cas de la suite

lim uyy —u, =0
n—-+00

Conclusion : la suite (S,)pen+ converge vers [n(2).

EE

1.8.2.8.8.8.8 ¢
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EXERCICE 2 - INSPIRE D'EXERCICES DE CONCOURS

On considere la fonction f définie sur R par : Vx € R, f(x) =e

1. Ecrire une fonction Python d'en-téte def £(x) qui prend un réel x en argument d'entrée et renvoie f(x) en

sortie.

2

X X +
- = X.
2

import numpy as np

y=np . exp(—x)—x*x2/2+x

1
3ldef f(x):
4

5 return y

2. Etude de f.
2.a.

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

e En—oo:
Pour x suffisamment proche de —co

; , . X .
Or, par croissance comparée : lim —— =0et lim
x——00 Je X

D'oty, par opérations :

X——0Q
e En +oo:
2
On sait que lim ——= + x = —oo.. D'oli, par opérations :
X—+00 2
lim f(x) = —oc0
X—+00

2.b. Dresser le tableau de variations complet de f et étudier sa convexité.

f est de classe €2 sur R comme somme de fonctions de classe €2 sur R.
Soit x € R. On a :

flix)=—e"—=x+1; "x)=e""=1
Et:
"x)>0 <= e *=1>0
X
: e_X >201 J stricte croissance de ln sur R}
= X gf)
Dot le tableau de variations de f” :
X —00 0 +oo
signe de 1”(x) + 0 —
0
variations de f’ e ~.
Ainsi, puisque le maximum de f" sur R est 0, atteint en 0, on en déduit :
X —00 0 +00
signe de f'(x) - 0 -

- +00
variations de f \ 1

S e

Convexité.
On vient d'obtenir le signe de f”(x) pour x € R..

Important !

La stricte croissance est néces-
saire pour remonter l'équiva-
lence !

Petite remarque
On aurait aussi pu avoir le
signe de f'(x) en utilisant :
Yy € R, e/ > 1+ y, avec
Y= —X.

Conclusion : f est convexe sur R™, concave sur R™, et %7 posséde un point d'inflexion de coordonnées (0; 1).

Démontrer que 'équation f(x) = x posséde une unique solution sur R, notée a, dont on donnera un
encadrement entre deux entiers coznsécutlfs

= % On a ainsi, pour tout x € R: f(x) = x <= g(x) =0.

e o g est continue sur lintervalle | — oo; 09|,
o f est strictement décroissante sur R et x — —x également. Ainsi, g est une somme de deux fonctions
strictement décroissante sur R; elle est donc strictement décroissante sur R.
Par conséquent, d'aprés le théoreme de bijection, g est bijective de R dans g(R) = R.
e De plus, puisque 0 € g(R), l'équation g(x) = 0 possede une unique solution sur R; ce qui est donc le cas de
'équation f(x) = x. Notons «a cette solution.
1

1
o Enﬁn:g(@):1>0etg(1):e*1f§:;

On pose g : x+— f(x) —x =e~

1
5 < 0Ocare>2
Ainsi :

g(0) > g(a) > g(1)

Et, par stricte décroissance de g sur R, on obtient :

0<a<1

X Attention !
Ce n'est pas sur f qu'il faut
appliquer le théoreme de bijec-
tion... Clest sur g !

Petite remarque

Sinon, on dérive, et on re-
marque que g'(x) = '(x) = 1 <
0..

Petite remarque
On a le choix : "désappliquer’
la fonction g ; ou appliquer la
fonction g~ ...
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| Conclusion : 'équation f(x) = x posséde une unique solution réelle o, et a € [0;1].

3. Etude d'une premiére suite.
Soit (uy)nen la suite définie par ug = 0 et pour tout n € N, v, = f(u,).
3.a. Démontrer que pour tout n € N, u, € [0;1].

1
Récurrence immédiate, f étant décroissante sur [0, 1] et en utilisant : £(0) = 1 et /(1) = e 4 5 >0
. , 1 wRéflexe !
3.b.  Démontrer que pour tout x € [0; 1], |f'(x)] < o Avant de se lancer dans les

calculs en majorant / minorant

des expressions : est-ce que

(0 f 0 l'inégalité est trivialisée par les
0) > 76 > (1) variations de f’? Ah bah oui !

Soit x € [0;1]. Puisque 1" est décroissante sur [0; 1], on a :

Autrement dit :

Par conséquent :

1
Conclusion : pour tout x € [0; 1], [f'(x)| < —.

D

1 1\"
3.c. En déduire que pour tout n € N, |u,1 — af < ;|un —al puis |u, —a| < (—) .

e Soit n € N.
o f est dérivable sur [0;1]

o Yx €01, (x| <

| —

Ainsi, d'apres l'inégalité des accroissements finis :
1
v(x.y) € (017, 1100 = Fy)l < S x =l
Or:u, €[0;1]etae0;1. Dou:
[{un) = fla)] < E‘Un —d
Et, d'apres la question 2.c., f(a) = a.

. 1
Conclusion : Vn € N, |upi1 —a] < —|up — al.
e

e Par récurrence...
o Initialisation. Pour n =0 :

0
1
Ona:|ug—al=a Or onavuqueac|0;1 Ona doncbien: |ug—a|] < (7) . L'initialisation est
e

vérifiée.
n+1

1\ 1
o Hérédité. Soit n € N. Supposons |u, — a| < (—) et montrons |up41 —a| < | —
e e

1\"
‘LI,,*(I‘S (*)
e

1 1 n+1
*‘U,;*O{‘g (*)
e e

Et ainst d'apres le point précédent et par transitivité :

1 n+1
‘Unﬂfa‘é (*)
e

1 n
;)

3.d. Conclure sur la convergence de la suite (u,),en et préciser sa limite.

Par hypothese de récurrence, on a :

1
d'ou, en multipliant par . >0:

Conclusion : pour tout n € N, |u, — a| <

L . . 1\" :
e D'aprés la question précédente : Vn € N, 0 < |u, — a| < (7 . % Subtile... %
B € Tout serait différent st on avait
: 1 lim |u, —al = 1:o0nne
e Deplus, lim (-] =0. n—>+c>0| " |
n—+too \ e pourrait méme pas conclure que
D’aprés le théoréme d'encadrement, on en déduit : lim |u, — a| = 0. Autrement dit : lim v, —a = 0. (un) converge...
n—+00 n—-+o00
Conclusion : la suite (uy),eN converge vers a. |

3.e. Déterminer un rang a partir duquel v, est une valeur approchée & 107'° prés de a. Donnée : In(10) ~
2,303. % Subtile...%

On ne demande pas le premier
rang a partir duquel c'est le

Soit n € N. On a : cas...

»] n
D'apres le résultat de la question 3.c., il suffit de trouver un n a partir duquel (7) <1071
e

1\" 1
( — ) < 1010 < nln|—) <—=10Wn(10) par stricte décroissance de ln sur R}
e e

e« —n<—10Mn(10)
e« n>10In(10)
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3L

4. Etude
4.a.

4.b.

[S; ISR WER RN

4.c.

4.d.

4.f.

Conclusion : pour n > 24, on peut affirmer que |u, — a| < 10 10 ce qui répond a la question.

Créer une fonction Python d'en-téte def u(n) : qui prend n en valeur d'entrée et renvoie u, en sortie.

def u(n):
u=0
for k in range(1,n+1):
u=f(u) #ou f est la fonction de la question 1
return u

d’'une seconde suite.
Démontrer que f réalise une bijection de R dans un intervalle a préciser. Dresser le tableau de
variations complet de .
On sait que :
e [ est continue sur R,
e f est strictement décroissante sur R (question 2.b.)
Ainsi, d'apres le théoreme de bijection, f est bijective de R dans f(R) = R.
On a éqgalement :

X —00 1 +00

variations de ™ e \ 0

Ecrire une fonction Python nommée dicho qui prend la valeur d'un réel strictement positif p en
argument d'entrée et renvoie une valeur approchée de f~'(0) & p pres, & l'aide de lalgorithme de
dichotomie.

L'exécution de dicho (0.01) renvoie 2,11.

-3

3
-5 < 0..Dou :

£0) > 0> £(3)

On sait que f(0) =1 et on remarque que f(3) = e

Et ainsi, par stricte décroissance de 1 sur R, on obtient :

0<f0)<3 Petite remarque
Ceci nous permet d'obtenir un premier intervalle sur lequel débuter! Elntervalle [2; 3] convenait éga-
lement...
def dicho(p):
a=0
b=3
while b—a>p:
m=(a+b)/2
if f(m)==0: #olu f est la fonction de la question 1
a,b=m,m
elif f(m)xf(a)<O:
b=m
elif f(m)xf(a)>0:
a=m
return (a+b)/2
Déduire de la question 4.a. que pour tout n € N*, il existe un unique nombre, noté x,, tel que
1
f(x,) = —.
() = -
Soit n € N*. :
Puisque . € f(R) et que f est bijective de R dans f(R), il existe un unique antécédent a — par f, noté x,.
[ /]
1
Conclusion : pour tout n € N¥, il existe un unique nombre réel x, tel que f(x,) = —
n
Démontrer que pour tout n € N¥, x, € [0; 3].
Soit n € N*. On a: f(x,) = . €)0; 1], atnsi que f(0) =1 et £(3) < 0.. D'oli :
I
f(0) > f(xn) > £(3)
Et par stricte décroissance de =" sur R, on obtient :
0<x, <3
Conclusion : pour tout n € N*, x, € [0; 3].
Soit n € N*. Exprimer x, en fonction de n et 1
1 1
On a f(x,) = —, et comme f est bijective : x, = ! (7 )
n n
. ¥ (1
Conclusion : Vn € N*, x, = f Nk
En déduire la limite de (x,)pen:-
Puisque lim — =0 et que =1 est continue en 0, on obtient : lim x, = f*1(0). Pourquoi ?
n—+oa n—+o00
] dicho (0.01)renvoie une valeur
Conclusion : lim x, =/"'(0) = 2,11. approchée de f~1(0) & 1072
S prés.
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Exercice 3 - EDHEC 2013 E

u2 +1
>

Considérons la suite (u,),en définie par ug = 0 et pour tout n € N, v, =

1. 1.a. Montrer que pour tout n € N,0 < v, < 1.
Par récurrence...
e Initialisation. Pour n =0 :
ug = 0, donc linitialisation est vérifiée.
e Hérédité. Soit n € N fixé. Supposons que 0 < u, < 1 et montrons que 0 < upyq < 1
Par hypothése de récurrence :

0<u, <1
Ainsi, par croissance de la fonction carrée sur R (nous sommes ici sur [0; 1)) :
0< u,z, <1
Dot : :
i <upsr <1
Et par transitivité :
0< Un1 <1

['hérédité est vérifiée.

Conclusion : pour tout n € N, 0 < v, < 1.

1.b.  Démontrer que (u,)n,en converge vers une limite ¢ et préciser un encadrement de ¢.

e Etudions les variation de (t,)nen.
Soit n € N. On a:
uZ 41
Up41 — Up = — Up

u,% +1—=2u,

2
_ (“/7*1)2

REFLEXE ! 2

Par conséquent, la suite (u,),eN est croissante.
e D'apres la question précédente, (u,),eN est majorée (par 1).

Donc, par théoreme de convergence monotone, la suite (u,),eN converge vers un réel ¢.
Et comme (up)nen est bornée par O et 1, 0na ¢ € [0;1].

Conclusion : la suite (u,),en converge vers un réel ¢ et ¢ € [0;1].

1.c. Déterminer ensuite la valeur de 4.

On sait que :
2
1
e VneN, up = U”;
® (up)peN converge vers ¢ & Rappel...
Dot : SE
2 4+ 1 /
0= eVn e N, uyp1 = fluy)
2 ® (up) converge vers ¢
Or - e f est continue en ¢
02 +1 ; ALORS : f(¢) = 2.
0= ; — 20=10+1
= P-20+1=0
— (0—-17=0
— (=1

Par conséquent : ¢ = 1.

Conclusion : la suite (u,),eN converge vers 1.

2. 2.a. Ecrire une fonction Python qui prend en argument d'entrée un entier naturel n et renvoie la valeur
de u,.

def suite_u(n):

1
2 u=0

3 for k in range(1,n+1):
4 u=(ux*x2+1)/2

5 return u

2.b. En déduire un programme, rédigé en Python, qui permet de déterminer et d'afficher la plus petite
valeur de n pour laquelle 0 < 1 —u, < 1073

Petite remarque
1 n:q ) L'exécution de ce programme
2 |while T—suite_u (n)>10%*(—3): affiche 1991 : la convergence
3 n=n+1 est lente !
4|print(n)
REMARQUE
|
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la précédente :

['énoncé a guidé ainsi, mais on pourrait également écrire un programme permettant de répondre a cette question sans utiliser

u=0

n=0

while 1—u>10%x%(—3):
u=(uxx2+1)/2
n=n-+1

print(n)

g s W -

n € [[1,1991], le calcul de v, nécessite de recalculer tous les v, pour k € [1; n].. Cest un peu dommage !

3. On définit maintenant la suite (v,)pen par : Vn €N, v, =1 —u,.

3.a.

n
Soit n € N. Simplifier l'expression Z(vk — Vip1).
k=0
Simple télescopage...

Y —ve) = W= Vo

k=0
= 17”07(17U/7+1)
= Upy1 — U0
- Un+1

n
Conclusion : Vn € N, Z(Vk — Vks1) = Upt1-
k=0

3.b. Pour tout entier naturel k, exprimer vy — vi11 en fonction de v.

Soit k € N. On a :

i = Vkyr = T —up— (1 —ugq)
= Uk — Uk
N 1)?
2
)
= k
2
V2
Conclusion : Yk € N, v — vpy1 = 7k
+00
7. 2 2
Montrer alors que la série vy est convergente et donner la valeur de sa somme V.
n=0
On a, pour tout n € N* :
n n
Z \/5 = 2 Z(\/k — Vkq)  dapreés la question précédente
k=0 k=0
= Upi1 aprés la question 3.a.
Uy d'aprés la question 3

Or, d'apres la question 1.c., la suite (u,),eN converge vers 1.

Dot :

n

i =

H*&T{)O Z Vk 2

k=0

+00

Conclusion : la série Z v2 est convergente et Z v2=2
n=0
2.8.8.2.8.2.8 ¢

Cette solution a l'avantage détre moins coliteuse en calculs! En effet, avec les deux algorithmes précédents, pour tout

EXERCICES DE REVISIONS - Page 13/99



Exercice 4 - EDHEC 2010 E

, - 1 1 1 1
Pour tout entier naturel n, on pose un=k|:(|) (1 +2k) =(1+1 (1 +§) (1 +Z) (1 +?).

1. Donner, sous forme d'entiers ou de fractions simplifiées, les valeurs de ug, uy et u,.

L10:2
1
=1+N[14+=| =3
0+ (141
1 1 15
:(1+1)(1+2) (1+2):?

2. Pour tout n € N, exprimer u,1 en fonction de u,.

Soit n € N.On a :
n+1
Up - |_| ( )

k=0

[rezm) 102

o)

. 1
Conclusion : pour tout n € N, vy = u, x (1 + ST )

3. 3.a. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : u, > 2.
Par récurrence..
e Initialisation. Pour n =0 :
ug = 2, donc l'initialisation est vérifiée.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que u, > 2 et montrons que u,4q1 > 2.
Par hypothese de récurrence, on a :
up > 2
1 . "
D'ot, en multipliant par 1+ it (strictement positif) :
1 ! 2|1 .
Un x + 2/7+1 2 + 2n+1
Cest a dire :
1
Ups1 > 2+ 50
1 : L
Et comme 50 > 0, on obtient, par transitivité :
Upgr 22
['hérédité est ainsi établie.
Conclusion : pour tout entier naturel n, ona: u, > 2.
3.b. Etudier les variations de la suite (Un)nen-
Soit n € N.Ona: ,
1
Up41 — Up - Up x 1+ ?) —Up
= Unxs;
1 .
Or uy >0 (car u, > 2) et == > 0. Petite remarque
Al 2 Puisque lon sait que (u,) est a
inst termes strictement positifs, on
Upyr —Up 20 peut aussi remarquer que pour
+1
Conclusion : la suite (u,),eN est croissante. tout n € N, Sn > 1.
3.c. Ftablir que, pour tout réel x strictement supérieur & —1, on a : [n(1 + x) < x
Posons f : x —— In(1 + x) — x, définie sur | —1; +oq] .
Posons également v : x — 1 4 x de sorte qu f = lnou — id. )

La fonction u est dérivable sur | — 1;4o00] et a valeurs strictement positives sur cet intervalle; donc lnou est <* Autre méthode
dérivable sur | — 1; 400, Ainsi, f est une somme de deux fonctions dérivables sur | — 1:4oq|, elle lest donc La fonction In est concave sur
également. Soit x €] — 1,400, on a : R donc sa courbe est au-

dessous de toutes ses tan-
, 1 gentes; et en particulier celle
'(x) = 1+X*W en (1:0).
- —X Pa conséquent :
REFLEXE | 14+ x Yy € R:', In(y) <y—1
Dol : Dot le résultat voulu...
x | —1 0 +00
0 T 0 Petite remarque
X _

Les limites ne sont pas deman-
dées, et ne sont pas néces-
saires...

0
f / \
On en déduit que f posseéde un maximum sur | — 1; 400 égal a 0, atteint en 0.

In(1+ x) < x.

Conclusion : Vx > —1,
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3.d.

En déduire que, pour tout entier naturel n, ln(u,) < 2.

Soit n € N.
e Ona:
n 1
In(up) = In (I_l (1 - 7) ) ) 1
L 2 JV/\E[[O,/7]],1+27>0
n ,I
- [+ )
k
' \ . L . 1 .
e D'apres la question précédente, licite car pour tout k € [[0; n]], 5% > =1
1 1
vkEHO,I’I]], 1+27 gZT

D'oli, en sommant :

Et ainsi, par transitivité :

X Attention !
Pour que In(ab) = In(a) + n(b)
il faut que @, b > 0 (sinon, petit
souc...).

wRéflexe !
Pour majorer une somme, on
commence par majorer son
terme général...

1
In(u,) < 5%
k=0
Or :
n+1
SRR
Sk T 1
k=0 / T-3
(1-7)
o 2n+1 J car 5o >0
Conclusion : pour tout n € N, In(u,) < 2.

. En utilisant les questions précédentes, montrer que la suite (u,),en converge vers un réel ¢, élément de [2, e?]

D'aprés la question précédente, par croissance de l'exponentielle, on en déduit que pour tout n € N, u, < e?

: (UH)HEN

est majorée.

Or (up)pen est croissante (question 3.b.).
Ainsi, d'apres le théoreme de convergence monotone, (u,) converge vers un réel .

Et puisque pour tout n, ug < u, < e,

on en déduit que ¢ € [2; 7]

Conclusion :

la suite (u,) converge vers un réel ¢, élément de [2, ez]‘

. On se propose dans cette question de déterminer la nature de la série de terme général (€ — uy).

5.a.

5.b.

5.c.

Z In (1 + 5t )
Puisque (u,),en converge vers ¢ & [2 : e] et que la fonction [n est connnue en ¢ (car continue sur |0; +oqf), on
en déduit que la suite (ln(u,,)) N con\/erqe vers n(?).

Justifier que la suite (ln(un)) o Converge et que lon a :

Or, pour tout n € N, In(up) Zln (1 + > )

# Rédaction
Il vaut mieux distinguer les 2
points :
e la CV, assurée par th de CV
monotone
e l'encadrement de ¢, par l'en-
cadrement de (uj)

v Rigueur !
Ne pas oublier la continuité
de ln en ¢ pour justifier que
(In(un)) converge vers [n(¢) !

+00
1
Conclusion : La suite (In(up))pen converge vers n(¢) = Z n (1 + T )
k=0
Montrer que, pour tout n de N, on a In (—) Z n (1 + —)
k=n+1

Soit n € N. Puisque u, >0et ¢ >0,0na :

4
n ( — )
Up

(@) — In(u,)

= Zln(wr )
Z ln(1+?)

k=n+1

J question précédente

X Attention !
Pour que In(ab) = In(a) + In(b)
il faut que a, b > 0 (sinon, petit
souct...).

Conclusion : pour tout n de N, on a ln | — In |1+ — )
P ( tn ) k¥1 (

Etablir : Vo €N, 0 < ln (i) <5

Soit n € N.
e Puisque :

Ona:

1 1

mwRéflexe !
D'apres la question précédente
¢ N 1
n|—| = In {1+ 5.
( U,—, ) Z ( Zk )
k=n+1
Et pour encadrer une somme,
on commence par encadrer son
terme général...
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D'ol, en sommant de n + 1 a 400, licite car les deux séries en jeu sont convergentes :

+00 1 +00 1
0< Y ln(1+27)§ > 5t

k=n+1 k=n+1
e Or, par changement d'indice i = k — (n + 1) :
+00 +00
1 1
Z 27 - Z 217+1+1
k=n+1 i=0 N
1
- 2n+1 Z j
i=0
B 1 1
o 2/]/744 1- TZ
= >
‘et par transitivité :
0<lIn i < l
- un = n
. 14 1
Conclusion : Vn eN,0<In | — | < —.
up 2"

5.d.  Déduire de la question précédente que : Vn € N, 0< ¢ —u, < ¢ (1 — e’zi").
Soit n € N.

e (up)peN étant croissante de limite ¢, on a déja : ¢ —u, > 0.
e [Ensuite, considérons la différence :

1 1
O—up—¥0(1—e 2")=—u, +0e 2"

D'apres la question précédente, par croissance de l'exponentielle sur R, on a :

4 a
— < e2m.
U/7

D'oty, puisque v, >0 :
Par conséquent :

Et ainsi :

14
5.e. Justifier que, pour tout réel x,ona 1 —e* < x. En déduire que : ¥Vn €N, 0< ¢ —u, < >
Conclure quant a la nature de la série de terme général ¢ — u,,.

X

e On pose et on étudie la fonction g : x — 1 — e~ — x... On obtient sans difficulté que :

VxER, 1T—e ¥ <x

1
e Soit n € N. On applique le résultat que l'on vient de trouver avec x = — € R :
n

‘

T—e 7

<

n

N

Or, d'apres la question précédente : 0 < € —u, < ¢ (1 —e i )

Doy, par transitivité :
v
0<l—u, < 5

1\ 1
e Or la série Z (i) est une série géométrique convergente (car 5 €] — 1;1]), donc, par théoréme de

comparaison sur les séries a termes généraux positifs, la série E (¢ — up) est également convergente.

Conclusion : la série E ¢ — uy, converge.

5.f. 5.£i. Ecrire une fonction Python qui prend un entier naturel n en argument d'entrée et renvoie la
valeur de u, en sortie.
1 |def u(n):
2 U=2
3 for k in range (1 ,n+1):
4 U=Ux (14+1/2%xk) #ATTENTION : k, pas k+1...
5 return U
s 6‘2
5.fii. Etablir:Vn €N, ¢ —u, < GIR

Soit n € N.
D'apres la question5.e. :

v

0—u, < ?
. . . B . . 2 Lo n . g E’Z
Mais on sait aussi, d'apres la question 4., que ¢ < e“, d'ou (car 2" > 0) : >0 < >

Le résultat en découle, par transitivité.

4 L'une est une série géomé-
trique...
La convergence de

SATP, puisque :

1
VkEN,Ogln(1+2—k)

— Pourquoi 7 ——

1
Zln (1 + ?) est en fait
établie a la question 5.a.; mais
on pourrait la justifier par cri-
tére de comparaison sur les

1
< H

#) Rédaction ————
+7On compare seulement les

termes généraux !
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2
o2
Conclusion : Vn €N, ¢ —u, < —

on’
2
s o . . e _ , , ., 5Wn(10)+2
5.fiii. Résoudre, dans N, l'inéquation 50 < 107°. Interpréter le résultat. Donnée : % ~
n
19,5.
e SoitneN.Ona:

S <107 = 2">e? < 10°

2n J par stricte croissance de ln sur R}
— nln(2) >2+5n(10)

5Un(10) + 2

/;> n(2) J car In2) > 0
& n>20

e |[nterprétation :

2
e s

Pour n > 20, on a = < 1077; ainsi, d'aprés la question précédente et par transitivité, si n > 20, .
20 X Attention !

alors ¢ —u, <107, 20 n'est pas nécessairement
Et comme on sait que ¢ — u, > 0, on obtient que, st n > 20, u, fournit une valeur approchée de ¢ a la plus petite valeur & partir
1075 prés. de laquelle u, est une valeur

approchée de £ 4 107> prés,
puisque nous n‘avons que des

majorations...

2.2.2.0.2.8.0 ¢
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Exercice 5 - EDHEC 2020 E

1 X" 1 X"
On pose, pour n €N, /, = / — dxet], = / dx.
0 0

(1+x)? T+x
1. Justifier, pour tout entier naturel n, l'existence de /, et J,.
Soit n € N. , .,
Les fonctions x —> ———— et x —— —— sont définies et continues sur le segment [0;1]; donc /, et J, existent.

(14 x)?
2. Calculer Iy et .

T T
- - ——d
b Tx X /0(1+x)2X

3. Etudier les variations de la suite (In)nen-

Soit n € N.On a :
1 n+1 1 n
X X
Iy — 1, = ———dx — ——d
T /0 T+x2 " /0 T

1)(”()(7”
- /0 I

J linéarité de l'intégrale

Or, pour tout x € [0;1] :
e xX">0
e x—1<0
e 1+x72>0
D'oly, par croissance de l'intégrale, licite car 1 > 0 :

1 X”(X*’I)
b e

Conclusion : la suite (/,),eN est décroissante.

., 1
4. 4.a. Etablir:VneN, Lo+ 2+, =——.

n+1
Soit n € N. On a :

1 Xn+2 1 X”M 1 XN
———dx+2 ——d ——d
/0 T /O A+ ”/O T
/’\ X/7+Z+2Xn+1 +2Xﬂd
- 7 dx
; (0 + P

B /WX,,XZHXTM
0 (T+x)

In42 + 2lhp1 + 1y

J linéarité de l'intégrale

1

Conclusion : Vn € N, lp0 + 21 + 1, = P

4.b. En déduire 5.

D'apres le résultat précédent, on obtient :
h+2h+1lh=1

Puis on utilise les résultats de la question 2....

3
Conclusion : /, = 5= 21n(2).

5. 5.a. Alaide de la relation établie a la question 4.a., écrire une fonction Python d'en-téte def I(n): qui

renvoie la valeur de /, pour n € N.

v/ Rigueur !
%n veut voit le mot segment.

Petite remarque
Plutét que d'utiliser cette as-
tuce, on aurait ausst pu effec-
tuer le changement de variable
t =1+ x; ou méme procéder
par IPP.

#» Rédaction

Cette question doit étre parfai-
tement justifiée !l En particulier,
on mentionne la ‘linéarité de
l'intégrale” et "la croissance de
l'intégrale, avec bornes dans
l'ordre croissant”. Clest la pre-
miere fois qu'elles apparaissent,
on fait donc un effort !
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i [import numpy as np

s |def | (n):

4 1 m==0

5 return 1/2

6 if n=="1:

7 return np.log(2)—1/2

8 else:

9 i=1/2

10 j=np.log(2)—1/2 Petite remarque

1 for k in range (2, n+1): Bien entendu, Emile préfere les

12 t,j=j, 1/ (k="1)—2xj—i fonctions récursives, qui sont

13 return | toutefois plus gourmandes en
calculs !

5.b.  On considére le programme suivant :

Labs = .. ... . ... ... ...
Lord =................
plt.plot(Labs, Lord, 'b+")
plt.show ()

a2 w o =

Recopier et compléter les lignes de ce programme, de sorte que son exécution permette d'obtenir le
graphique suivant, sur lequel les termes d'indices 0 a 10 de la suite (/,) sont représentés.

05 +
0.4 1
0.3 1
0.2 1 +
+
0.1
+
+
+
S
T T T T T .
0 2 4 6 8 10

L1 : Labs=range(0,11)
L2 : Lord=[I(n) for n in abs]
5.c.  On considere la fonction Python suivante, dans laquelle on utilise la fonction créée a la question 5(a).

def seuil(p):
n=0
while [ (n)>p:
n=n+1
return n

[S; B SERWER C RN

Que faudrait-il démontrer sur la suite (/,),en pour avoir la garantie que le programme s'arréte pour
toute valeur strictement positive de p?
Le programme permet d'obtenir le premier rang a partir duquel u, devient inférieur ou égale a p; par conséquent,

le programme s'arréte si /, devient inférieur ou égal a p a un certain moment...

Conclusion : pour s'assurer que la boucle while s'arréte pour chaque valeur strictement positive de p, il faudrait
démontrer que la suite (/,),en converge vers 0.

1
6. Montrer : VneN, 0< [, < T En déduire que la suite (/,),en est convergente et donner sa limite.
n+ m Réflexe !

* Soitn €N. Pour encadrer une intégrale,
o Soit x €[0;1]. On a: on commence par encadrer
T+x>1 l'intégrande...

D'oli, par croissance de la fonction carrée sur R™ :

(14 x)? > 1
Et par décroissance de la fonction inverse sur R} :
1
(1+ x)? -
Puts, du fait que x" >0 :
o
i <~
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Or, x" >0 et (1+x)7 >0, dob :
X/7 .
=i =
o On a ainsi établi : R
X
v 0,1, 0< —— < X"
€0} 0< G <~

Par croissance de l'intégrale, licite car 1 > 0 (les fonctions en jeu sont continues sur le segment [0; 1)) :

1
0< I, < / x"dx
0

— = Rappel...

1
Conclusion : VneN, 0< [, < ——.
n+1

La conclusion du théoreme d'en-
cadrement est '(/,) converge et
sa limite est 0'; il n'est donc

e Ona:

1
o d'apres ce qui vient d'étre démontré : Vn € N, 0 < /[, < )
n

o 0

lim —— =
n—+oco n 41

pas nécessaire de mentionner le
théoréme de convergence mo-
notone (ga démontre un manque
de recul, et plus généralement,
le théoréeme d'encadrement
permet justement parfois de

Conclusion : par théoréme d'encadrement, (/,),en converge vers 0.

conclure alors que la suite n'est
4 pas monotone 1).

o 1
. Etablir : Vn e N*, I, =n/,_1 — 5
Ona: ! | !
X” X’77
Vne N, |, = ——dx ; S = d
n n /O (1+X)2 X I /0 1T+ x X
Soit n € N*.
ux— x" u'(x) = nx"
Posons : —1 Les fonctions u et v sont €' sur le segment [0; 1] et pour tout x € [0;1]: |, 1
e V=
T+ x (1+x)?

Par intégration par parties, on a alors :

v Rigueur !
Ne pas oublier la seule hypo-
thése pour U'IPP : les fonctions
doivent étre de classe € sur le
segment d'intégration.

I = |x"x ! — [ ax! !
T+x o o T+ x
-1 1 Xn—ﬂ
= — + n/ dx
2 0 1 + x
1
- /711771 - §
. . 1
Conclusion : Vn € N*, [, =n/,_1 — 5
8.a. Calculer Jy puis exprimer, pour tout n € N, J,.1 + J, en fonction de n.
[ ]
1
1
= d
Jo /0 T+ x :
= [t +x)];
- Q)

e Soit neN.Ona:

n

1 X1 1
g1+ = / 17dx +/ fdx
01 + X 0 +x linéarité de l'intégrale
j X"(x+1)
= ——dx
0 T+ x

1
= / x"dx
%

n+1
. 1
Conclusion : pour tout n € N, J,11 4+ J, = P
8.b. En déduire J;.
D'aprés la question précédente :
Ji+Jo=1

or Jo = In(2)...

Conclusion : /1 =1 —In(2).

. Démontrer par récurrence :

Yn e N, J, = (=1)" | n(2) —

e Initialisation. Pour n =1 :

On a
) i H>“) 1( H)”)
=1" | n(2) — = =)' (-
( k=1 k 1
= — (@ -1
= 1-InQ)

['initialisation vérifiée.
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10.

e Hérédité. Soit n € N. Supposons que J, = J, = (—1)" (ln(2) -

On a, d'aprés la question 8.a. :

/n+1 = 7//1 + 7,]
n+ n (71)k—1 1 J par hypothese de récurrence
= —(=) (ln(Z); . ) +
” (_1)k—W 1
= =) (tn(2>
; k n+1 J (1) s (1) = ()22 = 1
_ g R ol ) A et
= (=1 (ln(Z) g P
" k—1 n
_ g+l B =1 =1
= & (l”(z) (“ PR
n+1 k—1
) =1
= (= (ln(Z)— )
k=1 K

e | Conclusion:Vn e N*, J, =(-1)" (ln(2) —
k=1

10.a. Utiliser les résultats des questions 6. et 7. pour justifier que la suite (/,),en converge vers 0.

Iyt + 3
De la question 7., on déduit : Vn €N, J, = %

Et d'apres la question 6. : lim [, = 0.
n—+o00

Ainsi, par opération, on en déduit : lim J, = 0.
n—+00

Petite remarque

On peut également justifier de
méme que lim J,_1 = 0, puis
n—+00

Conclusion : la suite (J,),en converge vers 0. conclure.
(_1)/(—1 +oo (_1)k—1
10.b. En déduire la convergence de la série g T Puis donner la valeur de ; —
D'apres ce qui précede et le résultat de la qugstlon 9.:
n [
| (-1
n -
k=1
D'oti, par continuité de la fonction valeur absolue en O :
n L
| (1)
n .
/7~l>LToo =) (lﬂ(Z) B k -
k=1
Or, pour tout n € N* :
n 1 n k—1
(N (=1
(—=1" (ln(Z) . = =1 ln(Z)fZ .
k=1 k=1
n L
-1 k—1
= |[n@-> =)
k=1
On en déduit :
n (71)/(71
lim |n(2) — =0
n—+00 = k = Rappel...
Par conséquent : lm [f(x)] =0 = lim f{x) =
lim () — - (=TT _0 0.. Mais. L'imPL'L.cat'Lon est
n—+0o = k ?usse st la limite est autre que
Et ainsi :
n .
. (7«])ka B
nLlToo k = n2)
k=1
(_«I)ka oo (_«I)ka
Conclusion : la série g P est convergente et ; = n(2).

10.c. Démontrer que lim nJ, = %

n—+00
On a, d'apres la question 7., pour tout n € N :

n(/nJrW + %)
n+1

B
T on41 AL

nJy

Or:

e lim /=0
n—+o0

e lim =
n—+oo n + 1
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D'ol, par opération :
im " (e + 1] =]
n—Foo 1\ T2 T2

5 Pour info...
1 - 1
T ! On en déduit : J, ~ =—.
Conclusion : ::LLToo nly 5 " on

2.2.2.0.2.8.0 ¢
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Exercice 6 - EcricoME E

1

On considére, pour tout n € N, la fonction f, : x — (1 — x)"e™>* ainsi que l'intégrale /, = fa(x)dx.
0
Le but de l'exercice est de montrer lexistence de trois réels a, b, c tels que pour tout n € N* :
[ b ¢ 1
”_G+E+ﬁ+ﬁg(n)
ot g(n) est une expression dépendant de n telle que lim g(n) =0.
n—+09
1. Justifier que pour tout n € N, /, est bien défini et donner son signe.
Soit n € N.
1
e La fonction f, est continue sur le segment [0; 1], donc l'intégrale / fr(x)dx est bien définie.
0
e Ona:Vxel[0;1], fy(x) > 0.
D'ou, par croissance de l'intégrale, licite car 1 >0/, > 0.
Conclusion : pour tout n € N, /, est bien défint et /, > 0.
2. Calculer /.
1
Iy = fo(x)dx
0
" -
= j e dx
0
1
S B
-2 )
|
; 2 . 2 mwRéflexe | ———
= —c On vérifie la cohérence du
2 signe...
3. Etudier les variations de la suite (In)nen-
Soit neN.Ona:
1 1
1=l = jo frsa (x)dx 7/0 Fa(x)dx J lindarité de l'intégale
1
= [ st~ e
0
1
= / (1—x)"e (1 —x — 1)dx
0
1
= / —x(1 = x)"e >dx
0
Or, pour tout x € [0;1] :
—x <0 ; (1=Xx">0; e >0
D'oti, pas croissance de l'intégrale, licite car 1 > 0, on obtient :
1
j —x(1—=x)"e"Xdx <0
0
Autrement dit :
//HrW - /n < 0
| Conclusion : la suite (/,),eN est décroissante. |
4. Que peut-on en déduire?
D'apres les questions précédentes, (/,),en est décroissante et minorée par 0.
| Conclusion : d'apres le théoréme de convergence monotone, la suite (/,),eN converge. |
. 1
5. Démontrer que pour tout n € N,0 < /[, < ——.
Soi N n+1 mwRéflexe !
oit n € o Pour encadrer une intégrale,
e Soit x€[0;1] Ona: on commence par encadrer
0<e 2 <1 l'intégrande...
Do, puisque (1 —x)" >0 ’
0 < 07ZXU o X)” < (»] o X)I?
e On a ainsi établi :
Vx €1[0;1], 0 < fa(x) < (1—x)"
Et par croissance de l'intégrale, licite car 1 > 0, on obtient :
1
I < j (1—x)"dx
0
Or: ; ! ] Petite remarque
/ 1—=x)"dx = { (1 x)”“} On peut également effectuer
0 n-+1 0 le changement de variable
- 1 t = 1—x pour se rendre compte
= 1 1
nt] que/ (1—x)"dx =/ t"dt..
0 0

Conclusion : pour tout n € N, /, < .
n+1
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6.

10.

Déterminer la limite de la suite (/,)sen-
Ona:

1
e dapres les questions 1. et 5:VneN, 0< /[, < ]

e lim =
n—+4oo N + 1

Conclusion : par théoréme d’encadrement, =0.
r

lim 1/,
1—+00

. A l'aide d'une intégration par parties, démontrer que pour tout n € N, 2/,.1 =1 —(n +1)/,.

Soit n € N. !
Ona:ly = / (1—x)"*Te=2dx.
0
U x— (1—x)"*! ’
Posons : -1 _,,  .Lesfonctions u et v sont %" sur le segment [0; 1] et pour tout x € [0;1]: | ox
VX > 79 Viix)=e

Par intégration par parties, on a alors :

1 1!
/n+1 - 7(1 - X)”M 672X:|
T n+1

=272 h

1
1
f/ —(n+ N1 =x)"—e Xdx
o Jo 2

Conclusion : pour tout n € N, 2/,01 =1 —(n+ 1)/,

. En déduire lim nl,.
n—-+00

D'apres la question précédente, on a :
VneN, 2,1 =1—nl,— 1,

Autrement dit :
YneN, nly=1=2l,,1—1,
Or on sait que lim /, =0, donc lim /41 =0 également.
n—-+00 n—-+00

Et ainsi, en passant a la limite dans l'égalité ci-dessus, on obtient : lim nl, = 1.

m
n—+00

Conclusion : lim nl, =1.
n—-+00

. Déterminer HBTOQ (n(nl, —1)).

Soit n € N. On reprend ce qui a été obtenu dans la question précédente :
nly=1=2l1— 1y

Et donc :
nly —1= _2/1144 —In

Ce qui donne :

n(nl, = 1) = =2nl,41 —nl,
Or:
=2nlhg1 = =20+ 1 =Nl
= =20+ N1 + 2041
Dot :

n(nly —1) = =2(n+N)lyq1 + 21,421 — nl,

On passe ensuite a la limite, en utilisant le résultat de la question précédente!

Conclusion : lim n(nl, —1) = —3.
n—+o00

Donner alors les valeurs de a, b, c.

D'apres la question précédente, il existe donc une fonction e telle que l'ulw e(n) = 0 et pour tout n € N, n(nl, — 1)
n—-+o00

—3+ e(n).
Ce qui donne, pour tout n € N* :
1 3 e(n)

o2
"Tn 02 n?

On reconnalt alors la forme donnée dans ['énoncé, avec £(n) = e(n).

Conclusion : a =0, b="1et c = —3.

2. 2.2.0.2.8.0 ¢

u'(x) = —(n +1)(1 = x)"

— X Attention !

lim NIy = 1; mais a priori,
N—+o0

lim NI, lim Niy..
N—L>+oo N :F N—l>+oo N
Attention quand on compose des
limites !
Dans le méme genre, on sait

e —1
que l'u‘% + 1 (méme si
X
¥ —1
lim &— =1)..
x=0 X

1= Pour info...
On dit que l'on a obtenu un
développement asymptotique de

().
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Exercice 7 - EDHEC 2022 E

;
X
Pour tout n € N*, on pose Un=/ 7 dx
o nx+n)
1. Calculer uy.
Ona:
1
e /X+1

- /H+14
B 0 x+1

1
1—
jg X+W

[x = n(lx + 1)) ]0
T—1In(2)

2. Soit n € N*. On définit la fonction f, sur [0;1] par : Vx € [0;1], f,(x) = )(—FLn Dresser le tableau de

variations de f, sur [0; 1].
La fonction f, est un quotient de deux fonctions dérivables sur [0; 1], dont le dénominateur ne s'annule pas sur [0;1] (car
n > 0). Par conséquent, f, est dérivable sur [0; 1] et, pour tout x € [0; 1] :

n

f/é(X):

(x + n)?
Dot :
x 10 1
]+
1
fn 0 / n+1

1
3. 3.a. Montrer que pour tout n € N*, 0 < v, < —.
n
Soit n € N*.

e D'apres le tableau de la question précédente, on a :

1
Wx €[01], 0< fol) <

Doy, puisque n > 0 :
X 1

nix+n) = nn+1)
D'ot, par croissance de U'intégrale, licite car 1 > 0 (les fonctions en jeu sont continues sur le segment [0; 1)) :

1
1
0£u”£/ ———dx
o n(n+1)

1
n(n+1)

Vx €1[0;1], 0<

Autrement dit :
0<uy <
e Ornn+1)= n’+ n, et comme n > 0,0na:
n(n+1) > n?

Aiinsi, par décroissance de la fonction inverse sur R} :

wRéflexe !
L'encadrement d'une intégrale
vient toujours d'un encadrement
de l'intégrande... Et avant de
se lancer dans l'inconnu, on
regarde sur les questions précé-
dentes peuvent nous aider !

1 1
n(n+1) = n
Par transitivité :
0< < !
u —
n [72
. B 1
Conclusion : pour tout n € N*, 0 < up < —.
n

+00
3.b.  En déduire la convergence de la série Z u,. On note y = Z u,.
n>1 n=1
On sait que

) 1
e Vne N, 0<u, < —,
n?'
. 1 L '
o la série E — est une série de Riemann convergente (exposant o = 2 > 1).
n

n>1

# Rédaction
ON NE SOMME PAS | Le
critére consiste a comparer les
termes généraux.

Conclusion : par critere de comparaison sur les séries a terme général positif, la série > up, est convergente.

n>1

4. On pose, pour tout n € N*, S, = Z Uy.

4.a. Justifier : Vn € N*, S, < y.

e D'apres la question précédente, la série Z up, est convergente de somme égale a y; autrement dit, la suite
n>1
(Sn)nen= converge vers y.

Pourquoi ?
On pense a procéder ainsi,
puisque y est la limite de la
suite (Sp)pens -
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4.b.

4.d.

5.a.

e De plus, pour tout n € N* :

n+1 n
Sni1 = 5n Z Uk — Z Uk
k=1 k=1
= u .
< 0”“ J question 3.a.

Ainsi, la suite (Sp)pen+ est croissante.

Par conséquent, (S,),en est croissante et converge vers y.

Conclusion : la suite (S,),en+ est majorée par y.

1

Il
e e Y=

Autrement dit : Yn € N*, S, < y.
Déterminer les deux réels a, b tels que pour tout x € [0; 1] et tout k € N* : X = b
' auep ' Tkt k) kK xtk
On remarque que :
Vx €[0;1), vk € N*, — -
X ; = —
Y Ck(x+k) ko ox+k
Conclusion: a =1 et b = —1 : :
X
0:1], ¥k € N* -
e VR EN, T TR T vk
. 1
Etablir alors : Yk € N*, vy = i In(k + 1) + In(k).
Soit k € N*. On a :
— ' X d
e = k(x + k) x J question précédente
T 1
£ x + k X J par linéarité de l'intégrale
1
k

dx

1
dX?/g X+ k

— [n(x + k])];
—In(k + 1) + n(k)

—_

Conclusion : Yk € N, up = — —In(k + 1) + In(k).

k

=
Vérifier que pour tout n € N*, S, = Z e (n(n +1).

k=1
Soitn € N*. On a:

n
)_ux
k=1

n

- 3

J question précédente

(% —In(k 4+ 1) +ln(k))

J linéarité de la somme

ki/‘ ,I n n
=y L Y In(k+1)+ ) In(k) ) télescopage
k=1 k=1 k=1

= %fln(n+1)+ln(1)
k=1

n
Conclusion : pour tout n € N*, S, = Z P In(n +1).
k=1

n

1

5. Pour tout n € N*, on pose T, = Z T tn(n).

k=1

Justifier que (T,)n,en+ est convergente et préciser sa limite.
On a, pour tout n € N* -

n

1
i [n(n)
k=1
n
= e In(n) +n(n +1) = In(n + 1)

k=1
= S,+Wn(n+1)—In(n)
n+1

n

1
T+ —
n

Tn -

= S,+1In

= S,+1In

Or:

L4 n Sy =y,

Lim
n—+oo

1 1
e lim 14+ — =1etln estcontinue en 1, donc: Llim [n (1 + 7) =0.
n—+o00 n n—-—+o00 n

Conclusion : (T,),eN+ converge vers y.

— = Rappel...

Une suite croissante qui
converge vers ¢ est majorée

qparé

Une suite décroissante qui
converge vers ¢ est minorée par
¢ (chapitre 10, exercice 1).

o

— QO Astuce du chef ! O
En fait, on la fait dans le cas
ol k = 1 a la question 1...

Et comme les réels a et b sont
indépendants de k (d'apres la
formulation de la question)..
Vous voyez ol je veux en venir...
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. 1 1
5.b. Etablir : ¥n € N7, ) <ln(n+1)—1In(n) < - En déduire que (T,),en+ est décroissante.

e Soit n € N*.
Par décroissance de la fonction inverse sur [n;n + 1] (car [n;n + 1] C RY), on a :

1 1 1
<-<

Vx € [nmn+1] - < =

n+1 X " n

Puis, par croissance de l'intégrale, licite car n +1>n :

n+1 1 n+1 1 n+1 1
[ dx < / —dx < / —dx
. n+1 " X N n

Autrement dit :

Petite remarque

Il est également possible de dé-
montrer ce résultat en utilisant

U'IAF appliquée a la fonction ln

sur le segment [n; n + 1]..

n+1-1 n+1 n+1-1
— 7 <[ < ——
Dot :
! <ln(n+1) l1(7)<1
n{r — LN(/ —
n+17~ -
. . 1 1
Conclusion : Vn € N*, —— <In(n + 1) —ln(n) < —.
n+1 n
e Soitn e N*. Ona:
n+1 1 n 1
Thp1—Tn = Z i In(n +1)— Z T + n(n) J élescopage
k:]] k=1
B n+1 In(n +1) + n(n) J résultat précédent
< 0

Conclusion : la suite (T,),en+ est décroissante.

Donner finalement, pour tout n € N*, un encadrement de y a laide de T, et S,.
Puisque (7,),en+ est décroissante et converge vers y, elle est minorée par y. Puis, en utilisant le résultat de la question
4.a., on obtient :

Vne N, S, <y<T,

Conclusion : Vn € N*, S, <y < T,.

On considere la fonction Python définie ci-dessous :

import numpy as np
def gamma(p):
n=1
while np.log(1+1/n)>p:
n=n+1
L=[1/k for k in range(1,n+1)]
S=sum (L)—np.log (n+1)
T=sum (L)—np.log(n)
return S, T

L'exécution de la commande gamma (10** (-3)) renvoie : (0.5767160812351229, 0.5777155815682065).
Interpréter ce résultat en justifiant soigneusement la réponse.

Le résultat de la question 4.d. et la définition de la suite (7,),en nous permettent d'affirmer que la fonction renvoie, pour
un certain n, les valeurs S, et T,,.

Par conséquent, d'apres le résultat de la question 6., la fonction renvoie un encadrement de y.

Ensuite, on remarque que, pour tout n € N* :

n

1 L
Th=5, = ;7Ln(n)fzz +n(n+1)
k=1 k=1
n+1
= In
n
1
= In{1+4+—

La fonction renvoie donc les valeurs de S, et T, dés que T, — S, devient inférieur ou égal a p.
Par conséquent : la fonction renvoie un encadrement de y d'amplitude inférieure ou éqgale a p.

41072

Conclqsion : (0.5767160812351229, 0.5777155815682065) est un encadrement de y d'amplitude inférieure ou égale

Petite remarque
On pourrait aussi dire que
0,5767160812351229 est
une valeur approchée par
défaut & 1073 prés de y et
0,5777155815682065 en est une
valeur approchée par excés.

2. 2.8.0.0.8.0 ¢
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EXEerciCE 8 - INSPIRE D'EXERCICES DE CONCOURS

- . 21 e . . .
On considere la fonction f : x — xe™~, définie sur R*. On note %; sa courbe représentative dans un repére

orthonormé du plan.

ParTIE A. ETUDE DE f.

1. Etudier la parité de f.
f(1)y=e""et f(=1) = —e'.
Par conséquent :
o f(—1)# f(1): f n'est pas paire;
o f(—1)# —f(1): f n'est pas impaire.

Conclusion : f n'est ni paire ni impaire.

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. Préciser les éventuelles asymptotes de

;.
e En —oco0:
lim — =0, donc par composition :  lim e =1
X——00 X X——00
lim x = —o0
X——00

e En 0, a gauche :

=1

lim — = +o0
x—0 X

x<0

X

par croissance comparée : lim — = —00
X—+o0 —X
e En 0, a droite :
— » -
lim — = —o0, donc par composition : lim e T — 0

x—=0 X x—0
x>0 x>0

lim — =0, donc par composition : lim e =1
X—+00 X X——+00

lim x = 400
X—+00

ainsi

ainst

ainst

ainsi

, par opérations :

, par composition :

, par opérations :

, par opérations :

lim f(x) = —oc0
X——0Q0

lim xe™
x—0
x<0

1/x

= —00

l -
XTO f(X)
x>0

lim f(x)

X—+00

+00

Conclusion : 47 admet une asymptote 'verticale” d'équation x = 0, en 0 a gauche.

3. 3a. Rappeler lim &
. 3a. appi er lim ——.
lim & . =1
X—0
3.b. Déterminer llT (f(x) = x) ainst que lim (f(x) — x)
e En+4oo:

Soit x suffisamment proche de +o00. On a :

f(X) —x = xe W —x = x (e’”x 71)

Posons X = i Ainst : lim X =0". Dol :
X

I
X—+00

lim x (e*1/x—1) = lim —

X—+00

Conclusion : lim (f(x)—x) =—1.
X—+00

e En —oo:
On procede de la méme fagon, pour obtenir le méme résultat.

Conclusion : lim (f(x) —x) = —1.
X—>—0Q

3.c.  En déduire que €, admet une droite asymptote aux voisinages de +o0.

De la question précédente, on déduit :

lim (f(x)—(x—1)):0 ; lim (f(x)—(x—1)):0

X—+00 X——00

Conclusion : la droite d'équation y = x — 1 est asymptote a la courbe de f aux voisinages de *oo.

4. Dresser le tableau de variations complet de f sur R*.

—1
Posons u: x — x et v x — — de sorte que f = u x expov.
X

v est dérivable sur R*, donc expov est dérivable sur R*. Ainsi, f, étant un produit de fonctions dérivables sur R*, est

également dérivable sur R*.
Soit x € R*. On a:

1
'(x) = e N g x x —e

£
e X (1 + 7)
X

X+ 1
e—1/x

REFLEXE ! X

—1/x
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On obtient ainst directement :

X —00 -1 0 +00

signe de f'(x) + 0 - +

L —e +oo
variations de f e / \ _oollo /

5. Déterminer lim f'(x).

x—0

x>0
Soit x > 0.On a:
1
Flx) = e 'k (1 + 7)
1
ellx
1
lim — = 400 14
x—0 X R e . + %
Or: x>0 ainsi, par composition : lim
) , 1+ X oy
par croissance comparée : Xllm =0 -

X _
eW Ix

Conclusion : l'LmO f'(x) = 0.

x>0

6. 6.a. Etablir: ¥x € R*, f/(x) < 1.

| 1 o .
Ona:f :ixr e ' (1 + —) ;ainsi, f’ est dérivable sur R* et pour tout x € R* :
X

1 I 1 1
7 1/ 1/
ix) = 2° : (1+;)fpe N
1 1 1
o =1/
D (7 T 7)
e*HX
- pE
On en déduit :
X —00 0 +00
signe de f”(x) - +

variations de f’ ! \ 0/ 1

Détaillons les limites apparentes dans ce tableau de variations :

e En —oo:
lim — =0, donc par composition :  lim e =1 o L _
x—-00 X 1 X——00 ainsi, par opérations : lim f(x) =1
X—>—0Q
lim 1+ —-=1
X——00 X
e En —oo:
lim — =0, donc par composition :  lim e =1 o L _
x—F00 X x—-+00 ainsi, par opérations : lup flx) =1
X—>+0Q0
lim 1+ —-=1
X—+00 X

Ce tableau de variations permet bien d'obtenir le résultat voulu.

Conclusion : Vx € R*, f'(x) < 1.

6.b. En déduire la position relative de €; par rapport a la droite déquation y = x — 1.
Pour cela, posons g : x — f(x) — (x — 1) et étudions son signe.
Puisque f est dérivable sur R*, g lest également et :

Vx € R*, g'(x) = f'(x) =1
D'apres la question précédente, on obtient :
Vx €R*, ¢'(x) <0
Et comme la droite d'équation y = x — 1 est asymptote a €7 aux voisinages de +o00, on a :

lim g(x)=0

X—+00

Dol :

X —00 0 +00

signe de ¢’(x) - -

variations de g v \ \ 0

Par conséquent :
Vx €]l—o0; 0, g(x) <0 ; Vxe€0,4+09, g(x) >0

Conclusion : 6 est au-dessus de la droite d'équation y = x — 1 sur |0; +-09];
%y est au-dessous de la droite d'équation y = x — 1 sur | — o0; 0[;
@y et la droite d'équation y = x — 1 n'ont aucun point d'intersection.

7. Représenter l'allure de %} dans un repére du plan judicieusement choist. On veillera & faire figurer toutes les

informations établies précédemment permettant dobtenir la courbe la plus précise possible.

wRéflexe | ————
%n vérifie la cohérence du

tableau...

Interprétation

Graphiquement, la courbe de

f admet en quelque sorte une
demi-tangente horizontale en 0,
a droite (en quelque sorte, car f
n'est pas définie en 0...

Petite remarque

La limite en 0 a gauche n'est
pas utile pour conclure... Tout
comme celle en 0 a droite, mais
on l'avait déja obtenue a la
question 5.

— Petite remarque

La encore, les limites de g
en 0 a gauche et droite ne
sont pas nécessaires; mais
puisqu'on a celles de f, on
aurait facilement : lim g(x) =
i
—oo et limg(x) = 1.
x—0

4 x>0
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— Petite remarque

Sont visibles :

e Tangente horizontale en x =
-1

{ ® 'demi-tangente horizontale" en
x =0, a droite.

e Asymptote en x = 0, a
gauche.

e Asymptote en =oo.

PARTIE B. ETUDE D'UNE SUITE.

ug = 1
VneN, upp = f(uy)

On considere la suite (u,),en définie par : {

8. Ecrire une fonction Python, nommée u, qui prend en argument d’entrée un entier naturel n et renvoie la
valeur de u, en sortie.

i [import numpy as np

s |def u(n):

4 U=1

5 for k in range(1,n+1): = Pour info... ——
6 U=Uxnp . exp(—1/U) ¢ u(3) renvoie environ

7 return U 3% 10720

9. Représenter les premiers termes de (u,),en sur le graphique ci-dessous, sur lequel la courbe de la fonction
f est représentée. Que peut-on conjecturer sur le comportement de la suite (u,)pen ?

0.4

0.35

0.3

0.25 1

0.2

015

0.1

51072

5 17(())7 | 011 0203040506070809 1 11

: ) . o X Attention !
On conjecture que la suite (u,),eN est décroissante, de limite nulle. {

es unités...
10. Démontrer que pour tout n € N, u, existe et u, €]0;1].
Par récurrence...

e Initialisation. Pour n = 0 :
ug existe et ug =1 €0; 1]. L'initialisation est ainst vérifiée.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons "u,, existe et u, €]0;1]" et montrons "u, .1 existe et v, €J0;1]
o Par hypothése de récurrence, u, existe et u, > 0; donc f(u,) existe puisque f est définie sur R*.
Autrement dit : v, existe.
—1up

o Egalement : vy = upe ; et comme, par hypothése de récurrence, u, > 0, on a aussi u,4+q > 0.

o Enfin, par hypothese de récurrence :

0<u, <1
Puis, par croissance de f est R}, on a: X Attention !
fluy) < (1) f(0) n'existe pas !
S On écrit 0 < u, < 1 pour
Cest a dire : rappeler que l'on utilise les
Upsr < e variations de f sur R} (et méme
) 1 . e 10; 1]) seulement.
Puisque e” < 1, on obtient (par transitivité) :
Up+1 < 1
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Finalement : ‘u,41 existe et uyq €]0; 1] U'hérédité est ainsi établie.

Conclusion : pour tout n € N, u, existe et u, €0;1].

11. Etudier les variations de (Un)nen-
Soit n € N. On a :

Upy1 — Up = Up (971/11" - 1)
Or, d'apres la question précédente u, > 0. On a ainsi :
1
-— <0
Up
Et par stricte croissance de l'exponentielle sur R :
e—ﬂun <1

Par conséquent :
Upy1 — Uy <0

Conclusion : la suite (uj,) est strictement décroissante.

. 1
12. 12.a. Etablir : Vx €]0;1], f(x) < X

Pour changer un peu, raisonnons pas équivalence pour transformer le résultat a établir..
Soit x €]0;1]. On a :

1 1
flx) < —x & xe < Ty J
e e car x>0
—1/x 1
= e <=
e
1/x —1
¢ 1 se J par stricte croissance de ln sur R}
<
X
1
= ->1
X

Or x €]0;1], donc la derniere inégalité est vraie (décroissance de la fonction inverse sur |0;1)); par équivalence,

l'inégalité initiale est ainsi également vrate.

Petite remarque
On aurait ausst pu travailler sur

1
f(x) — —x; mais il est important
e

de rédiger de cette fagon par-
fots, afin que vous compreniez
bien quand et comment le faire.

1
Conclusion : ¥x €]0; 1], f(x) < P

n

12.b. En déduire : Vn € N, u, < (%)

Par récurrence...

e Initialisation. Pour n =0 :

) "o -
ug="1et |- =1, par conséquent, ug < [ — | . L'initialisation est vérifiée.
e e

1 n 1 n+1
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que u, < (7) et montrons que u,41 < | — )
e e

1\"
Uﬂé(*)
e
1 1 n+1
tos (1)
e e

Mais u, €]0;1] d'aprés la question 3, donc, d'aprés la question précédente :

1
flun) < ;Un

Par hypothese de récurrence, on a :

1
Do, puisque — >0
e

Par transitivité, on a ainsi :
Autrement dit :

['hérédité est établie.

»] n
Conclusion : Vn € N, u, < (E) .

12.c. Conclure sur Uexistence et la valeur de la limite de la suite (u,)nen-
Ona:

1 n
e VneN, 0<u, < (E)

n—+o0

e lim (1) :O,carle]—1;1[A
e e

| Conclusion : par théoreme d'encadrement, la suite (u,),en converge vers 0.

n

1
12.d. Résoudre l'inéquation (—) < 107%, d'inconnue n € N, puis interpréter le résultat obtenu. Donnée :
e

20n(10) =~ 46, 05.
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e Soit n e N.Ona:

1\" - 1
( - ) <107 - < —201n(10)  par stricte croissance de ln sur R}
«— —n < —201In(10)
<« n>20In(10)

1 n
Conclusion : (g) <107 lorsque n > 201n(10).

e Interprétation :

W n
On sait que pour tout n € N, v, < (7) . Ainsi, d'apres ce qui précede (et par transitivité) :
e

Vn > 20n(10), u, < 1072

Conclusion : on peut affirmer que pour tout n > 45, u, < 1029,

12.e. Le programme suivant (dans lequel u est la fonction Python définie a la question 1 de la partie B)
affiche la valeur 4. Interpréter cette valeur et la comparer avec celle obtenue a la question précédente.

n=0

while u(n)>10%%(—20):
n=n+1

print(n)

EU NN

On peut déja dire que le programme s'arrétera forcément, puisque (u,) converge vers 0. Il existe donc un rang a
partir duquel u, est toujours inférieur ou égal a 10770,

Ici, 4 est d'ailleurs le premier rang a partir duquel cest vrati.
Comparaison avec la valeur précédente : il est naturel de trouver une valeur inférieure a la question précédente;
puisque dans la question précédente, nous avions utilisé une majoration de u, (établie a la question 5(b)) pour

obtenir cette information.
n
13. Considérons la suite (S,),en définie sur N par:¥n €N, S, = Z Uy.
k=0

13.a. Etudier les variations de (Sh)nen-
Soit n € N. On a:

n+1 n
Sns1— S0 = Zuk 72“/\'
k=0 k=0
- Upn1
Or upp1 > 0.
Conclusion : la suite (S,),eN est croissante.

13.b. A l'aide du résultat établi a la question 12.b. démontrer que la suite (S,),en est majorée.
Soit n € N. On avait obtenu, a la question 12.b. :

Vk e N, up < (e N

D'ol, en sommant sur [[0; n] :

n
Z up < 2(671)/1
k=0

Ore™’ + 1, donc :

n
1 efuf’\
—\n
e
N e — efﬂ
B e—1
e efﬂ
T oe—1 e—1
—n
Or ] > 0, dou :
n e
—T\n
<
Conclusion : la suite (S,),en est majorée (par ).
e —

13.c. Que peut-on en déduire?
Etant croissante et majorée, le théoréme de convergence monotone permet dobtenir que la suite (S,),en est
convergente.

2. 2.2.0.2.8.0 ¢

Petite remarque
+7On peut ausst dire "lorsque

n > 1201n(10)] + 1"

— = Pour info...
On peut cependant s'interroger
sur 'écart important entre le
résultat obtenu par majoration
et le résultat réel..
En fait, la suite (u,) converge
trés vite vers 0. En effet, au
4eme terme, l'écart avec 0 est
déja inférieur & 10720, Cela est
dd au fait que lim f'(x) = 0. On
0
dit que le point fixe O (car on
peut prolonger f par continuité
a droite en 0 en posant f(0) =
40) est ici super attractif.

mwRéflexe | ———
Eour majorer une somme, on

majore son terme général..

X Attention !
e—e”
la quantité ]
pas étre un majorant de
(Sn)nen. puisquielle dépend
de n..

ne peut

X Attention !

. ¢ 7 est un majorant de (S,),
mais n'est pas sa limite ! Il
est d'ailleurs tres probable
qu'il nous soit impossible de
déterminer explicitement sa
limite...
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EXercice g - EML 2023 E
On consideére la fonction f définie sur J0; +o0| par :

Wx €]0; +oo|, f(x) = %

On considere également la suit (u,),en définie par ug =1 et pour tout n € N, u,q = f(u,).
1. 1.a. Dresser le tableau de variations complet de f.

e f est le quotient de deux fonctions usuelles dérivables sur |0; +-o0| dont le dénominateur ne s'annule pas sur
10; +09| ; par conséquent, f est dérivable sur |0; +oq| et, pour tout x €]0; +o9] :

o) = —xe ; e
X
e x4 1)
- 2
e Limites :
Par opérations, on a :
lim f(x) = 400
=0
et :
lim f(x)=0
X—+00
e Dol :
x |0 +00
() -

f Jv’OO\) 0

1.b. Vérifier que chaque terme de la suite (u,),en est correctement défini et strictement positif.
Démontrons par récurrence que : pour tout n € N, u, existe et u, > 0.

e Initialisation. Pour n =0 :
ug existe et ug > 0 : U'initialisation est vérifiée.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que 'u, existe et u, > 0" et montrons que "u,+1 existe et u,41 > 0"
o Par hypothése de récurrence, u, existe et u, > 0, donc f(u,) existe. Autrement dit, u,.1 existe.
o Et, onaaussi: u,y1 > 0, comme quotient de deux réels strictement positifs.

['hérédité est ainsi établie.

Conclusion : pour tout n € N, u, existe et u, > 0.
Autrement dit, chaque terme de la suite (u,),enN est correctement défint et strictement positif.

2. 2.a. Ecrire une fonction Python telle que, pour tout réel strictement positif a, l'appel de CB_1(a) renvoie
le plus petit entier naturel n tel que u, > a.

1 |import numpy as np

2

3 |def CB_1(a):

4 u=1

5 n=0

6 while u<a:

7 u=np.exp(—u)/u
8 n=n+1

9 return n

2.b. On admet que l'on a également défini une fonction Python tel que, pour tout réel strictement positif
a, l'appel de CB_2(a) renvoie le plus petit entier naturel n tel que u, < a.
Les appels CB_1(10**6) et CB_2(10%*(-6)) renvoient respectivement 6 et 5.
Qu'en déduire sur us et ug ? Commenter le résultat en une ligne.
e On en déduit que us < 107 et ug > 10°.
e [‘écart entre us et ug est considérable... la suite (u,),,sN serait-elle divergente?

3. On définit maintenant la fonction g sur [0; +-00] par : Vx € [0; +od], g(x) = e — x%.

3.a. Démontrer que g réalise une bijection de [0; +o0[ dans | — co; 1].
e La fonction carrée est strictement croissante sur [0; 40|, donc la fonction x — —x? est strictement décrois-
sante sur [0; +oq|.
La fonction g est donc la somme de deux fonctions strictement décroissantes sur [0; +oq. Par conséquent : g
est strictement décroissante sur [0; 4-00].
e Ensuite :

et, par opérations :

e Pour finir :
o g est strictement décroissante sur [0; +oq],
o g est continue sur [0; +o0|, comme somme de telles fonctions.

Ainsi, par théoréme de bijection, g est bijective de [0; +o00[ dans g([0; +oq]) =] — 00; 1],

Conclusion : g réalise une bijection de [0; 400 dans | — oo; 1].
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3.b.  En déduire que l'équation f(x) = x posséde une unique solution dans ]0; +o0|, que l'on notera a.
Commencons par remarquer que, pour tout x €J0; +oq|

—X

f)=x « S —x=0
effoZ
- X =0 Jcarx#()
= e -x=0

— gx)=0
Or, puisque g est bijective de [0; +o0[ dans | — co; 1] et que 0 €] — o0; 1], léquation g(x) = 0 posséde une unique
solution dans [0; +oc|, notée a.
Mats, comme ¢(0) # 0, on a méme a €]0; +o9).

Conclusion : 'équation f(x) = x posséde une unique solution dans |0; +oq|, que l'on notera a.

3.c. Justifier: et < a < 1.
Ona:
e gl)=e"—1.
Or —1 < 0, et donc, par stricte croissance de exp sur R :

e <
Ainst :
g(1) <0
1 -
o gleTy=e —e
Or:e "< 1<2 dob:
—e 1> 2
Et, par stricte croissance de exp sur R :
-1
e >e? .
Ainsi - Petite remarque
g(eJ) >0 On peut également raisonner
par équivalences en partant de
Par conséquent : g(e™") > 0 pour arriver & une
gle™") > gla) > g(1) "trivialité”
Et donc, par stricte décroissance de g sur [0; +oq| :
el <a<
Conclusion : e < a < 1.
4.a. Démontrer que lon a : vy > uo.
On sait que ug = 1 et ainsi, uy = e~ puis :
-1
e ¢ —1
u = = el
-
Or:e”' <1, donc:
T—e >0
Et, par stricte croissance de exp sur R :
-1
el >
Autrement dit :
uy > ugp
Conclusion : vy > ug.
4.b. En déduire que la suite (uz,)yen est strictement croissante.
Démontrons, par récurrence : Vn € N, uz, < up42.
e Initialisation. Pour n =0 :
Fait dans la question précédente.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que up, < Uz,42 et montrons que Uz,42 < Uiy
D'apres U'hypothése de récurrence, on a :
uzp < U2p+2
Puis, en appliquant f, strictement décroissante sur |0; +o0| ((up)nen est a termes strictement positifs) :
fluzn) > fluzns2) 1= Pour info...

On peut aller un peu plus vite

Autrement dit : en appliquant directement f o f,

U2nt1 > U2n43 strictement croissante sur R} ...
Puis, en appliquant a nouveau f, toujours strictement décroissante sur R}, on obtient finalement : Au passage, puisque l'intervalle
10; +oq[ est stable par f, la
U2nt2 < U2nt4 fonction f o f est bien également

définie sur |0; +o9].

'hérédité est ainsi établie.

Conclusion : Vn € N, uz, < uzps.
Autrement dit : la suite (u2,),enN est strictement croissante.

4.c. Justifier que la suite (uzq+1)nen est strictement décroissante puis quelle converge vers un réel ¢
appartenant & [0; ],
e Soit n € N.
Dapres la question précédente :
u2n < U2p42
D'ot, en appliquant f, strictement décroissante sur |0; 4+oq|, on obtient :
U2p4+1 > U2n43

Conclusion : la suite (u2,41)nen est strictement décroissante.
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e Or, dapres la question 1.b., la suite (u,),en est minorée par 0; cest donc également le cas de la suite
(U2n+1)/76N-
Conclusion : par théoreme de convergence monotone, la suite (t2,41),eN converge vers un réel ¢ > 0.
Et comme (u2,41)neN est décroissante, on a ¢ < uy.

| Conclusion : la suite (U2,41)neN est strictement décroissante et converge vers un réel ¢ appartenant a [0; e’q].

5. Pour x €]0; +o0]|, on pose h(x) = f o f(x). On pose également h(0) = 0.
5.a. Justifier que la fonction h est continue sur [0; +-00.

e La fonction f est continue sur |0; +o0| et a valeurs dans |0; 4o00[; ainsi, par composition, la fonction h est
continue sur |0; +oq|.

e Ensuite :
o lim f(x) = +o00
p=)
o lim £(X)=0
X—-+o0

D'oly, par composition :
limfof(x)=0
x—0
x>0

Ainst :
lim h(x) = h(0)
=0

La fonction h est donc continue en 0.

| Conclusion : la fonction h est continue sur [0; +oq].

5.b.  Déterminer, pour tout x €]0; 40|, une expression de h(x) en fonction de g(x).
Soit x €]0; +00[. On a:
hx) = fof(x)

= xexp ——)

Conclusion : Vx €]0; +oq[, h(x) = xexp (—# )

5.c.  Résoudre alors 'équation h(x) = x d'inconnue x € [0; +oq.

e Remarquons déja que h(0) = 0, donc 0 est solution de cette équation.
e Soit ensuite x €]0; +o9[. On a, en commencant par la question précédente :

B g(x)
hix) =x xexp(fT) JX%O
9(¥)
= exp (_T) =1 J injectivité de exp sur R
= _9) _ 0
" Jx#o
— g(x)=0

x # 0 et travail fait en question 3.b.
S X =aqQa J % q

Conclusion : les solutions de '‘équation h(x) = x sur [0; +oq sont 0 et a. |

5.d. En déduire que la suite (uz,41)nen converge vers O puis déterminer la limite de la suite (u2y)nen-

e On sait, d'aprés 4.c., que la suite (uz,41)pen converge vers un réel ¢ € [0; e’w].
Or, on a :
Vn €N, uzny3 = h(uzny1)

D'ou, par continuité de h en € (car continue sur [0; 400 et que ¢ & [0; +o0|) et unicité de la limite :
¢ =h(o)
D'apres la question précédente, on a donc :
¢=0 ou V=aqa
Mais on sait que ¢ & [0; e~ '] et que (question 3.c.) a > e "

Par conséquent ¢ # a et donc :
=0

Conclusion : la suite (u2,+1)peN converge vers 0.

e On a aussi :
Vn e N, Un+2 = f(UZNJrW)

Or:
> 1 =
/7&1100 Yo+ 0
o lim f(x) = +o00

X—
x>0
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Donc, par composition :
lim f(uzp41) = +00
+0o0

n—

Autrement dit :

lim uzp42 = 400
n—+00

| Conclusion : la suite (u2,),eN diverge vers +oo.

6. Qu'en déduire sur la suite (uy)pen?
D'apres la question précédente :
lim uy, =+o00 lim w241 =0
+o00 n—+o00

n—

| Conclusion : par propriété de recouvrement, la suite (u,),en diverge sans avoir de limite.

2. 2.8.8.2.8.0 ¢
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EXERCICE 10 - INSPIRE D'EXERCICES DE CONCOURS
Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on définit la fonction f, sur l'intervalle [0; +oq| par : f,(x) = x" — nx + 1.

1. Ecrire une fonction Python de sorte que l'exécution de la commande f(n,x) renvoie la valeur de f,(x), ol
n € [2;,4oc0] et x € R™.

def f(n,x):
2 return xsxn—nskx+1

2. Soit n € [2; +00]. Dresser le tableau de variations complet de f, sur [0; +-09].
La fonction f, est dérivable sur [0; 40| car cest une fonction polynémiale, et, pour tout x € [0; +oq] :
f/

) = ax"1—n

= " =1

Dotr (la limite en +o0 étant obtenue en factorisant f,(x) par x") :

x [0 1
) - 0 +

1 .
fn \,27”/+00

Résoudre, dans R, l'équation f,(x) = 0.

Soit x € R. On a:

X =2x+1=0
(x—"12=0

x =1

Hix) =0 =

g
—

3.b. Soit n € [3; +oo[. Démontrer que l'équation f,(x) = 0 posséde exactement deux solutions, notées «,
et B,, vérifiant :

0<a, <1<B,

e Sur|0;1]:
o f, est continue sur lintervalle 10; 1]
o f, est strictement décroissante sur ]0; 1]
D'aprés le théoréme de bijection f, est bijective de |0; 1] dans f,(]0; 1[) =2 — n; 1].
Or, puisque n >3, 0na 2—n < 0. Ainsi, 0 €2 —n; 1].
Par conséquent, l'équation f,(x) = 0 admet une unique solution a;, sur ]0;1|.

e De méme sur |1; +od.
L'équation f,(x) = 0 admet une unique solution B, sur |1; +oq|.

Conclusion
0<a, <1< Bn‘

: pour tout n > 3, l'équation f,(x) = O possede exactement deux solutions, notées aj, et B, vérifiant :

3.c. Démontrer que pour tout n € [3; +oof, B, < 2.

Soit n € [3; +oo[. On sait que B, > 1, et ainsi, par stricte croissance de f, sur ]1;4+09[, on a :

Bn <2 fa(Bn) < 1n(2)
0<2"=2n+1
2n—1<2"

2n < 2"

—
—
—
—

Hum... Langons-nous dans une récurrence pour démontrer que pour tout n € [3; +oo[, 2" > 2n.

e |Initialisation. Pour n = 3, c'est immédiat.
o Hérédité. Soit n € [3; +oo[. Supposons que 2" > 2n et montrons que 2"+ > 2(n 4 1).

Par hypothese de récurrence, on a :

2" > 2n
Dot :
on +1 > 4n
Mais :
4n—2(n+1)=2n—-2=2(n—-1) > 0
n>3
D'oli 4n > 2(n + 1), et par transitivité :
2" > 20+ 1)

Par conséquent :
Vn € [3;+oof, 2" > 2n

| Conclusion : par équivalences, on a établi que pour tout n € [3; +oof, By < 2.

4. 4.a. Recopier et compléter les lignes 4,7,8,10,11,12 de la fonction Python ci-dessous (ol £ est la fonction
Python créée & la question 1) afin quelle renvoie une valeur approchée a 10~ prés de a,, pour

n € [3;4+oo[.

Petite remarque
Pas nécessaire de traiter les
cas ol n ¢ [2;4+ocof et x <0
en fait..

Petite remarque
Le n est introduit dans
'énoncé... Il n'y avait donc pas a
écrire "soit n € [2; +oo sur les
copies (j'avais oublié !).

# Rédaction ———
+7On rédige proprement un des

deux cas, mais pas l'autre !

— QO Astuce du chef ! O
Pour éviter d'avoir a justifier
les inégalités strictes par un

4 argument supplémentaire, on
met en place le théoreme de
bijection sur les intervalles
ouverts.

— v Rigueur !

La phrase "par stricte croissance
de 71 sur J1; +-oq[' nest pas
rigoureuse. En fait, il n'y a pas
qu'une bijection réciproque ici,
ilyena2

La bijection réciproque de la
restriction de f, sur ]0; 1] et
celle de la restriction de f,
sur |1; +0o0[.. On préfere donc
l'argument sur f, ici (qui est
équivalent, et plus simple a
énoncer).

o

EXERCICES DE REVISIONS - Page 37/99



def alpha(n):
a=0

def alpha(n):
a=0
b=1
while b—a>10xx(—5):
m=(a+b)/2
if f(n,m) 0:
a,b=m,m
f(n,m)*f(n,a)<0:
b=m
f(n,m)xf(n,a)>0:
a=m

(a+b)/2

elif

elif

return

4.b.  On admet que l'on a écrit une fonction beta(n) qui renvoie une valeur approchée de B, (pour n €

5.b.

©® N o U s W oN

[3; +oo]) & 107° pres.

Proposer un programme dont l'exécution permettrait d'obtenir le graphique ci-dessous :

16
L] * + alpha_n
14 L] ® beta_n
® L]
. .
1.2
1.0 A
0.8 1
0.6 1
0.44
-
*
024 *
* - N .
" T " ‘ " " .
3 4 5 7 8 9 10
import matplotlib.pyplot as plt

N=range (3 ,11)
A=[alpha(n) for n in N]
B=[beta(n) for n in N]

plt.plot(N,A, 'r«x ", label="alpha_n")
plt.plot(N,B, "go’, label="beta_n")
plt.legend ()

plt.show ()

Justifier que la série ZB,, est divergente.
n>3

Dapres la question 3., la suite (B,),en est minorée par 1, elle ne peut pas converger vers 0. Par conséquent,

E B, diverge grossierement.

n>3

Démontrer que la série E a, est divergente. Indication : on pourra chercher a la comparer a la série

n>3
harmonique.

e Soit n € [3;+oo[. On a: fy(ap)

a" +1

1 o
> — et ainst :
n

Or a, > 0, donc

e On aainsi :

ap =

0, ce qui donne :

n
al +1
n

1
an > —
n

v Rigueur !
A ce stade, nous ne savons pas
st la suite (B,) a une limite
en 400... Il ne serait donc pas
rigoureux d'écrire lim B, #
n—+00

0..
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o Vn e [3;4o0], ap > —
n

1

1 L : :
o E — est une série de Riemann divergente
n

n>3

Conclusion : par critére de comparaison sur les séries a terme général positif, la série > a, est divergente.

n>3

6. Etude de la suite (@,)s3.

6.a.

6.b.

6.c.

6.d.

- [e¢
6.e. La série E " est-elle convergente?
n

Démontrer que : ¥n € [3; +oof, Yx €]0; 1], fr1(x) < fH(x).

Sotent n € [3; +oof et x €[0; 1].
Ona:

fl7+W<X) - fﬂ(X)

Or, x €]0; 1], donc :
Et ainst :

Par conséquent, puisque x > 0 :

X"+ )x +
X/7+1 X" x
X"(x — 1) —x

T—(x"—nx+1)

X">0; x—1<0

X/HrW — <0

Xn+1 7X”7X£O

Conclusion : Vn € [3; +oo[, Vx €]0;1], frs1(x) < fir(x).

En déduire que la suite (a,),>3 est décroissante.

Soit n € [3; +oo[. Puisque a, €[0; 1] (question 3.), d'apres le résultat de la question précédente, on obtient :

Or f,,(a,,) =0= f/7+1 (O’”+1). Dot

fot1 (an+1) < fn(an)

fapr(an) < fhpr(ang)

Et puisque f,41 est strictement décroissante sur |0; 1], on en déduit :

QAp 2> Opt1

Conclusion : la suite (a,),>3 est décroissante.

2

Démontrer que pour tout n € [3; 4+00[, a, < — puis en déduire lim a,.
n

e Soit n € [3;400[. On sait que fy(a,) = 0, et, de plus :

Ainst :

fn (7

n

2\" 2
(7) —n—+1
n n

(2) 1
n
0

n—+00

Jcarn23,doncg<1
n

2
fn (E) < fn(an)

2
Et comme f, est strictement décroissante sur |0; 1] (on a bien = et a, dans |0; 1]).
n

Par conséquent :

— >
n

e On a ainsi (puisque (@,),>3 est minorée par 0) :

Vn e [[3;+OO|I, 0<a, <+

2
b

2
Or, lim — = 0. Le théoreme d'encadrement permet finalement de conclure...

n—-+o00 N

v Rigueur !
Ne pas oublier de mentionner
que a, €]0;1[ pour pouvoir
utiliser la question précédente |

— Petite remarque
On pouvait ausst faire ainst :

n
a, = L: 1.
Or a, € [0;1], donc a; < [0;1]
n
et donc 212 + < % Par

2
conséquent : a, < —.
Ce sont des arguments plus
élémentatires, mais jat plut6t vu
la méthode exposée a gauche
dans les copies.

o

wRéflexe !
On obtient une majoration et on
veut une limite.. Théoreme d'en-
cadrement? Relisons ['énoncé a
la recherche d’'une minoration...

| Conclusion : la suite (a;,) converge vers 0.

Démontrer que lim na, = 1.

n—+o00

Soit n € [3; +ool.

e Du fait que f,(a,) = 0, on déduit na, = o] + 1.

n

e Or:a) =exp (n ln(an)) et (ay)n>3 converge vers 0. Ainsi, par composition et opérations :

lim o) =0
n—+oQ

Conclusion : lim na, =1.
n—-+oo

n>3

On a, d'apres la question 6.c., pour tout n € [[3; +oo :

. 2 - .
Or la série > — est une série de Riemann convergente..
n

n>3

. PR . s \ ) ce s al?
Conclusion : par critere de comparaison sur les séries a terme général positif, la série > — est convergente.
n

n>3

= Pour info...
Pour n suffisamment grand, on
a donc na, =~ 1, cest a dire

Ay = —.
n

1
L'an prochain, on dira que —

est un équivalent de a, en
+o00.
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7. Convergence de la suite (B,)n>3-

7.a. Ftablir : ¥n € [3;+oo[, B, < nTT
Soit n € [3; 400 On a :

1 n 1

fo(n=T) = niaT —nx @7 41
= T —pltan +1
= 1

Et comme £,(B,) = 0, on obtient :

1
fn(Bn) < fn(” g ”)
Et par stricte croissance de f, sur |1; +oq|, on obtient :

1
Bn < nb=1

I
Conclusion : Vn >3, B, < n(=1.

7.b.  En déduire que la suite (B,),>3 converge vers 1.

1
e D'aprés ce qui précéde et la question 3.b. : Vn € [3;+o0], 1 < B, < n0-1
e Or, pour tout n € [3; 400 :

1 1
n=1 = exp (n i ln(n))

Et, par croissance comparée :
[n(n
lim () _ 0

n—+oo n — 1 o

Ainsi, par composition :
1

lim n0-1 =1
n—-+0o00
Petit coup de théoréeme d'encadrement...
Conclusion : la suite (B,),>3 converge vers 1.
2. 0.8.2.6.8.8.1
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Exercice 11 - EDHEC 2008 E

Soit f une fonction de classe %" sur [0;1]. On se propose, dans cette question, de démontrer un résultat classique

sur les sommes de Riemann associées a cette fonction.
1. Montrer : IM >0/ ¥(x, y) € [0; 17, [f(x) — f(y)] < M|x — y|.

e La fonction f est dérivable sur [0; 1] car de classe €' sur [0;1]

e Puisque f est " sur [0;1], on a aussi que f’ est continue sur le segment [0; 1] Par composition, la fonction |f'| est

également continue sur le segment [0; 1].
Aiinsi, par théoréme des bornes, la fonction |f’| admet un maximum sur [0; 1].
En particulier :

IM>0/vxe[01], |[I'(x)] <M

D'apres l'inégalité des accroissements finis, on obtient, pour un tel M :

V(x,y) € 017, [F(x) = Fly)| < Mlx — y]

Conclusion : IM >0 [ Y(x, y) € [0; 17, |f(x) — f(y)] < M|x — y].

2. En déduire que : ¥n € N*, Vk € [0,n — 1], Vt € [g%] ‘f(t)ff (S)‘
k /<+1}

n n

Soit n € N*. Soit k € [0;n —1]. Soitte[
Ona:
0<k<k+1<n

Et comme n > 0, on obtient :
k+1

n

k
0< =< <1
n

Par conséquent :

{k k+1

n' n

}C[O;']]

f-4)

k
D'apres la question précédente, en prenant x = t et y = —, licite d'aprés ce qui précede, on obtient :
n

o[£ w2
n n

k
—t—

k k k
Ort> —, donct— — >0, et ainsi : ‘t,,
n n n

On obtient finalement :

3. Montrer alors que :

(k+1)/n 1 k
Wn e N*, vk € [0,n —1], / f(t)dt—ff(—)’g
kln n n

Soit n € N*. Soit k € [0;n —1].

e Commengons par remarquer que :

Par conséquent :

e On a ainsi :

(k+1)/n 1 k
/ f(t)dtfff(f)
kin n n

(k+1)[n (k+1)[n k
/ f(t)dtfj f(—) dt
kin kin n
(k+1)In k
/ () — f (7) dt
kin n
(k+1)[n
- [ f(t)ff(ﬁ)‘dt
k/n

n
e Or, d'aprés la question précédente :

O S AR R

n n n n

NN

k+1
n

(k+1)/n
f(r)—f(ﬁ)'dtg/ M(tfé)dt
n kIn n

k
D'oti, par croissance de l'intégrale, licite car — <
n

(k+1)/n
/k,’n

linéarité de l'intégrale

inégalité triangulaire sur l'intégrale,

/\,,
licite car — <
n

k+1
n

wRéflexe | ————
Ea empeste U'IAF a des kilo-

metres...

Petite remarque
M n'a pas besoin d'étre le maxi-
mum de |']; il suffit qu'il en
soit un majorant.

% Subtile... 5

En toute rigueur, l'énoncé de-
vrait mentionner que dans la
suite, on considere un tel réel
M, vérifiant le résultat de la
question 1.

Pourquoi 7 ————
On intégre une constante par
rapport a t...
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e FEnsuite : — O Astuce du chef ! O
(k+1)/n k (k+1)/n k 1 k2
/ Mlt——|dt = M T** dt Ici,jecholsls>—>7(t—f)
kin n kin 2 n
(k+1)/n - k
1 k ( comme primitive de t —> t — "
= M 2 L= E (on a bien une fonction de la
kin forme u’u & primitiver..) : cest
_ [ en fait la primitive qui rend le
2n? calcul suivant

Par transitivité, on obtient finalement :

(k-+1)/n 1 k M
f(t)ydt — —f | — —
/k/,, (o) n (n)'SZHZ
(k+1)[n
/ f(r)dr—lf(f)
kin n n

4. En déduire : Vn € N¥, ‘/ dt——Zf( )‘_9:

Soit n € N*.

e D'apres la question précédente :

Conclusion : Vn € N*, Vk € [0,n —1],

Vk € [0,n —1],

(k+1)/n 1 k
/ f(t)dt—ff(f)
kln n n

D'ol, en sommant de 0 a n — 1, on obtient :

n=1|" ~(k+1)/n 1 k =m
Z/ f(t)dt——f(—) <> =
= Jrin n \n = 2n
Autrement dit : !
=11 (k+1)in ' Y
Z/ f(t)dtfff(f) < =
= | n \n 2n

e Or, d'apres la relation de Chasles :

n—1

[ 5]

n—1 (k+1)//7 n—1
t— — f
Y[, rwa-co(r)

k=0 ZkIn linéarité de la somme
n—1 (k+1)/n 1 k
= Z(/ f(tjdt—f())
k=0 \Zkin n n ) inégalité trangulaire sur la somme
n=11" ~(k+1)/n 1 k
< Z/ f(t)dtfff(f)
k=0 kln n n

Des deux points ci-dessus, on conclut sur le résultat voulu par transitivité.

n—1

Jiroa=3 2[5

1< k !
5. Conclure finalement que lim — E f (—) =/ f(t)dt.
n—+oo P n 0

M

Conclusion : Vn € N¥, <
2n

Ona:
n—1

) f(t r—fo( )

M
N*, —
e Vne o

M
e lim — =0
n—+oo 2n

Par théoreme d'encadrement, on obtient :
= Rappel...

n—1
f(t)dt — — f (un) CV vers 0 ssi (Ju,|) CV
/ Z ( n ) ' vers 0.

Clest faux pour les autres réels
que 0 (prendre u, = (—1)" par

1 n—1 k 1 exemple).
Conclusion :  lim — Zf (7) = / f(t)dt.
0

lim
n—+o00

n—-+00 [

2.8.8.0.0.8.0 ¢
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Il ALGEBRE LINEAIRE

A MAITRISER

1. Systémes linéaires.

Résoudre un systeme linéaire. Chapitre 4. Exercice 1.

Déterminer les coefficients d'une décomposition en éléments simples. Chapitre 4. Exercice 7.
2. Matrices.

Etudier l'inversibilité d'une matrice et, si inversible, donner son inverse : Chapitre 9. Exercices 3,5.

e parce-qu'elle est triangulaire,
e par la méthode du pivot de Gauss,
e en utilisant un polynéme annulateur,

e en remarquant qu'elle est clairement non inversible : colonne ou ligne nulle, colonne
ou ligne combinaison linéaire des autres...

Calculer les puissances d'une matrice : Chapitre 9. Exercices 9,10,11,12,13,14.
e directement parce-qu'elle est diagonale,
e en conjecturant une expression a démontrer par récurrence,
e en la diagonalisant,

e a l'aide de la formule du bindme de Newton (cas classiques : A = al + bN, avec N
nilpotente; ou A = al + bM, avec M* = byM),

e en se laissant quider par 'énoncé sur une autre méthode (avec des suites, avec une
division euclidienne par un polyndéme annulateur, en la trigonalisant...).

3. Espaces vectoriels et applications linéaires.
Une excellente connaissance du cours sur les applications linéaires permettra de faire les liens entre matrices
et applications linéaires afin de dégager des méthodes efficaces.

Montrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel d'un autre : Chapitre 15. Exercices 1,25.

e en revenant a la définition de ssey,

e en montrant qu'il est le ssev engendré par une famille de vecteurs.
Montrer qu'une famille de vecteurs est libre | génératrice / une base d'un espace vectoriel. Chapitre 15. Exercices 5,10,11.
Montrer qu'une application est linéaire. Chapitre 20. Exercices 1,3,45,6,7.
Montrer qu'une application linéaire entre ev de polyndémes est un endomorphisme. Chapitre 20. Exercices 4,5,8.
Déterminer le noyau / l'image / le rang d'une application linéaire. Chapitre 20. Exercices 3,4,5,6,7,8.
Manipuler les définitions de noyau et image d'une application linéaire. Chapitre 20. Exercices 20,21,23.
Déterminer les valeurs propres d'un endomorphisme en travaillant sur rg(f — Aid)... Chapitre 20. Exercice 9.
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ExerciceE 12 - EcriIcOME 2008 E

2 =1 =2
On considére la matrice A= | 2 —1 —4|. Pour tout (i, j) € [1;3]% on note £;; la matrice de M5(R) dont
-1 1 3

tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient situé en i-ieme ligne et j-ieme colonne, qui vaut 1.

1. Question de cours.
Soient E un espace vectoriel de dimension finie ainsi que F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
1.a. Démontrer que F N G est un sous-espace vectoriel de E.

e Puisque F et G sont deux sous-espaces vectoriels de £, ona F NG C E, et E est un espace vectoriel.

e [ et G sont deux sous-espaces vectoriels de £, donc O € F et O € G. Ainst : O € F NG, et F NG est
donc non vide.

e Montrons que F N G est stable par combinaison linéaire.
Soient a, b € Ret u,v € F N G. Montrons que au + bv € F N G.

o Puisque u,v € F N G, en particulier : u,v € F.
Mais F est un espace vectoriel, il est donc stable par combinaison linéatre.
Dol :
au+bveF
o De méme :
au+bvelG
Par conséquent :
au+bve FNG
F N G est donc stable par combinaison linéaire.

Conclusion : F N G est un sous-espace vectoriel de E.

1.b.  Etablir : dim(F N G) < min ( dim(F), dim(G))A
e Onsaitque F NG C F. Et comme F NG et F sont des espaces vectoriels, on a alors :
dim(F N G) < dim(F)

e De méme :
dim(F N G) < dim(G)

Conclusion : dim(F N G) < min ( dlm(F),dlm(C)).

2. 2.a. Montrer que l'ensemble & (A) = {X e Ms51(R) | AX = X} est un espace vectoriel et en donner une

base ainsi que la dimension.

X
Sott X= |y | €M34(R).Ona:
z
2x -y 2z = X
AX =X —= 2x - y - 4z =y
- x 4+ y + 3z = z
x -y - 2z =0
= 2x - 2y — 4z = 0
- x 4+ y + 2z =0
{ X y — 2z 0
Ly « L —2L,4
L3« L3+ Ly
= { x=y+2z
1 2
ey X=y[1]+2z|0
0 1
Ainsi :
1 2
A = qul1]+2|0] [(y.2)eR
0 1
1 2
= Vect 1 0
0 1
e Par conséquent, & (A) est un sous-espace vectoriel de M3 1(R) et donc un espace vectoriel.
1 2
e De plus, la famille 11,10 est :
0 1

o génératrice de & (A) d'apres ce qui précede,
o libre, car constituée de deux vecteurs non colinéaires.

1 2
Par conséquent, la famille 11,10 est une base de & (A) et ainsi dim (51 (A)) =2
0 1

2.b. Montrer que l'ensemble &(A) = {X e Ms54(R) | AX = ZX} est un espace vectoriel et en donner une
base ainsi que la dimension.

v/ Rigueur !

Pour davantage de rigueur, on
peut quantifier ainst :

Soit X € M31(R). Il existe
alors (x,y,2) € R tel que

X =

>~
N @ x
~

Petite remarque
On pense bien a terminer les
équivalences par 'X = ...,
puisque X est l'inconnue ici.

— ¢ Rigueur !
On peut rajouter l'argument

1 2
‘Puisque [ 1];(0] €
0 1

M31(R), & (A) est ainsi un
sous-espace vectoriel de
M3 (R).

Mais il n'est souvent pas exigé.
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X
Soit X = |y | € M31(R). Ona:

z
( 2x -y - 2z = X
AX =2X — 4 x -y — 4z = 2y
- x 4+ y + 3z = 2
-y - 2z =0
= 4 2x — 3y — 4z = 0
- x + gy + z =0
2x — 3y — 4z = 0
1 -y - 2z =0
Lot - x 4+ 9y + z =0
2x — 3y — 4z = 0
= 4 -y - 2z = 0
L3« 2L3 + L4 L — y — 2z =0
<| 2x  — 3y = 4z
—
y = =2z
X = -z
— » _ o,
-1
= X=z|-2
1
Ainsi :
—1
&EA) = -2| lzeR
1
—1
= Vect -2
1
e Par conséquent, &(A) est un sous-espace vectoriel de M3 1(R) et donc un espace vectoriel.
—1
e De plus, la famille -2 est :
1

o génératrice de &(A) d'aprés ce qui précede,
o libre, car constituée d'un unique vecteur non nul.

-1
Par conséquent, la famille -2 est une base de &(A) et ainst dim (SZ(A)) =1
1
0
2.c. Etablir : &(A) N &(A) = 0
0

Raisonnons pas double-inclusion...
Puisque & (A) et &(A) sont deux sous-espaces vectoriels de M3 1(R), on a déja :
0

0]t cannan
0

Soit X € &/(A) N E(A). Ainst :
AX =X BT AX = 2X

Dol :
2X =X
Et donc :
X =034
Ainst :
0
EAN&A) C 0
0

v Rigueur !

On peut rajouter l'argument
-1

‘Puisque | =2| € M34(R),
1

& (A) est ainsi un sous-espace

vectoriel de M31(R).

Mais il n'est souvent pas exigé.

Petite remarque

'avantage de cette méthode :

elle ne dépend pas des résul-
tats des deux questions précé-
dentes...

Conclusion : & (A) N &(A) =

[N eNe)

2.d. Démontrer que la famille obtenue en concaténant les bases de & (A) et &(A) (obtenues en questions

2.a et 2.b.) est une base de M5;(R).

—1 1 2
Montrons donc que la famille —2,(1].,10 est une base de M31(R).
1 0 1
e Montrons que cette famille est libre.
—1 1 2 0
Soient (a, b, ¢) € R?. Supposons a | =2 | +b [ 1] +c|[0] =0
1 0 1 0
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—1 1 2 0 (— a + b 4+ 2c = 0
al=2]+b|1|+c|0] =10 = 1+ — 2 + b = 0
1 0 1 0 a + ¢ =0
[ — ¢ + b + 2¢ = 0
= - b — 4 = 0
Ly =L =214 1 + b + 3¢ =0
L3« L3+ 14
(7 a + b 4+ 2¢ = 0
— 1 — b — 4 = 0
Ly L3+ L _ ¢ - 0
¢ = 0
— b = 0
16 = 0
-1 1 2
Par conséquent, la famille =21,01]1.10 est libre.
1 0 1
—1 1 2
e OrCard | [ =2|,[1].,[0] ] =3=dim(M;31(R)).
1 0 1
-1 1 2
Conclusion : la famille -2 1 0 est une base de M3+(R).
1 0 1
-1 1 2
3. On considere la matrice P=|—-2 1 0
1T 0 1

3.a. Justifier que la matrice P est inversible et déterminer son inverse, notée P
éthode habituelle..

—1 1 2
Conclusion : P est inversible et P~ = [ =2 3 4
1 -1 -1
3.b. Calculer la matrice P~'AP, notée D.
2 0 0
Conclusion : P '"AP =D, avecD= [0 1 0
0 0 1

4. On consideére les ensembles C4 = {M € M;3(R) | AM = MA} et Cp = {N € M5(R) | DN = ND}.
4.a. Montrer que l'ensemble C4 est un espace vectoriel. Petite remarque

e Par définition, C4 C M3(R), et M3(R) est un espace vectoriel; On structure bien cette ques-

. ) . A , tion... 3 points, puis 2 sous-
e | a matrice nulle appartient a C4 (car A x 03 = 03 x A), donc C4 est non vide. points dans e troisieme |

e Montrons que C4 est stable par combinaison linéaire. En effet, 2 critéres pour appar-
Soient a,b € R et M, N € C4. Montrons que aM + bN &€ Ca. tenir a Cy : étre dans M;3(R) et
o aM + bN € M5(R), car M, N € M;3(R) et que M;5(R) est un espace vectoriel ; commuter avec A,
S
A(aM + bN) = aAM + bAN :
— aMA+DNA  JMNEG
= (aM+bN)A

Par conséquent : aM + bN & Ca.
Ca est donc stable par combinaison linéaire.

Conclusion : Cy est un sous-espace vectoriel de M3(R), donc un espace vectoriel.
est appelé commutant de A.

= Pour info...
| {Iensemble Ca (qui est un EV)

4.b. Soient M € M;3(R) et N = P~"MP. Montrer [‘équivalence :

MeCy & Nec(Cp

Ona:
MeCy << AM=MA
1 -1 _ =1 -1
= ggZPEN—PPNB//;/YP PDP A=PDP " et M = PNP
= oN-ND J PP =PP=1
= Ne(p

Conclusion : M € Cy < P~ 'MP € Cp. |

4.c. Démontrer que CD = Ve(t(E1‘1, EZ,Z: E2,3, E3’2, E3,3)' pulsjustlﬁer que la famille (E1,1 , EZ,Z: Ezvg, Eglz, E3’3) v Rigueur !
i Pour davantage de rigueur, on
est libre. 1tage de |
peut quantifier ainsi :
) a b ¢ ‘Soit N € M3(R). Il existe alors
e Soit N=|d e [|eMsR) (a.b,c.d,ef,g.h i) e R tel
g hoi a b ¢
que N={d e f]'
g h i
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2a  2b  2c¢ 2a b ¢
DN =ND <= d e fl=12d e f

g h i 2g h i
(2a = 2a
2b = b
2c = ¢
d = 2d
— 9 e = e
f= f
g = 29
h = h
L = i
b =0
c =0
A d = 0 )
g = 0 Petite remarque

équivalences par ‘N = ..."
puisque N est l'inconnue ici.

0 O) On pense bien a terminer les

Ainst :
a 0 0 .
Cp = 0 e f] [(aefhieR
0 h i
= laEi 1 +ebor+ B3+ hEso+iEss | (a e f h i) € R5}
Vect(E11, Bz, E23, E32, E33)
| Conclusion : Cp = \/eCt(Eyq VEs0, E03,E37, Eg‘g). |

o La famille (EH,EZZ, E3, E32, E}vg) est une sous-famille de la base canonique de M3(R); elle est donc
une sous-famille d'une famille libre.

| Conclusion : la famille (EH.EZ,L E>s, E3, Egvg) est libre. |

4.d. Montrer que la famille (PE 1P~ PE,, P!, PE,sP™", PE;, P, PEssP™") est une base de Ca.
D'apres la question précédente, la famille (EH,EZQ, Er3,E32, 53,3) est libre et génératrice de Cp; elle en est

donc une base.
Déduisons-en que la famille (PEHP’W,PEZ‘ZP*W,PEBP*1 , PEiZPq,PEg,qu) est une base de Cx.

Soit M € M3(R). On a, d'apres la question 4.b. :

MeC, <« P 'MPeCy
e« a,bc.de)eR | P'MP =aEyq 4 bEss + cEyz+ dE3o + eE33 J
«— 3Jla,bcde€R |M=P(akis+ b+ cEas+dEso + eby3) P!
— a,bc.de)eR | M=aPE P +bPE P + cPEP™ + dPE P + ePEs P!

(Er1, B2, E23, B30, E33)
est une base de Cp

Conclusion : la famille (PEH P, PE2’2P71 , PEng*W , PE}ZP*1 , PEgg)P*W) est une base de Cx.

5. Pour tout (a, b) € R?, on note M(a, b) la matrice de M5(R) définie par :

a+2b —b  —2b
M(a,by=| 2b a—b —4b
—b b a+3b

On considére également : £ = {M(a, b) | (a, b) € R*}.
5.a. Justifier que & est un espace vectoriel et en déterminer une base.

Ona:
a+2b  —b  =2b )
£ = 26 a—b  —4b | |(a,b) R’
—b b a+3b
0 0 2 -1 =2
= da({0 1 0| +b|2 -1 —4| /(a.b)eR’
0 0 1 -1 1 3
— {ak+bA/(a,b) e R’}
= Vect(h, A)

L'ensemble &£ est donc un sous-espace vectoriel de M3(R) et la famille (53, A) est :
e génératrice de & par définition,
e libre car constituée seulement de deux vecteurs non colinéaires.

| Conclusion : € est un espace vectoriel et la famille (/3, A) en est une base.

5.b. Soit (a, b) € R% Prouver que la matrice P~'M(a, b)P est diagonale. On note D(a, b) cette matrice.
Ona: Ml(a, b)=ak + bA
D'our :
P'M(a,b)P = aP 'P4+bP AP
= ak+bD

Or 5 et D sont des matrices diagonales, donc al3 + bD également.

J D=P7AP

Conclusion : la matrice P’1/\/I(a, b)P est diagonale, notée D(a, b).
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5.c.  5.ci. Lensemble {M € & | M? = |5} est-il un sous-espace vectoriel de &?
La matrice nulle n'appartient clairement pas a {M & € | M? = 5}

Conclusion

: lensemble {M € £ | M? = I3} n'est pas un sous-espace vectoriel de E.

5.cii. Soit (a, b) € R%. Démontrer : M(a, b)Y = <= D(a, by’ = k.
En déduire les matrices M(a, b) telles que M(a, b)? = k.
e On sait que D(a, b) = P~ "M(a, b)P, donc M(a, b) = PD(a, b)P~" et ainsi :

M(a, b’ =15 < (PD(a,b)P™") =&
& PD(a,b)P7'PD(a, b)P" = I
&  PD(a,b’P ' =5
&« D b=pP'P
&«  D(a, by =h
e Or:
D(a, b) alz 4+ bD
<a +2b 0 0 )
0 a+b 0
0 0 a+b
Dot :
(a + 2b)? 0 0
D(a, b) = 0 (a + b)? 0
0 0 (a + by’
Ainst
a + 2b)? 0 0 1T 0 0
D(a, by =1 < a+ by 0 = 10
0 (a + b)? 0 0 1
a+ Zb = 1
- { (@+b?7 = 1
a+2b="1oua+2b=-1
o a+b=10ua+b=—1
. a+2b=1 o a+2b=-1 o a+2b=1 o a+2b=—1
a+b=1 a+b=1 a+b=-1 a+b=-1
< (a,b)=(1,0)ou (a,b)=(3,—2)ou (a,b)=(—3,2) ou (a, b) =(—1,0) Petite remarque
Je ne détaille pas la résolution
de ces systemes dont on peut,
a ce stade de lexercice, donner
Conclusion : des deux points précédents, on déduit que les matrices M(a, b) telles que /\/I(a,b)2 =Ah les solutions directement !
sont : M(1,0), M(—1,0), M(3, =2) et M(-3, 2).

2. 8.8.8.0.8.0 ¢
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EXERCICE 13 - INSPIRE D'EXERCICES DE CONCOURS

On rappelle que si f désigne un endomorphisme d'un espace vectoriel E, alors fof est également un endomorphisme
de E et on note : f> = fof.

PARTIE |. PUISSANCES D'UNE MATRICE.
1. Questions préliminaires.
Soit A € M;(R) une matrice telle que A —5A% + 8A — 4/ =03 et A+ k.
1.a. Démontrer que la matrice A est inversible et exprimer A~ comme une combinaison linéaire de /5, A

et A%, i )
Puisque A° — 5A% + 8A—4/3 =03, 0n a:

A x %(A275A+813) =5

Conclusion : A est inversible et A~ = %(AZ —5A 4+ 8h).

1.b.  Déterminer les racines du polyndme X —5X? + 8X — 4.
Ona:
(X71)(X274X+4) car 1 est racine de X° —5X? +8X — 4

X2 —5X2+8X -4 = :
= (X—=1)X=27

Conclusion : les racines du polyndme X3 —5X? 48X — 4 sont 1 et 2

1.c. A laide de la question précédente, démontrer que la matrice A — 25 n'est pas inversible.
D'aprés la question précédente, on a : X3 —5X? 48X —4 = (X=X = 2)?; et ainsi :
(A= h)(A—h)* =0
Raisonnons par l'absurde et supposons ainst que A — 2/5 est inversible.
En multipliant, par (A — 25) ! (par la droite) l'égalité (A — K)(A — 215)? = 03, on obtient :
(A= B)(A—=2k) =03

En renouvelant, on a ainst :

Ce qui contredit U'hypothese que A + f.

Petite remarque
| Enct racine donhle

— = Pour info...

La matrice A — 5, quant a
elle, n'est pas nécessairement
non inversible. En effet, en

2 10
prenant A= [0 2 1],
0 0 2

on aurait (A — 2/2)2 = 0,, donc
X3 —5X% + 8X — 4 serait
annulateur de A; et pourtant,

1T 1 0
A—=bL=1{0 1 1] est
0 0 1

inversible.
Tout dépend donc de la matrice

Conclusion : la matrice A— /, n'est pas inversible. < Atnitiale.
0 1 0
On considére & présent la matrice A= [0 0 1] et note f l'endomorphisme de R® canoniquement associé & A.
4 -8 5
2. L'exécution du programme Python qui suit
1|import numpy as np
2|itmport numpy. linalg as al
3
4 |A=np.array([[0,1,0],[0,0,1],[4,—8,5]])
5 |[A2=al . matrix_power (A,2)
6 |[A3=al.matrix_power (A,3)
7
g |print (A3—5%xA2+8xA)
affiche :
[[4 © 0]
[0 4 0]
[0 0 4]]

En déduire un polynéme annulateur de la matrice A.
Le programme permet de calculer A3 547 £ BA.

Conclusion : le polyndme X3 —5X? 48X — 4 est annulateur de la matrice A

3. Quel est le rang de 7
D'apres la question précédente, le polyndme X3 —5X% 48X — 4 est annulateur de A. On se retrouve donc dans le contexte
de la question 1..
Par conséquent,d 'aprés la question 1.a., la matrice A est inversible. Ainsi, f est bijectif. Son rang est donc maximal.

| Conclusion : rg(f) = 3.

4. 4.a. Soient A une racine du polynéme X° —5X? +8X — 4 et u = (1, A, ?). Vérifier que f(u) = Au.
Puisque f est l'endomorphisme de R® canoniquement associé a A, on a :
flu)y = f(1,42)
o 2.4 )2
; Ej\ jzijg) 84+54) J Aest racine de X* —5X? +8X — 4, donc 4 — 84 + 5> = A}
= lu

Petite remarque

On pourrait également travailler
avec les matrices, en posant

U = Maty(u) et en calculant
AU...
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4.b. Soit A € R Supposons qu'il existe u € R? non nul tel que f(u) = Au.

4.b.i. Exprimer f2(u) en fonction de A et u.

Ona: )
fou)y = f f(u)) fu) = Au
_ /f\ff‘fl])) J linéarité de f
— 2 J f(u) = Au

4.b.ii. En déduire que X est racine du polyndme X> —5X% 48X — 4.

e De la méme fagon qu'a la question précédente, on a :
Pu) = Au
e Or, le polyndme X3 —5X% 48X —4 est annulateur de A, donc il est également annulateur de f. Ainsi :
£ =517 +8f —4id = Op )
Puis, en évaluant en u, on obtient :
u) = 5F%(u) + 8f(u) — 4u = Ogs
D'apres les deux points ci-dessus, la question précédente et le fait que f(u) = Au, on obtient :

(A =542 + 81 — 4)u = O3

Et, puisque v est non nul, il reste :
2 =52 4+81—14

| Conclusion : A est racine du polynéme X3 —5X? + 8X — 4.

4.c. Soit A € R. Déduire des questions précédentes que : f — Aid n'est pas bijectif si, et seulement si,
Ae {12}
Raisonnons pas double-implication..
Supposons que A € {1;2}. D'aprés la question 1.b., A est donc racine du polyndme X3 —5X2 48X —4.

Ainsi, d'aprés la question 4.a., le vecteur u = (1, A, A%) vérifie f(u) = Au.
Par conséquent, u € ker(f — Aid). Mais, puisque la premiere composante de u est non nulle, le vecteur u est
lut aussi non nul. D'ot :

ker(f — Aid) # {Og3}
Par conséquent : f — Aid n'est pas injectif, donc pas bijectif.

Supposons que f — Aid n'est pas bijectif.

Puisque f — Aid est un endomorphisme de R?, il nest donc pas injectif. Par conséquent :
ker(f — Aid) + {0g3}

Et il existe donc un vecteur non nul u tel que f(u) = Au.
En utilisant le résultat de la question 3.b.ii., A est donc racine de X3 —5X2 +8X — 4, et donc A € {1;2}.

— = Pour info...

En fait, ce qui a été fait est
indépendant de l'endomorphisme
f, du moment qu'on en connatlt
un polynéme annulateur P.. On
a ainsi établi que les valeurs
propres de f sont parmt les
racines de P. Résultat qui sera
revu l'an prochain.

m Réflexe !

flu) = Au & (f — Aid)(u) = 0
> u € ker(f — Aid

Pourquoi ?
Clest le théoréme sur l'équi-
valence injectif/surjectif/bijec-
tif dans le cas des endomor-
phismes !

Conclusion : f — id n'est pas bijectif si, et seulement si, A € {1;2}.

5. Déterminer le rang de la matrice A— /5. Donner alors une base de ker(f —id) constituée d'un unique vecteur,
noté uq, dont la premiére composante est égale a 1.

-1 1 0 -1 1 0 0
Ona:A—hL=|0 —1 1| etonremarqueque | O |+ [=1T]+[1] =10
4 -8 4 4 8 4 0
Et ainsi :
L]

0
rgA—h) = g o, -1, (1 J < 1 ) <1> <0>
4 8 4 car | 1| =—=10 | — (1
1 0 8 4 4

D'oti, par théoréme du rang :
dim ( ker(A — /3)) =1

1
o (1] €ker(A—£h)
1
La famille 1 est donc une famille de ker(A — k) :

e libre car constituée d'un unique vecteur non nul,

e de cardinal 1 dans ker(A — 5), qui est de dimension 1.
1
Par conséquent, la famille 1 est une base de ker(A — £).
1

Conclusion : la famille ((1,1, 1)) est une base de ker(f — id) et on pose u1 = (1,1,1).
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6. Notons uy = (1,2, 4). Vérifier que u, € ker(f — 2id).
1
On note U, = | 2| et on calcule (A— 25)Us... On trouve bien 03 1.
4

Conclusion : uy € ker(f — 2id).

7. Résoudre I'équation f(v) = 2v+u», d'inconnue v € R?, puis en donner une solution, notée 3, dont la premiére
composante est nulle.

1 X
Notons U = [ 2 ]. Soit V= [y | € M54(R). Ona:
4 z
J y = Xx+1
AV =2V + U, == z = 2y+2
 — 8y + 5z = 2z+4
[ —2x + oy = 1
= - - 2y 4+ z = 2
A - 8y + 3z = 4
-2 4+ y = 1
= < - 2y + z = 2
belytah - 6y + 3z = 6
[ —2x + oy =
— 1 - 2y + z = 2
L313231, L 0 — 0
1
X = 37 -1
= 12 1
v 2
z = z
1/4
— Vi=z|12] - |1
1 0
Prenons alors z = 4 et posons U3 = | 1| : Us est ainsi solution de l'équation AV =2V + Us.
4

Conclusion : posons u3 = (0,1,4); u3 est solution de l'équation f(v) = 2v + up, d'inconnue v & R’ et la premiére
composante de u3 est bien nulle.

8. 8.a. Montrer que la famille (uq, uz, us) est une base de R3.

e Montrons que (uq, uz, u3) est libre.
Soient @, b, ¢ € R. Supposons que auq + buy + cuz = 0.

Or:
aui + buy + cu3 =0 = (a,a,a)+ (b,2b,4b) + (0, ¢, 4c) = (0,0,0)
a + b = 0
= a + 2b 4+ 4c = 0
a + 4 + 4 = 0
a + b = 0
— b + 4 = 0
Ly —L— 14 3b + 4c = 0
L3« [5— 1[4
a + b = 0
—= b 4+ 4 = 0
[313-3L) o 8¢ _ 0
a = 0
= b = 0
c = 0
La famille (u1, uz, u3) est donc libre.
e De surcrolt : Card(uq, uz, u3) = 3 = dim(R%).
Conclusion : la famille (uq, uz, u3) est une base de R |

8.b. Sans effectuer de calcul matriciel, déterminer, en justifiant, la matrice de f dans la base (uq, uz, us).
On notera T la matrice obtenue.

e Puisque uq € ker(f —id), on a: (f —id)(uq) = 0, dou : f(uq1) — uq = 0. Autrement dit :
flur) = uy

e De la méme facon :
f(uz) = 2uy
e [t par définition de us :
f(uz) = 2u3 + uy

Ainsi :

Mat(m ‘L/Z‘Ug)(f) -

OO =
O N O
N — O

—

0
Conclusion: T= [0 2 1
0
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1T 1 0

9. Posons maintenant P= 1 2 1

1T 4 4

9.a. Montrer que la matrice P est inversible et calculer son inverse. On admet que l'on a alors : A= PTP~".

Sans difficulté, par la méthode habituelle, on trouve que P est inversible et que P~' = [ =3 4 —1

9.b. Etablir:¥neN, A" =PT"P.

Par récurrence...

e Initialisation. Pour n =0 :
PTOP~" = pLP~" = PP~ = |, = A% : linitialisation est vérifie.
o Hérédité. Soit n € N. Supposons que A" = PT"P~" et montrons que A" = p7+1p=T,

Ona:
A/7A1 — A" LA
_ pripiprp J par hypothese de récurrence
= PT"hTP!
_ PTVH»'\ P71
L'hérédité est ainsi établie.
Conclusion : pour tout n € N, A" = PT"P~".
1T 0 0 0 0 O
9.c. PosonsD= {0 2 0]etN=|0 0 1] desorteque T =D+ N.En utilisant la formule du
0 0 2 0 0 O

bindme de Newton, déterminer, pour tout n € N, Uexpression de T".

] Commengons par remarquer que :

o N? = 03; ainsi, pour tout k € [2; o0, NK = 03.

Petite remarque
+7On peut remarquer le lien entre

P et les vecteurs uq, u> et us...

Petite remarque
1L faut le vérifier ici, puisque
D n'est pas un multiple de la
matrice /3, ce n'est donc pas
‘évident".

— Petite remarque
Jai procédé un peu différem-
ment... Habituellement, je
distingue les cas 'n > 1" et
'n = 0"; la relation de Chasles
étant licite quand n > 1,
puisque la somme de droite
serait nulle (car indexée sur un
ensemble vide).

Mais... étant donné que vous
étes peu nombreux a y penser,
que cest parfois perturbant de

o

0 0 0
o DN= [0 0 2| =ND:les matrices D et N commutent.
0 0 0
e Soit ensuite n € N. Distinguons deux cas :
o Sin>2:
n o n
! a (Q +N) J formule du binéme de Newton, puisque D et N commutent
_ Z n Dk Nk
k J relation de Chasles, licite car n > 2
k=0
n n A0 n n—1 - n n—k n sk
a (o)DN+(1)D N+;(k)D N J k€ [2+oo, N =0
= D'+nD"'N
o Stne {01}
~ Stn=0:
Ona:
D+ 0D 'N=h=T°
~ Sin=1:
Ona:

D'+1D"'N=D+N=T

On a donc toujours :
T"=D"+nD""'N

10 0
Or, D étant diagonale,ona: D" = [0 2" 0
o o 2"
1 0 0 0 0 0 0 0 0
Et: D" 'N=1[0 27" 0 00 1]=(0 0 2"
0o o 2"/ \0 0 0 00 O
On a ainst :
1 0 0
Th— 1[0 2" ”21771
0 O 2"
1T 0 0
Conclusion : pour tout n €N : 7" = [0 27 p2"~"
0 0 2"
9.d. Soit n € N. Conclure sur lexpression de A”.
En utilisant les résultats des questions précédentes :
1T 1 0 1 0 0 4 -4 1
AT = 12 1o 2" a2t =3 4 1
1T 4 4 0 0 2" 2 =3 1
44 (n—3)2" —4 4202 320" 1—2" 4 2"
= |44+ @m=22""" —442" _3(n+1)2" 14 (n—1)2"
44 (n—1)2M42 44 220+ 3 4 )20 14 n2mt!

l'écrire et que ce n'est pas tres
coliteux ensuite de vérifier les
cas'n =0"et'n =1"a part, je
décide de faire ainsi a nrésent
— Q Astuce du chef ! O
Autant faire les vérifications
des autres cas sur l'expression
la plus élémentaire "T" =

D" + nD™'N", plutbt que sur
l'expression finale...

o

Veérification
On peut rapidement vérifier que
l'expression donne /3 pour n =0
(A étant inversible) et A pour
n="71.
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PARTIE II. APPLICATION A L'ETUDE D'UNE SUITE RECURRENTE LINEAIRE D'ORDRE 3.

U0=1, U1=1, U2=4

On considere la suite (u,),en définie par : «| Wn € N, Uy = 5upes — Bupes + 40,

10. Ecrire une fonction Python qui prend en argument d'entrée un entier naturel n et qui renvoie la valeur de u,

en sortie.

#Avec une fonction récursive

1

2|def u(n):

3 if n==0:

4 return 1
5 elif n==1:

6 return 1
7 elif n==2

8 return 4
9 else

10 return 5xu(n—1)—8%u(n—2)+4*u(n—3)

12 [#Avec une boucle for

13 |def ubis(n):

14 if n==0:
15 return 1
16 elif n==1:
17 return 1
18 elif n==2
19 return 4
20 else
21 U,V.W=114
2 for k in range(3,n+1):
23 U,V W=V, W, 5 xW—8xV-+4xU
24 return W
Up
11. On pose, pour tout n € N : X, = | upy1 |. Démontrer : Vn € N, X, = A" X.
Ups2

e Commencons déja par remarquer que, pour tout n € N, X, .1 = AX,...
e Démontrons ensuite le résultat par récurrence.
¢ Initialisation. Pour n =0 :
AOXO = Xy = Xp : Uinitialisation est vérifiée.
o Hérédité. Soit n € N. Supposons que X, = A" Xy et montrons que X, ;1 = ATXG.
On a, en utilisant le point précédent :
Xn +1 - AX”
= AxA"Xy
A/7+1X0

J par hypothese de récurrence

Conclusion : par récurrence, on a démontré que pour tout n € N, X, = A" Xo.

12. En utilisant les résultats de la partie /, conclure sur le terme général de la suite (u,)nen-

Soit n € N. D'apres la question précédente, on a X, = A" Xp. En utilisant le résultat de la question 9.d., on obtient : Ainst :

44 (n—3)2" —4 4 22 320! 1=2" 4 2"
Xp= |4+ (n—=22""" —442"3 _3(n+1)2" 1 =2 (4 1)2"
G4 (n—1)2M2 44 227 _3(n 4 220 1 =202 (4 2)27 ]

Up
Or Xn = | Un+1
Un+2

1
1
4

Conclusion : pour tout n € N, u, =4 +2""'(3n —6).

2.8.8.8.8.8.8 ¢
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Exercice 14 - EDHEC 2011 E

On note & = (Po, P1, P2) la base canonique de Ry[x]; on rappelle quon a ainsi, pour tout réel x : Poy(x) = 1,
Pi(x) = x et Py(x) = x%. On note également id l'endomorphisme identité sur Ry[x].
On considére l'application f qui, a toute fonction polynomiale P € Ry[x], associe la fonction polynomiale f(P) définie
par :
¥x € R, f(P)(x) = 2xP(x) — (x* = 1)P'(x)
1. 1.a. Montrer que f est une application linéaire. { X Attention ! ——
1§

Sotent A, € R et P, Q € Ry[x] Montrons que f(AP + pQ) = Af(P) + uf(Q). s'agit d'une égalité de fonc-
On a, par linéarité de la dérivation, pour tout x € R : tions..

AP +u0)x) = 2x(AP() + HOK) — (¢ — 1) (AP () + p0'(x))
= Ax 2XP(X) 4 11 x 2xQ(x) — Ax? = 1)P'(x) — p(x* = 1)Q'(x)
= AM(P)(x) + pf(Q)x)
Par conséquent : Vx € R, f(AP + pQ) = Af(P) + pf(Q). Autrement dit : f(AP 4+ pQ) = Af(P) + uf(Q).

| Conclusion : f est une application linéaire.

1.b. Ecrire f(Py), f(Py) et f(P,) comme des combinaisons linéaires de Py, Py et P,. En déduire que f est
un endomorphisme de R;[x] puis donner sa matrice dans la base Z. On notera A cette matrice.

e Sans difficultés, on a :
Vx €R, f(Po)(x)=2x ; [(P)(x)= XX+ f(P2)(x) = 2x
Dot :
f(Po)=2P1 ; f(P1)=Po+ P2 ; f(P)=2P

e Déduisons-en que f est un endomorphisme de R[x].
Soit P € Ry[x] Il existe alors a, b, ¢ € R tels que P = aPy + bP; + ¢P>. On a ainst :

f(P) = flaPy+ bP1+ch)

= af(Py) + bf(Py) + cf(P>) J linéarité de f

Or, d'apres le point précédent, f(Pg), f(P1) et f(P2) sont dans Ry[x|. Par stabilité de Ro[x] par combinaisons
linéaires, on obtient finalement :
f(P) € Rolx]
Par conséquent : f est un endomorphisme de Ry[x].
e D'apres le premier point, on a :

0 1 0
A=(2 0 2
0 1 0
1.c.  En déduire le rang de f. L'endomorphisme f est-il un automorphisme ?
Ona:
o) = rglA)
0 1 0
= 1q 2 0,12
0 1 0
0 1
= g 21,10 0 1
0 1 J la famille 21,10 est libre car seulement constituée de
- 2 0 2

deux vecteurs non colinéaires
| Conclusion : rg(f) = 2. |

Puisque dim (RZ[X]) = 3, on en déduit que f n'est pas surjectif.

| Conclusion : f n'est pas un automorphisme. |

2. Justifier que ker(f) est de dimension un puis en donner une base constituée d'un seul polynéme, noté Q.
e Dapres le théoreme du rang :
dim (Ry[x]) = rg(f) + dim ( ker(f))
Or dim (Ry[x]) = 3, d'ot :
dim ( ker(f)) =1

a
e Soit P € Ry[x]. Il existe a, b, ¢ € R tels que pour tout x € R: P(x) = a+bx+cx? On note X = Matg (P) = <b> .
c

Ona:
P eker(f) <= X &ker(A)
— AX = 02,1
20+2c = 0
= b = 0
204+2c = 0
a = —c
= b = 0
c = c
—c

0

C

= X=
— P=c(-Py+P)

Par conséquent :
ker(f) = {c(—Po+ P2) | ceR}
= Vect(—FPy + )
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3.

Posons Qp = —Py + P>. La famille (Qp) est ainst :

e génératrice de ker(f), car ker(f) = Vect(Qp),
e libre car constituée d'une unique vecteur non nul.

Conclusion : ker(f) est de dimension 1 et la famille (Qp) en est une base; ot Qp : x —> x* — 1.

3.a.

2 —A
Or, la matrice {01
0 0 A4-A)
£0

ment si, A(4 — /\Z)

Déterminer les réels A tels que f — Aid ne soit pas bijectif.
Soit A€ R. Ona:

-4 1 0
rg(A — Ah) = rq (2) qu 2/\
2 =i 2
= rg | —A 1 0
b=k O
2 —A 2
= g0 2—1 24
Lye—2L5+AL 0 1 Za
2 —A 2
— rg |0 1 —A
=l 0 2-X 24
2 —A 2
— g0 1 —A
Ly l3—(2=)L, 0 0 2A+i2-X1)
2 —A 2
= g0 1 —A
0 0 A4—-21)
2
—A est triangulaire supérieure; par conséquent, elle est inversible si, et seule-

= Rappel...
On a les équivalences : 'f — Aid
bijectif <= "A— Al inversible
— 'rg(A—AB) < 3"

Conclusion : f — Aid n'est pas bijectif lorsque A € {—2;0;2}.

3.b.  Pour chaque valeur de A trouvée a la question précédente : justifier que ker(f — Aid) est de dimension

3.c.

un puis en donner une base constituée d'un seul polyndme noté Q,.

e Pour A=0:
ker(f) a été déterminé a la question q2.. On avait Qy = —Py + P,.
e Pour A=—-2:
21 0 1
Ona:A+25= (2 2 2| etapres résolution d'un systeme, on trouve : ker(A+ 2/3) = Vect -2
0o 1 2 1

Par conséquent : ker(f + 2id) = Vect(Py — 2P + P3).

Conclusion : ker(f 4 2id) est de dimension 1 et, en posant Q_, = Py — 2P7 + P, la famille (O,Z) est une

base de ker(f + 2id).

e Pour A=2:
-2 1 0 1
Ona:A=2h=| 2 =2 2 | etaprésrésolution d'un systéme, on trouve : ker(A—2/3) = Vect 2
0 1T =2 1

Par conséquent : ker(f — 2id) = Vect(Py + 2P1 + P>).

Conclusion : ker(f — 2id) est de dimension 1 et, en posant Q> = Py + 2P + P, la famille (QZ) est une
base de ker(f — 2id).

On admet que les polyndémes Q, obtenus a la question précédente forment une base de Ry[X]. Donner
la matrice de f dans cette base.

e (Qp € ker(f), donc f(Qg) =0
o O, € ker(f + 2id), donc (f + 2id)(0_s) = 0, doti /(Q_2) = —20_5
o O, € ker(f — 2id), donc (f — 2id)(Qs) = 0, doir (Qy) = 20,

0 0 0
Matigy,0.,,0)(f)= {0 —2 0
0 0 2

2. 2.2.0.2.8.0 ¢
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Exercice 15 - EDHEC 2019 E

X y+z
On considere l'application f: [y |

z X—y
M34(R).

1. Justifier que f est un endomorphisme de M5 1(R) et donner sa matrice canoniquement associée, notée A.

e On remarque déja que f est une application de M3 1(R) a valeurs dans M3+ (R).
X X 0 1 1
e Soit [y | EM31(R). Enposant X = |y | etA=|-2 3 2 |, ona:
z z 1 0 -1
Par conséquent, f est une application linéaire.

F(X) = AX.

—2x+ 3y +2z |, et on note & = (ey, ez, e3) la base canonique de

Conclusion : f est un endomorphisme de M3 1(R) et A est sa matrice canoniquement associée.

2. Déterminer les réels A de sorte que A — Al ne soit pas inversible.
Soit A € R. La matrice A— A3 n'est pas inversible si, et seulement si, rg(A — A) # 3.

Or:
—A 1 1
rg(A — AB) = rg|{—2 3—-4 2
1 -1 —A
1 -1 —A
= rgl—2 3—-4 2
Lye—l5 A 1 1
1 —1 —A
- g0 1T—4 2-24
2R 0 1—4 1-X
1 —1 —A
- g0 1—4 2—2A
R 0 0  —1+21-X
1 —1 —A
— g0 1-4 2-2A
0 0 —(A=1)

Conclusion : la matrice A — A3 n'est pas inversible si, et seulement si, A = 1.

3. 3.a. Calculer (A— K)%

Sans difficulté, on trouve (A — K)° = 0.

3.b. En déduire que A est inversible et écrire A~ comme combinaison linéaire de 5 et A.
D'apres la question précédente :

(A—h)* =03

D'ot, en développant, puisque /3 et A commutent :

D'ou :

A2 —2A+ 3 = 05

A=A+ 28) = s

Important !

On utilise une identité remar-
quable (cas particulier de la
formule du bindme de Newton) :
il faut donc que A et /3 com-
mutent...

| Conclusion : A est inversible et A~" = —A + 2.

3.c.  Que peut-on en déduire sur l'endomorphisme f7?

| Conclusion : on en déduit que f est un automorphisme et que f T— —f+2d

4. On pose N=A— .

4.a. Exprimer, pour tout entier naturel n, la matrice A” comme combinaison linéaire de 5 et A.
Soit n € N. Distinguons deux cas :

e Sin>2:
Ona:

Al

e Sine {01}
o Stin=0:

o Sin=1:

(N+ )"
n
17) k jn—k
N* 5
kf()(k
1
n) «
N
k:o(k
(ﬂ) ) n n .
N¥ + )N+ ( )N'
0 = k

K+ n(A—h)
(T—=n)+nA

(1—0)5+0 x A

J N et 3 commutent

J ke lon], 5 =1
J relation de Chasles, licite car n > 2

J N? =0, donc Yk >2, N =0

|
o>

=15+ 1xA=A

X Attention !

Chaque argument rapporte un
point sur cette question ! Et on
lit bien l'énoncé, qui demande
d'exprimer A" en fonction de /3
et A pas en fonction de 5 et
N...
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L'expression donnée est donc encore valable pour n =0 et n = 1.

Conclusion : pour tout n € N, A" = (1 —n)i + nA.

4.b. Vérifier que l'expression précédente est aussi valable pour n = —1.
Ona:

e daprés la question 3.b.: A7 =215 — A
e dautre part, (1 — (=1)+ (—1)A=25—-A

| Conclusion : la relation établie a la question précédente est encore valable st n = —1.

5. On pose uy = (f —id)(eq) et u; = e1 + e;3.
5.a. Montrer que rg(f —id) = 1.

Ona:
rg(f —id) = rg(A—Ah)
1 1 1 Important !
= rq|—2 2 2 o Il faut mentionner que les co-
1 1 1 J les 3 colonnes sont colinéaires et non nulles lonnes sont non nulles, sinon le
~ 1 rang serait égal a 0.

5.b. Justifier que (uq, uy) est une base de ker(f — id).
D'aprés le théoréeme du rang :

dim (M3 1(R)) = dim (ker(f —id)) + rg(f — id)

D'apres la question qui précede, on obtient :

dim ( ker(f — ld)) =2
De plus :
o (f—id)(ur) = (f —id) o (f — id)(eq) = 031, car (A — K)? = 03, donc (f —id) o (f —id) = Oc(Ms4(R)- Alnsi,
uq € ker(f —id).
1
e uy = | 0| eton vérifie sans mal que (f —id)(uz) = 031, donc uy € ker(f — id).
1
Par conséquent, (u1, uy) est une famille de ker(f —id) :

-1
e libre car constituée seulement de deux vecteurs non colinéaires, puisque vy = | —2

1
etu, = 1|0
1

Petite remarque

On pouvait ausst déterminer
- - ker(f — id) en résolvant un
Conclusion : (u1, uz) est une base de ker(f — id). systéme bien entendu...

e de cardinal 2 dans ker(f — id), qui est de dimension 2.

6.a. Montrer que la famille (uq, uy, e1) est une base de Mj31(R).

) Petite remarque

e Sans difficulté, on montre que la famille (uq, uz, eq) est libre. On démontre la liberté de la

o Et: Card(uq, up, e1) =3 =dim (Mqu (R)) méme facon que d'habitude;
ou bien on peut aussi partir de

Conclusion : la famille (u1, uz, e1) est une base de M34(R). auy + buy 4+ ceq = 0, puis

appliquer f —id..

6.b. Déterminer la matrice T de f dans cette méme base.
e Puisque uy € ker(f —id), on a : f(uq) = uy
e De méme, f(uz) = uz

. Eqalement, uq = (f —id)(eq), donc uq = f(e1) — eq. Autrement dit : f(e1) = u1 + e.

1 0 1
Conclusion : Matiy, y,.e(f) =10 1 0
0 0 1

2. 2.0.8.0.8.8¢
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Exercice 16 - EDHEC 2020 E

On dit qu'une matrice M de M, (R) est antisymétrique lorsqu'elle vérifie ‘M = —M et on note A, (R) l'ensemble
des matrices antisymétriques.
1. Montrer que A,(R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).
o A,(R) C M,(R) par définition, et M,(R) est un espace vectoriel
e A, (R) est non vide, car la matrice nulle est anti-symétrique
e Montrons que A, (R) est stable par combinaison linéaire.
Soient A, p € Ret A, B € A,(R). Montrons que AA + uB € A, (R).
o Puisque A, B € A,(R), en particulier : A, B € M,(R). Et comme M, (R) est un espace vectoriel, on a déja
M+ uB € M,(R).

o Ensuite :
MWA+pB) = MNA+uB par linéarité de la transposition
= —J—uB car A, B € A,(R)
= —(AA+uB)

Par conséquent :
M+ B e AyR)

| Conclusion : A, (R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).

On considére une matrice A fixée de M,(R) et l'application f, qui a toute matrice M de A,(R) associe la matrice
f(M) définie par :
f(M) = "AM + MA

2. 2.a. Soit M une matrice de A,(R). Etablir que f(M) est une matrice antisymétrique.

Ona:
t _ it = R l...
(f(M)) - rErﬁ%;}%?)A) J linéarité de la transposition ﬂAB) B {;I:Pe —\
= MA+'AM
= maZam JMEAR
- M)
Ainsti :

f(M) € Ap(R)
Conclusion : pour tout M € A,(R), on a f(M) € A,(R).

2.b. En déduire que f est un endomorphisme de A,(R).

e Montrons que f est une application linéatire.
Soient A,y € Ret M,N € A,(R). On a :

fOM +uN) = YAQAM + uN) + (AM + uN)A
= NAM + IMA + /AN + uNA
M (M) 4 pf(N)

Par conséquent : f est une application linéaire.
e D'apres la question précédente, on a :

YM € Ay(R), (M) € Ay(R)

Conclusion : f est un endomorphisme de A,(R).

0 0 1
Dans toute la suite, on étudie le cas n =3 et on choisit A=| 0 —1 0
0 0 O
0 1 0 0 0 1 0 0 O
3. On considere les trois matrices /= —1 0 0 |, K= 0 0 O JetL={f 0 0 1
0 0 0 -1 0 O 0 -1 0
3.a. Montrer que la famille Z = (J, K, L) est une famille génératrice de A;3(R). & Méthode !
a b ¢ Montrer qu'une famille # est
i _ . génératrice d'un ev £ équivaut
oM J /6; ]Z € M5(R). Ona: a montrer que £ = Vect(F)..
g On peut donc mettre en place la
M € A3(R) e M=_M méthode habituelle !
a d g —a —-b —c
— b e h|=|-d —e —f
c f i —qg —h =i
a = 0
d = -b
g = -
— o _ 0
h = —f
i = 0
0 b ¢ .
Petite remarque
M= :l: Bf 6 On pourrait s'arréter a cette
étape, puisque l'on a réussi
= M=b/+cK+T7L a écrire toute matrice M de
L . A3(R) comme combinaison
Par conséquent : ) lindaire de J K. L.
A3R) = {bJ+cK+fL](bc f)eR’}

= Vect(),K, L)

Conclusion : la famille (/, K, L) est génératrice de A3(R).
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3.b. Montrer que & est une famille libre et en déduire la dimension de A3(R).
e Soient a, b, c € R. Supposons que a/ + bK + cL = 0s.

Ainst :
0 a b 0 0 0
—a 0 c¢c|=10 0 0
—b —c 0 0 0 0

D'our :

Par conséquent, la famille (/, K, L) est libre.
e On en déduit, grace a la question précédente, que la famille (/, K, L) est une base de A3(R).

Conclusion : dim (Ag(R)) = Card(j, K, L) = 3.

4.a. Calceuler f(J), f(K) et f(L), puis les exprimer comme combinaisons linéaires de J et L seulement.
On trouve :
fy=—/—1L;

FKy=0-3; f(l)=—L

4.b. En déduire une base de Im(f) ne contenant que des matrices de 2.
Puisque (/, K, L) est une base de A3(R), on a:

Im(7) ; Q//EEI(( f(jjif(Lngf(iL)L)) J question précédente
= Vect(—/—L —L)
= Vect(—/, —L)
= Vect(/, L)

Par conséquent, la famille (/, L) est :
e génératrice de Im(f) par définition,
e libre car seulement constituée de deux matrices non colinéaires.

Conclusion : la famille (/, L) est une base de Im(f).

4.c. Déterminer la dimension de ker(f) puis en donner une base.

e Drapres le théoreme du rang :
dim (A3(R)) = dim ( ker()) + rg(f)

Or, d'apres la question précédente : rg(f) = 2; et l'on sait, d'aprés la question 3.b., que dim (.Ag(R)) =3.

Dot :
dim (ker(f)) =1
e Or, dapres la question 4.a. : K € ker(f).
Ainsi, la famille (K) est une famille de ker(f) :
e libre, car constituée d'une unique vecteur non nul,
e de cardinal 1 dans ker(f) qui est de dimension 1.

Conclusion : la famille (K) est une base de ker(f).

= Rappel...
En pratique, il suffit que la
famille (eq, ..., e,) soit généra-
trice de l'ev de départ pour que
Im(f) = Vect(f(e1), ..., f(en)).

== Rappel...
+7rg(f) = dim (Im(1))
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Il PROBABILITES

A MAITRISER

1. Probabilités générales.
Avant de commencer, il est nécessaire, en plus de s'assurer d'une excellente connaissance du cours, de :

e comprendre la signification de ﬂAi et UA“ ol | est un sous-ensemble de N,
el el
e ne pas confondre les objets : variables aléatoires, évenements, issues, réels...

Décrire un événement en union et/ou intersection d'autres éveénements. ) .
/ Chapitre 12. Exercices 4,5,6.

Chapitre 16. Exercices 3,4,6,7,8.

Déterminer une probabilité :

e d'un union de deux évenements (formule de Poincaré) ou d'une union (finie ou infinie)
d'évenements 2 a 2 incompatibles,

e d'une intersection finie d'évenements mutuellement indépendants ou non (formule des
probabilités composées),

e d'un évenement a l'aide de la formule des probabilités totales,

e conditionnelle.

2. Variables aléatoires discrétes.

Déterminer l'ensemble image d'une variable aléatoire.

Chapitre 12. Exercices 12,15.
Chapitre 18. Exercices 1,2,3,4,5,6,89.

Déterminer la loi d'une variable aléatoire discréte dans des cas simples : le travail se fait sur
Chapitre 21. Exercices 6,17.

les évenements (éventuelles disjonctions de cas a faire).

Etudier Uexistence de l'espérance / variance d'une variable aléatoire discrete, et dans le cas
échéant, savoir la calculer.

Déterminer la loi d'un minimum / maximum de variables aléatoires indépendantes. Chapitre 12. Exercices 16,17.
Chapitre 21. Exercice 15.

Déterminer la loi d'une somme de variables aléatoires indépendantes ou non. Chapitre 21. Exercices 12,16,22.
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EXERCICE 17 - ECRICOME 2014 E

Soient p €]0;1[ et g =1—p.

On dispose dans tout l'exercice d'une méme piéce dont la probabilité d'obtenir PILE vaut p et on procéde a Uexpérience
suivante £ : "On effectue une succession illimitée de lancers de la piéce’. On suppose les résultats des lancers
indépendants les uns des autres.

On note :

e pour tout entier naturel non nul n, X, la variable aléatoire égale au nombre de PILE obtenus lors des n
premiers lancers de la piéce;

e pour tout entier naturel non nul j, F; U'événement : "La piéce donne FACE lors du j-iéme lancer’; et P; = F;;
e Y la variable aléatoire égale au nombre de FACE obtenus avant l'apparition du second PILE.
Par exemple, st les lancers ont donné dans cet ordre "FACE, PILE, FACE, FACE, FACE, PILE", alors Y = 4.
On admet que les variables aléatoires X, (n € N*) et Y sont définies sur un méme espace probabilisé modélisant
l'expérience €.
1. Soit n € N*. Reconnatre la lot de X, puis donner P((X, = k]) pour k € X,(Q). Préciser E(X,) et V(X,).

e Expérience : l'expérience consiste en n répétitions indépendantes de la méme épreuve de Bernoulli dont le succes
‘obtenir PILE" est de probabilité p.
e Variable aléatoire : X, prend alors comme valeur le nombre de PILE obtenus sur ces n lancers.

Conclusion : X, — A(n; p)

X,(0Q) = [0;n]; Vk € [0;n], P, = k) = (k) o (1 — )k

E(X,) = np et V(X,,) = np(1 — p).

2. Donner Y(Q). & Méthode !

Justifions que Y(Q) = N. Procédons par double-inclusion. On s'imprégne de la méthode

Y prend comme valeur le nombre de FACE avant l'apparition du second PILE, donc on a immédiatement Y(Q) C N. mise en place pour démontrer

que Y(Q) = N.
Soit k € N. Montrons que k € Y(Q).

L'issue, que l'on assimile a un oco-uplet, constituée de k FACE puis 2 PILE puis une infinité de FACE réalise
%De\/enen@/nt v - /‘KJ' ¢ Il s'agit de trouver UNE issue
ar conséquent : [Y = k] # @. pour justifier que [Y = k] est
D'ou : non vide, et donc que k est bien
N C Y(Q) dans Y(Q)..

Petite remarque

| Conclusion : Y(Q) = N.

3. Soit n un entier naturel. Justifier que les événements [Y = n] et [X,41 = 1] N P4, sont égaux.

[Y = n]est réalisé  si, et seulement si,  on obtient n FACE avant l'apparition du second PILE
si, et seulement si, le n + 2-iéme lancer a donné PILE et on a obtenu n FACE sur les
n + 1 lancers précédents
si, et seulement si, le n + 2-iéme lancer a donné PILE et on a obtenu 1 PILE sur les
n + 1 lancers précédents
si, et seulement si,  Pni2 N[X,41 = 1] est réalisé

Conclusion : [Y = n] = [Xp41 = 1N Ppi2.

4. Prouver que :
YneN, P(Y =n) = (n+1)p’q"

Soit n € N. D'aprés la question précédente, on a :

P(Y =n) = ]P([X” (1 =1]NPpy z) indépendance des lancers, et X1 ne fait
= ]P([X,,M = W])IP(P,,Jrz) J ntervenir que les lancers 1 a n + 1
n+1 5 dapres 1. : X410 — B(n +1;p)
= 1 PO =Pl xp
= (n+1)p%q"

Conclusion : ¥n € N, P([Y = n]) = (n + 1)p?q".

5. Démontrer que la variable aléatoire Y posséde une espérance et la calculer.

e On sait que :

Y admet une espérance  si, et seulement si,  la série Z nP(Y = n]) est absolument convergente
neY(Q)
si, et seulement si,  la série Z nP(Y = nJ) est convergente, car il s'agit d'une série a
n>0

terme général positif
e Soit N & N, suffisamment proche de +c0. On an d'aprés la question précédente :
N N

_ - 2 _n
Z() nP(Y =n) = ZO n(n+1)pq J changement d'indice k = n + 1, linéarité de la somme
n= n=

= p’) k=1 = )kgt!
_ quZk = 1N (k — 1)kg 2
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Or, p €0; 1], donc g €]0; 1[. Ainsi, la série Zk(k —1)g""? est une série géométrique convergente.
k>1
Par conséquent, la série Z nP(Y = n]) est convergente.
n>0

e On en déduit que Y admet une espérance et :
E(Y) = p’q) k=1""k(k—1)g""?
2

o 2
I N TRpE Jr=1-qa
2q
p

2
Conclusion : Y admet une espérance et E(Y) = ;q

6. Soit k € N*. On note Y} la variable aléatoire égale au nombre de FACE obtenus avant l'apparition du k-iéme
PILE. En particulier,ona Y =Y.

6.a. Soit Z la variable aléatoire égale au rang du premier PILE. Rappeler la loi de Z ainsi que son
espérance et sa variance.

e Expérience : lexpérience consiste en une infinité de répétitions indépendantes de la méme épreuve de
Bernoulli dont le succes “obtenir PILE" est de probabilité p.

e Variable aléatoire : Z donne le rang du premier succes.

Conclusion : Z — ¥(p)
Z(Q)=N";Vk e N*, P(Z=k)=(1—p)"p

E(Z) Eet V(Z) = 1;2 .

6.b. Exprimer Y; en fonction de Z puis en déduire la lot de Y; ainsi que son espérance.
Puisque Z est le rang du premier PILE et que Y7 compte le nombre de FACE avant l'apparition de ce premier

PILE, on a:
Yi=Z-1

Ainsi :

e Y1(Q) =N et, pour tout n € N :

Py =n) = P(Z-1=n)
i ﬁ’(tzp:)”/;qtﬂ) J/7+16N'
e puisque Z admet une espérance et que Y4 est une transformée affine de Z, Y4 admet également une espérance
et:
(1) i 525)111) J linéarité de l'espérance
1
- 1
el
p
Conclusion : Y4(Q)=N;Vn e N, P(Yi=n)=(1-p)"p
11—
E(Vi) = —F.
p
6.c. En généralisant la méthode utilisée dans les questions précédentes, déterminer, pour tout k € N*, la

lot de Y.
Soit k € N™.

e De la méme fagon qu'a la question 2., on a : Y, (Q) = N.

e Soitn € N.

[Yie = n] est réalisé  si, et seulement si,  on obtient n FACE avant l'apparition du k-iéme PILE

si, et seulement si,  le n + k-iéme lancer a donné PILE et on a obtenu n FACE sur les
n+ k —1 lancers précédents
si, et seulement si,  le n+ k-iéme lancer a donné PILE et on a obtenu k — 1 PILE sur les
n + k —1 lancers précédents , ,
si, et seulement si,  Pypp N[Xpsk—1 = k — 1] est réalisé — * Pour I'oral d'HEC
L On peut justifier autrement ce
Dot résultat :
Ve =n]=[Xprk1=k=1]0Py« e les issues de [V, = n] sont
Par conséquent : toutes éqglprobables
o chaque issue de [V, = n]
P(Yy=n) = ]P([X”qu =k—1]N P,7Ak) est constituée de n FACE et

J indépendance des lancers

= P(X,1x1 =k —=1)P(Py41 k PILE; la probabilité quelle
57[ l ‘k -1\ VB(Poi) J Xopk—1 = B +k =1:p) apparaisse est donc égale a
= DT U P =p)
P e chaque issue de [Yy = n]se
= neRe pk(1 —p)' termine par une PILE; pour le
k—1 reste, il suffit de placer k — 1
PILE sur les n + k — 1 tirages
: ntk="1\ ¢ récédents : il y a nk—
Conclusion : pour tout k € N*, Y¢(Q) = N et pour tout n € N, P(Y =n)) = ke |P (1=p). P Sty k—1
B 4 combinaisons possibles.

2. 2.2.0.2.8.0 ¢
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EXERcICE 18 - ECRICOME 2004 E

Une personne envoie chaque jour un mail codé par l'intermédiaire de deux serveurs : le serveur A ou le serveur B.
On constate que le serveur A est choist dans 70% des cas et donc que le serveur B est choisi dans 30% des cas. Les
choix des serveurs sont supposés indépendants les uns des autres.

1. Dans cette question, on suppose que la probabilité d'une erreur de transmission avec le serveur A est de 0, 1,
alors qu'elle est de 0,05 avec le serveur B.
1.a. Calculer la probabilité pour qu'il y ait une erreur de transmission lors de l'envot d'un mail.
Notons £ l'événement "avoir un erreur de transmission lors de l'envoi d'un mail"; et notons A l'‘événement ‘le mail
est envoyé par le serveur A" ainsi que B l'évenement ‘le mail est envoyé par le serveur B'.
D’apres la formule des probabilités totales, avec (A, B) comme systeme complet d'évenements, on a :

PE) = E )QXEHZ)+(IP)B a (B)) Py(E) J P(A) et IP(B) sont non nulles

= 0,7x0,140,3x0,

B 7 . 15

© 100 ' 1000

"

© 1000

_

~ 200

17
Conclusion : la probabilité pour qu'il y ait une erreur de transmission lors de l'envot d'un mail est éqgale a 500"

1.b. St le courrier a subi une erreur de transmission, quelle est la probabilité pour que le serveur utilisé
soit le serveur A?
Cela revient a calculer P£(A).
Puisque IP(E) #+ 0, on a :

Conclusion : la probabilité recherchée est égale a 7

2. Un jour donné, appelé jour 1, on note les différents serveurs utilisés par lordinateur par une suite de lettres.
Par exemple, la suite AABBBA... signifie que les deux premiers jours, lordinateur a choisi le serveur A les
jours 3,45 il a choisi le serveur B et le jour 6 le serveur A
Dans cet exemple, on dit que l'on a une premiére série de longueur 2 et une deuxiéme de longueur 3 (ce qui
est également le cas de la série BBAAAB...).

On note Ly la variable aléatoire représentant la longueur de la premiére série et L, celle de la deuxieme Petite remarque
Serte. En toute rigueur, 'énoncé aurait
Ainsi, pour k € N*, dire que Ly = k signifie que pendant les k premiers jours, cest le méme serveur qui a d attribuer une valeur a L4
été choisi et le jour suivant l'autre serveur. dans le cas ol cest le méme

B L . L, L . . e n . serveur qui est toujours choisi...
Pour n € N*, on note A, l'évenement "le serveur A a été choisi le jour n", et on définit de méme l'évenement De méme pour Ly.
B,.

2.a. Déterminer P([Ly = 2J).
e Ona:
(L1 = 2] est réalisé  si, et seulement si, la premiere série a une lonqueur de 2
si, et seulement si,  le méme serveur a été choisi sur les jours 1 et 2, puis l'autre lors du
jour 3
Alnsi : Lol (A A B e X Attention !
[l =2]= ( 1NA2N 3) U( 10BNy j’) Pour dire que la premiére série

est de longueur 2, il faut in-
diquer le serveur du troisiéme

e Or, Ay et By sont incompatibles, c'est donc également le cas de Ay NAy N B3 et By N By NAs. Ainst :

jour !
Pl =2) =P(A1NnANB3) + P (B NBNAs)
Puis, les choix de serveurs étant supposés indépendants les uns des autres, on obtient :
Pl =2)=0,7> x0,3+0,3 x0,7
2.b. Montrer que pour tout k € N* :
Pl =k)=0,3%0,7+0,7 0,3
Soit k € [1; +oo[.
e Ona:
[Ly = k| est réalisé  si, et seulement si,  la premiére série a une lonqgueur de k
si, et seulement si,  le méme serveur a été choisi sur les jours 1 a k, puis l'autre lors du
jour k+1
Ainsi
k k
(L = k] = ((ﬂA NBiq | U ( (B MM)
i=1 i=1
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k

A (5
i=1 i=1
Puis, les choix de serveurs étant supposés indépendants les uns des autres, on obtient le résultat voulu.

k

o Or, Aiiq et Beyq sont incompatibles, c'est donc également le cas de N Biyq et N Ags1-

| Conclusion : pour tout k € N* - P(L; = k) = 0,3 x 0,7 +0,7% x 0,3.

+00
2.c. Vérifier que ZIP([L1 = kJ) converge et que ZIP([M =k])=1.
k>1 k=1
La convergence de Z]P([Lq = k) est assurée car ([Ly = H)keu(o) est un systéme complet d'évenements et que

k>1
([Lq = k])k>1 en est une sous-famille.
On peut alors se lancer dans le calcul :

+00
> P(Ly = k)
k=1

+o00 +00
o,7Zo,3k +o,3Zo,7k
k=1 k=1
“+00 +0oo
- 0,7(20,#1 Zo,7k1)
k=0 k=0

1 1
= o,7(7170’371) +0’3(7170,771)
- 03407
1

+0,3

+00
Conclusion : la série Z P(Ly = k]) converge et Z P(Ly = k) =1.
k>1 k=1

2.d. Montrer que L; admet une espérance et la calculer.

+00
On avait obtenu ZIP([M =n)) =1, on peut donc considérer que L1(Q) = N*.
n=1
e On sait que :
Ly admet une espérance  si, et seulement si, la série Z nP([Ly = n)) est absolument convergente
nelq(Q)
si, et seulement si,
n>1
terme général positif
e Soit N € N¥, suffisamment proche de +o00. On a :
N N N
> nP(Ly=n) = 07x03) n0,3""40,3x07) n0,7"""

n=1 n=1 n=1

Or, 0,3 et 0,7 appartiennent a | — 1; 1], donc les séries Z n0,3"" et Z n0,7"~" sont des séries géomé-

n>1 n>1
triques convergentes .

Par conséquent, la série Z nP (L1 = n)) est convergente.
n>1
e On en déduit que Ly admet une espérance et :

+00

Z nP(Ly = n))

n=1

+00 +00
= 0,7« 0,3Zno,3”4 +0,3 « 0,72170,7”—1

n=1 n=1

E(Ly) =

v Rigueur !
Ce n'est pas vraiment correct,
mats l'énoncé ne nous laisse
pas le choix. Voir la premiere
remarque de l'exercice.

1 1
= 07x03x ——=+03x0,7x ————
SO T U oy
3 N 7
7,3
5
-2
. , 58
Conclusion : L1 admet une espérance et E(L1) = 5

2.e. Soit n € N*. Justifier soigneusement que pour tout k € N,

P([L =kN[L=n]) =03 +0,7"4+0,7" 0,3

Soit k € N*.

[L1 = k]N[Ly = n] est réalisé  si, et seulement si,  la premiére série est de longueur k et la seconde de

longueur n
un serveur est choist des jours 1 a k, puis l'autre des
A

jours kK +1 a n puis a nouveau le premier le jour
n+1

si, et seulement si,

o 1 ) () 1 )

i=k+1

la série Z nP([Ly = n)) est convergente, car il s'agit d'une série a

X Attention !
Pour savoir que la seconde
chatne a une longueur de n,
il faut indiquer le serveur qui
suivra : celui du jour k +n + 1.
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2f

k k-+n
Or Apsk+1 et Byigsr sont incompatibles, cest donc également le cas de (ﬂAl) n ( ﬂ Bi| NAginst et

i=1 i=k+1

k k+n
(ﬂ Bl) N ( ﬂ Az) N Byin+1. Puis, par indépendance du choix des serveurs, on obtient le résultat voulu.
i=1 i=k+1

Conclusion : pour tout k € N*, P([L; = k|n[Ly = n]) = 0,3« 0,7" + 0,751 x 0,3".

v/ Rigueur !

En déduire, & laide de la formule des probabilités totales, la valeur de IP([L; = n]) pour tout n € N*. En fait, (L = k])kﬁN* est un
systeme quasi-complet d'éve-

Soit n € N*. D'apreés la formule des probabilités, avec ([L1 = k])keN* comme systeme complet d'évenements, on nements, mais cette notion mest

a: pas au programme; et la FPT
est bien encore valable pour un

oo SQCE... A mettre en lien avec
P(la=n) = Z]P([h = kN[ = n)) J question précédente la premicre remarque faite sur
k=1 l'exercice.
+00
= ZO, 310,77 40,751 1 0,3” J par linéarité de la somme, car ZO, 34 et ZO, 7547 sont convergentes
k=1 k>1 k>1
+00 +00
o n k+1 n k+1
= 07 kZ 0.3 +0.3 kZ 0.7 J changements d'indices i = k + 1
=1 =1
+00 +00
= 0,770,3*) 0,3'+0,3"0,7*) 0,7
g g % Classique ! % ———
B nn 22 B uestion classique, qui sera
= 07703 1-0,3 +0,370.7 1-0.7 revue l'an prochain dans le
— 0320 7" +0 720 3" chapitre sur les couples de
' ' ' ' variables aléatoires. Autant
> " > ” commencer a se familiariser
Conclusion : pour tout n € N*, P([L, = n]) = 0,3°0,7"7" +0,770,3""". cette année.
+00

Remarque : on a facilement Z P(L; =n])=1.

n=1

2. 8.8.8.2.8.0 ¢
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Exercice 19 - EDHEC 2018 E

On dispose de trois pieces indiscernables au toucher :

e une piece numérotée 0 donnant PILE avec une

N —

1
probabilité 5 et FACE avec une probabilité

e une piece numérotée 1 donnant PILE a coup slr

e une piece numérotée 2 donnant FACE a coup sir

L'expérience consiste a choisir de facon équiprobable l'une de ces trois piéces puis la lancer indéfiniment. On note
(Q, A, P) un espace probabilisé associé a cette expérience.
Pour i € {0;1;2}, on note A; l'événement "on a choist la piece numérotée i". Ainsi, (Ag, A1, Az) est un systéme complet

d'événements.
Pour tout kK € N, on note P l'événement : "on obtient
On consideére les deux variables aléatoires :

PILE au lancer numéro k' et F, = P,.

e X donnant le rang d'apparition du premier PILE

e Y donnant le rang d'apparition du premier FACE

On convient de donner a X la valeur 0 si l'on obtient jamais PILE et de donner a Y la valeur O si l'on obtient jamais

FACE.
1. Loi de X.
1.a. Donner X(Q).
X(Q) =N
1.b.  Déterminer P([X = 1)).
D'apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d'évenements (Ag, A1, Az), on a :
P(X=1) = PANX=1)+PANX=1)+PAN[X=2)
= Plo) x Pag(X = 1)+ ) o Py X = 1)+ PUA) x Pay(X = 1)
= ? X i + § x 1T+ § x 0
)
. 1
Conclusion : P(X = 1)) = 5
1(1\"
1.c. Montrer que : Vn € [2;+oo[, P(X =n]) = 315/
Soit n € [2; +oo[. D'apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d'évenements (Ag, A1, Az),
ona:
P(X=n) = PANX=n)+PA NX=n])+PA NX=n) _
= IP(AU) X IP,;\O([X = /7]) + IP(A1) X IPA,‘ ([X = 17]) + P AZ) X IP;\)([X = I7‘)
Or:

e la piece 1 donne PILE dés le premier lancer et n > 2, d'oli Py, (X

n))=0

e la piece 2 ne donne jamais PILE, donc P, (X = n]) =0

Par conséquent :

P(X=n) = b Pa(Fi 0N Foy NP, + Toordoo *Subtile...x
% 3 3 Les évenements Py, P,, ... sont
- 1§ - 1IP"‘%(F1) x g (Fo1) x Pag(Pn) J par indépendance des lancers une fois Ay réali ';r;clegzz:j?_tsllpsouuf‘;ir]aP{:Op;orraLcsela
[ ( _ ) de vérifier que P(P1 N Py) +
312 P(Py) x IP(P2).
1(1\"
Conclusion : Vn € [2; +o0], P(X =n]) = 3 (2)
1.d.  En déduire la valeur de P([X = 0)).
+00
Puisque ([X = n]) _ est un systeme complet d‘événements, on a Z P(X =n)=1. X Attention !
n=0 Lexpression P(X = n)) =
Or: 1 n
o e 313 n'est pas valable
Y P(X=n)=1 e PX=0)+P(X=1)+) P(X=n)=1 quand n =1 1!
n=0 n=2
T o1 (1)
P(X =0))+ = — (=] =1
— ([ )+ 5+ ; 3 ( 5 )
,‘ ,I +0Q 1 n
P(X=0)==— < =
— PX=0)- 32(2) J’ o
n=2 changement d'indice i = n — 2
T 11 ()
— P(X=0)= 57392 . (i)
i
1 11
PX=0)==—5= x2
= FX=0--5n -
— P(X=0)= 3
. : 1
Conclusion : P(X =0)) = 3
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2. Montrer que X admet une espérance et la calculer.
e On sait que :

X admet une espérance  si, et seulement si,

si, et seulement si,

si, et seulement si,

e Soit N & N, suffisamment proche de +00. On a :

N

> nP(X =n)

n=2

1 1
Or, 5 €] —1;1[, donc la série ;n (i
n>

n—1
) est une

Interpréter le résultat obtenu.

la série Z nP(X = n)) est absolument convergente

nex(q) X Attention !
la série ZHIP([X = nl) est convergente, car il s'agit d'une série alexpression P((X = n]) =
n>0 1 n

1 .
3 ( 5 n'est pas valable
quand n = 1.. Puis, de toute
facon, pour étudier la nature

terme général positif
la série Z nP((X = n)) est convergente

n22 d'une série, inutile de regarder
les premiers termes..
> 3 (3)
— —nl=
n=2 R 2
N 1 n—1
[ nl=
xit)

série géométrique dérivée convergente.

Par conséquent, la série Z nP(X = n]) est convergente.

n>2
e On en déduit que X admet une espérance et :

E(X) ntP([X =n

)

X Attention !

n=0 Ne pas oublier que E(X) =
o Z nP(X = n]) et que
= 0xP(X=0)+1xP(X=1)+ Z nP(X = n) S
=2 —
1 1 +o0 1 n—1 ! X@Q =N
- 3rsols)
”:-EDO n—1
1 1 1T\
= -+ = —0—1
2t (& (2) )
n=0
1 N 1 1 1
26 12
(1-4)
= 1
Conclusion : X possede une espérance et E(X) = 1.
Interprétation : en moyenne, sur un grand nombre de répétitions de l'expérience, le joueur obtiendra son premier PILE au
premier lancer.
3. Montrer que X admet une variance et la calculer.
e Par théoreme de transfert :
X? admet une espérance  si, et seulement si, la série Z n’P([X = n)) est absolument convergente
neX(Q)
si, et seulement si,  la série ZnZIP([X = n)) est convergente, car il s'agit d'une série a
n>0

si, et seulement si,

e Soit N € N, suffisamment proche de +o00. On a :

terme général positif
la série ZHZIP([X = nJ) est convergente, car il s'agit d'une série a

n>2
terme général positif

N N 1 1 n
2 o _ A
Zn P(X = n) Z3n (2)
n=2 n=2
N n
1 1
= = (n(n71)+n)(§)
n=2
N 1 n—2 1 N 1 n—1
= EZH(H 1)(7) +62n(§)
n=2 n=2
1 1 n—2 1 n—1
Or, 5 €]—1;1], donc les séries Z n(n—1) (i) et Z n (E) sont des séries géométriques convergentes.
n>2 n>2
Par conséquent, la série Z n’P((X = n)) est convergente.

n>2
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e On en déduit que X? admet une espérance et :

+00
EX?) = ) n’P(X =n)
n=0
+00
= 0xPX=0)+1xP(X=1])+ ZnZIP([X =nl)
1 +00 1 n—2 " 1 +00 1 n—1
B 12 - n(n—1) (i) - IP([X - 1]) - 6 ZZ " (i) J calcul de la question précédente
. n= ) n=
= = E(X
2 1) +E(X)
iy
= s+1
3 +
e D'apres la formule de Koenig-Huygens, X admet une variance et :
2
VIX) = EX?) - (EX)

4
- S41-1

1
3

4
Conclusion : X posséde une variance et V(X) = 3

4. Justifier que Y suit la méme loi que X.
Les roles PILE et FACE sont symétriques ici (car équiprobabilité du choix de la piece initiale, puis équiprobabilité sur la
piece 0). Donc il est équivalent de compter le rang du premier PILE ou le rang du premier FACE...

Conclusion : X et Y suivent la méme loi.

5. 5.a. Montrer que pour tout j € [2;+oo[, P([X =1]n[Y = j]) = P(Y = j].
Soit j € [2; +oot.
Puisque j > 2, cest la piece 0 qui a été choiste... Ainst :

Y=jl=AnPin. . .NnP_1NnF

OrX=1="p.
Dol :
X=1nY=j = Pin(ANPin..NP_1NF)
= Aoﬂp1ﬁ....ﬁpl,1ﬁlfj
= [V=]

Les évenements étant égaux, leurs probabilités sont ainsi éqgales.

Conclusion : pour tout j € [2; +oo[, P([X = 1]N[Y = j]) = P(Y

J):

5.b. Montrer que pour tout i € [[2;+oo, P([X = N [Y =1]) = P(X = i).
Raisonnement analogue.
5.c. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

1
Puisque P(X = 1)) = 5 et que X et Y suivent la méme lot :

1

P(X =) < B(Y =1) = 1

Mais : [X =1]N[Y = 1] = &, car il est impossible d'avoir PILE et FACE au méme lancer. D'ots :
P(X =1]n[Y =1) =P@) =0

Par conséquent :
P(X = 1) « P(Y = 1) # P(X = 1]n [V = 1)

Conclusion : les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

6. On considere la variable aléatoire Z = X + VY.
6.a. Expliquer pourquoi Z prend toutes les valeurs entieres positives sauf 0 et 2.

Ona:
e X(Q) = Y(Q) = N, donc Z(Q) C N.
e [Z=0]=[X=0/N[Y =0]= o (impossible de n'obtenir aucune PILE et aucun FACE)
o Z=2=(X=0n[Y=2)U(X=2nY=0])U(X=1nY=1]) et ces trois intersections sont vides

(impossible de n‘avoir aucun PILE et le premier FACE au second lancer... et impossible d'avoir le premier
PILE et le premier FACE au premier lancer...).
Dot [Z =2|=@.

e Pour les autres valeurs : si [Z = 1] est possible (justification plus approfondie en question suivante) et si
i € [3; +oof, toute issue de [X = 1]N[Y = i — 1] permet de réaliser [Z = {]...

| Conclusion : Z(Q) = {1} U [3; +oolL

2
6.b. Montrer que P([Z = 1)) = 3

e Ona:[Z=1]=(X=0n[y=1)U(X=1n[=0)
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6.c.

6.d.

e De plus, les évenements ([X = 0N [V = 1]) et ([X =1]N[Y = 0]) sont incompatibles. Dol :

P(Z=1) = P(X=0n[Y=1)+P(X=1n[y=0])
- E)([X =0) ]szo]([y 1: 1)+ Py =0) <P Y:O]([X =1 J X et Y suivent la méme loi et P((X = 0)) = %
= 3 x PV =1)+ 3~ Pry—g(X = 1)) '
Mais Piy_g([Y = 1)) = 1, car st [X = 0] est réalisé, cela implique d'avoir FACE dés le premier lancer, et
donc [Y = 1] est réalisé. De méme pour l'autre probabilité conditionnelle...
: 2
Conclusion : P(Z = 1) = 3

Justifier que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on a :
(X=1ny=n=1)u(Y=1nX=n-1]

Soit n € [3; +oo[. Puisque (Py, F1) est un systeme complet d'événements, on a :

[Z=n] = (Pin[Z=n))U(FRN[Z=n]
(X=1nX+Y=n)u(X=1]n[X+Y=n])
= (X=1nY=n=1)u(Yy=1nX=n-1)

JPW::X:TMF\:[Y:W]

Conclusion : Vn € [3;+oo[, [Z=n]= (X =1n[Y=n—1)) U (Y =1]n[X=n-1]).

En déduire que :
Vn € [3; 400, P(Z=n)) =

Soit n € [3; +ool.
D'apres la question précédente :

P(Z=n) = P((X=1nY=n=1)U(Y=1nX=n-1]) incompatibilté
patibilté

- IP([X: ]Q[Y:ni ])Jrlp(w:”m[)(:”i”) questions 5.a., 5.b. carn —1 > 2

- IS([Y1: /ILT 1)+ P(X=n-1) J X et Y ont méme loi, et question 1(c) car n —1 > 2

-3 (?)

) 2 (1 n—1
Conclusion : Vn € [3; 400, P(Z =n]) = = 5
3

7. Simulation informatique. On rappelle que, en Python, la commande rd.random() renvoie un réel aléatoire
de |0; 1], et que la commande rd.randint (a,b) renvoie un entier aléatoire de [a; b[.

7.a.

7.b.

Recopier et compléter les lignes manquantes du programme Python suivant afin que la fonction simulX
renvoie une réalisation de la variable aléatoire X.

import numpy as np
import numpy.random as rd

import matplotlib.pyplot as plt
def simulX ():
pitece=rd.randint (... ,...)
x=1
if piece==0:
lancer=rd.random ()
while ......... ... ..
ee.
if piece==2
B

Justifier que le cas ot l'on joue la piece numérotée 1 ne soit pas pris en compte dans le script précédent.

Dans le cas ol la piece 1 est jouée, le programme renverra 1, car x prend la valeur 1 des la ligne 7. St linstruction
x=1 avait été placée a l'intérieur du if piece==0, il aurait fallu traiter le cas de la piece 1.
On souhaite obtenir un histogramme des fréquences des valeurs de X sur 10000 réalisations de
l'expérience.
7.c.i. Créer une liste L contenant 10000 réalisations de la variable aléatoire X (on pourra faire appel
a la fonction simulX précédente).
7.cii. A laide d'une écriture en compréhension, recopier et compléter les lignes manquantes du
programme suivant afin que la liste Labs contiennent les valeurs —0.5,0.5, ...,9.5.

Labs = .. ... ... oL
plt.hist(L,Labs, density=True,edgecolor="k")
plt.show()

o=

w

Voici le programme complet qui répond également aux questions précédentes :

EXERCICES DE REVISIONS - Page 69/99



1 |[import numpy as np

2 |tmport numpy.random as rd

y |import matplotlib.pyplot as plt

4

5 |def simulX ():

6 piece=rd.randint (0,3)

7 x=1

8 if piece==0:

9 lancer=rd.random ()

10 while lancer <1/2:

1 lancer=rd.random ()

12 x=x+1

13 else:

14 if piece==2

15 x=0

16 return (x)

17

8 |L=[simulX () for k in range(10000)]
19

2 [Labs=[—0.5+k for k in range(0,11)]
2 |plt.hist(L,Labs, density=True,h edgecolor="k")
2 |plt.show ()

7.ciii. L'exécution des lignes précédentes permet d'obtenir le graphique suivant :

Expliquer U'intérét des options density=True et edgecolor="k’.

10

density=True permet dobtenir un histogramme de fréquences, et pas un histogramme d'effectifs. edgecolor="k?,

c'est pour faire joli : on dessine les contours des rectangles pour plus de lisibilité

Ce graphique permet-il de confirmer la loi obtenue pour la variable aléatoire X7

Mais carrément!! On vérifie en particulier que pour tout n € [0;9], P(X
fréquence observée sur 10000 répétitions...

n)) est tres proche de la C Em—
4F'est encore la lot faible des

Pour info...

grands nombres |

1. 8.8.9.0.0 9 ¢
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Exercice 20 - EML 2018 E
Deux joueurs, A et B, décident de s'affronter dans un jeu de hasard.

2 1
e le joueur A lance une piece donnant PILE avec la probabilité =, et FACE avec la probabilité = jusqu'a
l'apparition du second PILE. On note X, la variable aléatoire égale au nombre de FACE alors obtenues.

e Le joueur B lance une piece donnant PILE avec la probabilité p (p €]0;1]), et FACE avec la probabilité

g =1 — p jusqu'a lapparition du premier PILE. On note Xp la variable aléatoire égale au nombre de FACE
alors obtenues.

Dans ces conditions de jeu, X4 et X sont indépendantes. Le gagnant est celut ayant obtenu le moins de FACE. En
cas dégalité, aucun des deux joueurs ne gagne : il y a match nul.
On note :
e ( 'événement "A gagne’,
e H l'événement ‘B gagne’,
o N 'évenement il y a match nul’.
On admet que le jeu se termine presque-siirement.

1. Loi de Xg. On note Y le nombre de lancers effectués par le joueur B.
1.a. Reconnattre la lot de Yg. Préciser Y5(Q), P([Ys = k]) pour tout k € Yj(Q), puis rappeler son espérance
et sa variance.
e Expérience : pour le joueur B, U'expérience consiste en une infinité de répétitions indépendantes de la méme
épreuve de Bernoullt dont le succes "obtenir PILE" est de probabilité p.
e Variable aléatoire : Yz prend alors comme valeur le rang de ce premier succes.

Conclusion : Yg — ¥(p)
Yg(Q)=N";VneN, P(Yg=n)) = qnpr
q

1
E(Yg) =~ V(Yp) = >
p

2

e}

1.b.  En déduire la loi de Xp ainsi que son espérance et sa variance.
Xp renvoie le nombre de FACE obtenues avant le premier PILE ; donc :

Xg=Yg—1
On en déduit :
e Xp(Q) = N et, pour tout k € N :
P(Xs=k) = P(Vs—1=K)
— P(Vg—k+1)
= 4

e Puisque Yp posséde une espérance et une variance, et que Xp est une transformée affine de Yg, on en déduit
que Xp possede également une espérance et une variance et :

E(Xs) Ezii)iu) J linéarité de l'espérance
T—p
q P
p
ainst que :
V(Xg) = V(Yg—1)
= V(¥B)
- 4
p2

Conclusion : Xg(Q) = N ; Yk € N, P(Xg = k]) = ¢*p
q
E(Xg) = ;j  V(Xg) =

5

hel

1.c.  On note E l'évenement ‘le joueur B obtient un nombre pair de FACE". Calculer IP(E).
Ona:

00

E = |JXs = 24]
k=0
Or, la famille ([XB = Zk'])k%N est une famille constituée d'évenements deux a deux incompatibles, d'ot :

P(E) = ) P(Xg=2k)
k=0

+00
= >

(o¢]
2\ k
- PZ((?) J/):,’t(),domz/%W

= p—
1 — g4
({l)

(1—q)(1+q) J carp=1-g
1

T4+gq

Conclusion : P(E) = .
T+gq

= Rappel...
{/(ax + b) = a*V(X)

Important ! ——
Il faut savoir écrire sans erreur
cet événement...
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2. Loi de Xj.

2.a.

2.b.

2.c.

Donner l'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire Xj.
Xa(@Q) =N.
Soit n € Xa(Q). Ecrire l'évenement [X3 = n] comme union d'évenements deux & deux incompatibles.

En déduire :
4

P(Xa =n]) = (n+ 1)@
On note, pour tout k € N :
e P, l'événement : ‘obtenir PILE au lancer k"
e [y l'évenement : "obtenir FACE au lancer k"

L'événement [X4 = n] est réalisé si, et seulement si, le tirage fournit n FACE et 2 PILE, dont un en derniére position
(et l'autre peut se situer a toutes les places possibles entre 1 et n + 1). Ainsi :

n+1 n
[Xa =n]= PN (ﬂF,) NPy
k=1 i=1
i+k
Par incompatibilité, on obtient :
n+1 n
P(Xa=n) = ; P Pen ( Q Fl) N Pnt2 J par indépendance des lancers, donc indépendance mutuelle des Py et F
h l:/k
n+1
2
= )
k=1 .
2 z‘ n
= (h+1)|= -
4
= (n+ 1)3”_2

. 4
Conclusion : Vn € N, P((X4 =n]) = (n + 1)3,7+2'

Justifier que X4 possede une espérance et la calculer. Interpréter le résultat obtenu.
e On sait que :

Xa admet une espérance  si, et seulement si,  la série Z nP((Xa = n]) est absolument convergente
neEX4(Q)
si, et seulement si,  la série Z nP(Xa = nl) est convergente, car il s'agit d'une série a
n>0
terme général positif

e Soit N € N, suffisamment proche de +o0. On a:

N N
4
Z nP(Xa=n) = Z nn +1) 3n+2 J changement d'indice k = n + 1
n=0 n=0
N-+1
4
= ) kk=T)g
k=1 E

N+1

4 1\ k2
N k(k71)(—)

k=2
1 1
Or, = €] —1;1[, donc la série Z k(k—1) (§) est une série géométrique convergente.
3 1
Par conséquent, la série Z nP(Xa = n)) est convergente.
n>0

e On en déduit que X4 admet une espérance et :

+00 k=2
E(Xy) - Kk —1) ( )

Conclusion : E(X4) = 1.
Interprétation : sur un grand nombre de répétitions de cette expérience, le joueur A obtiendra en moyenne 1

FACE.

3. Le jeu. L'objectif de cette question est d'étudier le jeu en question.

3.a.

Simulation informatique.

3.a.i. Ecrire une fonction Python de sorte que la commande simulXB(p) renvoie une réalisation

Al ion !
de la variable aléatoire Xp lorsque la probabilité d'obtenir PILE est p. X Attention

On veut le nombre de FACE
avant le premier PILE. Donc
soit on compte, dans le pro-
gramme, le nombre de FACE
(d'oti une initialisation a n = 0)
soit on compte le nombre de
lancers et on retourne alors

n—1




import numpy.random as rd

s |def simulXB (p):

n=0

while rd.rand()>p:
n=n+1

return n

3.a.it. Expliquer ce que permet d'obtenir la fonction mystere suivante :

1
2
3
4
5
6
7
8
9

import numpy.random as rd

def muystere ():
n=0
while rd.random()<1/3:
n=n+1
while rd.random() <1/3:
n=n+1
return n

n commence a 0, puis il augmente de 1 tant que rd.random()<1/3, autrement dit, tant que le joueur A
obtient FACE.

Il s'arréte ensuite (pour le premier PILE), avant de recommencer a augmenter de 1 a chaque nouveau FACE
obtenu, jusqua l'apparition d'un nouveau PILE.

Par conséquent : a la fin de son exécution, le programme renvoie une réalisation de la variable aléatoire

Xp.

3.a.iit. Recopier et compléter les lignes manquantes de la fonction ci-dessous de sorte que les

3.a.iv. L'exécution de la commande probas(0.66) renvoie :

3.a.v. Cette fonction nous permet de tracer, en fonction de p, une estimation de P(G) et IP(H). On

variables locales pG,pH, pN contiennent respectivement des valeurs approchées de P(G), P(H),
P(N).

def probas(p):
nG,nH,nN=0,0,0
for k in range(10000):
XA=muystere ()
XB=simulXB (p)
if o

pG,pH,pN=......
return pG,pH,pN

Le voici, complet :

import numpy.random as rd

def probas(p):
nG,nH,nN=0,0,0
for k in range(10000):
XA=muystere ()
XB=simulXB (p)
if XA<XB:
nG=nG+1
elif XA>XB:
nH=nH+1
else:
nN=nN+1
pG,pH,pN=nG/10000,nH/10000,nN/10000
return pG,pH,pN

Petite remarque
Le résultat est basé sur la lot
faible des grands nombres (au
programme de 2éme année)
qui affirme que, pour un grand
nombre de répétitions, la fré-
quence observée s'approche de
la probabilité.

préter ces valeurs dans le contexte de l'exercice.
Quand p = 0,66, ona: P(G) = 0,2; P(H) = 0,43 et P(N) = 0, 37.

obtient le graphique suivant :

(0.1911, 0.4344, 0.3745). Inter-
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Interpréter, dans le contexte de lexercice, l'abscisse du point d'intersection entre ces deux
courbes.
Le point d'intersection correspond a une équité du jeu. Autrement dit, les joueurs A et B semblent avoir a
peu prés la méme probabilité de victoire lorsque p =~ 0, 47.

3.b. FEtablir: ¥n €N, P(Xz > n]) = ¢"*".

Soit n € N.
Puisque Xg(Q) = N*, on a :

+00
P(Xg>n) = ) P(Xg=k)

k=n+1
oo

= > d'

k=n+1
+00
. i+n+1
= p) q
i=0

+00
_ pqn+1 th
i=0

- pqu+1
L]

question 1.b.

changement d'indice i = k — (n + 1)

n+1

= 9

AN AN

P(Xg > n)) = 1 — P(Xs < ).

p=1-g Petite remarque
Jion pouvait aussi démarrer de :
Conclusion : Vn € N, P(Xg > n)) = ¢"*". |

+00
3.c. Justifier léqalité P(C) = Z]P([XA = n))P(Xg > n)). En déduire que P(G) = ﬁ
n=0

e Remarquons déja que :

G= [XA < XB]
Ensuite, d'apres la formule des probabilités totales, avec ([XA = n])”?N comme systeme complet d'évenements,
ona: — Petite remarque
+00 < on peut ausst justifier que
P(Xa < Xs)) 2 P(Xa=n]n[Xa < X5]) [Xa < Xa] = [ [Xa = nlniXs >
n=0 neN
+00
Z IP([XA =nlnn < XB]) puis azpllquer P suzj cette
Al ) union d'‘événements deux a
Zr:mg J Xa et X sont indépendantes deux incompatibles... Mais le
- bon réflexe reste 'utilisation
2_P(Xa = n)P(Xs > n) de la FPT, qui évite doublier
=0 l'argument que X;(Q) = N*
+oo pour écrire lunion sur N*...
Conclusion : P(G) = ZIP([XA = n))P(Xg > n).
n=0
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3.d.

3.e.

e Reprenons le calcul :

+00
P(G) = ) P(Xa=n)P(Xs > n)
n=0 / questions 2.b. et 3.b.
+00
- Z(” + 1) 3/1+Z q”JA
n=0
q iy q n
=4meHwﬁ
9 3 J ‘ o
n=0 changement d'indice k = n + 1
4q +00 . q k-1
-9 > (§) [
k=1 37
_ de
B 9 (1-9)°
3
B-9’
4q
Conclusion : P(G) =
3-q)
Déterminer IP(N).
Remarquons déja que :
N =[Xa = Xg]
Ensuite, d'apres la formule des probabilités totales, avec ([XA = n])”&N comme systeme complet d‘évenements, on

a .

> P([Xa = n]n[Xa = Xg])
n=0

_ Z]P([XA =n]N[Xg = n))
n=0

+00
= Y P(Xa=n)P(Xz = n)

n=0
+00

4
= Z(” + 1)@‘7%
n=0

4p & g\
- BEely

n=0
4p 1

9 (-9
4p
B-q?

P([X4 = Xg))

Xa et Xg sont indépendantes
questions 1.b. et 2.b.

/
/

calcul de la question précédente

y,

Conclusion

: P(N) =

En déduire la valeur de p a choisir pour que le jeu soit équitable.

Le jeu est équitable si, et seulement si, IP(G) = P(H).

Or : (G, H, N) est un systeme quasi-complet d'évenements, d'ou :

P(H) = 1—P(G) — P(N)

Par conséquent :

si, et seulement si :
si, et seulement si :

le jeu est équitable

P(G) =1—P(G)— P(N)
2P(G) + P(N) = 1

Or:
8g +4p
2P(C)+P(N) =1 < 5 =
() ( ) (37q)z JB—q%O;p:Wfq
= 4+4q9=(3—q)
— ¢ —10g+5=0
q:572\/§
= ou
q:5+2\/§ qu]O,ﬂ[
— q:572\/§
= p:Z\f574

Conclusion : le jeu est équitable lorsque p = 2V5—-4~0,47.

2. 2.2.0.2.8.0 ¢

— Petite remarque
On peut ausst justifier que

Xa = Xs] = [ [Xa = nln[Xs =

neN

o

puis appliquer P sur cette
union d'évenements deux a
deux incompatibles... Mais le
bon réflexe reste l'utilisation
de la FPT, qui évite d'oublier
largument que X3(Q) = N*

pour écrire lunion sur N*...

— % Subtile...5
(G, H, N) n'est pas un systéme
complet d'évenement, car l'is-
sue conduisant a aucun PILE
pour le joueur B et pas de 2eme
PILE (ou aucun PILE) pour
le joueur A n'appartient a au-
cun de ces trois évenements...
En revanche, puisque le jeu a
presque-stirement une fin, on a
bien P(G) + P(H) + P(N) =1 :
autrement dit, (G, H, N) est un
systeme quasi-complet d'éve-
nements. C'est une condition
suffisante pour appliquer, par
exemple, la FPT (méme st elle
n'est au programme qu'avec des

SCE)..

V'S

Petite remarque

Cela confirme le graphique de
la question 3.a.v...
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EXERcICE 21 - MELANGE EML 2010 E T EDHEC 2007 E

Une gare dispose de deux guichets. Trois clients notés Gy, C,, G5 arrivent en méme temps. Les clients G et G, se
font servir tandis que le client G attend puis effectue son opération dés que l'un des deux guichets se libére.

On définit X; etX, les variables aléatoires égales aux durées respectives des opérations des clients C; et C,. Ces
durées sont mesurées en minutes et arrondies a l'unité supérieure ou égale. On suppose que les variables aléatoires
Xi et X5 suivent la loi géométrique de paramétre p, avec p €]0; 1] et quelles sont indépendantes. On note g = 1—p.
Toutes les variables aléatoires de l'exercice sont supposées définies sur un méme espace probabilisé (Q), A, P).

1.

1.a. Rappeler la loi de la variable aléatoire X; ainsi que son espérance et sa variance.

‘ ‘ , 1
Conclusion : X;(Q) = N* ; Vk e N*, P(X; = k) =q¢"'p ; E(X)) = — V) = iz
[ p

1.b. Etablir : ¥n € N*, P([X; < n]) = 1 — g". Cette relation est-elle encore valable quand n = 0?
e Soit n € N*. Puisque X7(Q) = N*

,0na:

P(X <n) = ) P(X=k)
J changement d'indice i = k —1

Jq+1mr pF0

= p
1—gq p=1-gqg
- 17(//7 J

e Ensuite, on sait que X1(Q) = N, donc P((X; < 0]) =0. Et 1 — q(J = 0. La relation est donc encore valable
quand n = 0.

Conclusion : Vn € N, P(X; <n])=1-4q".

2. On note T la variable aléatoire égale au temps d'attente du client G5 avant de pouvoir se présenter a un

guichet. De cette facon, T = min(X, X3).

2.a. Sans utiliser la commande min, écrire une fonction Python telle que l'exécution de simulT (p) renvoie
une réalisation de la variable aléatoire T dans le cas ot X et X, suivent des lois géométriques de

parameétre p.

import numpy.random as rd

3 |def simulT (p):
| X1=rd . geometric(p)

5 X2=rd . geometric(p)
6 if X1<X2:

7 return X1

8 else:

9 return X2

2.b. Déterminer, pour tout n € N, la probabilité P([T > n]).
Soit n € N.On a:

P(7T >n) = P(min(Xy, X2) > n)

= P(X >n] nX > n))
P(X1 > n)) x P(Xo > n)
(1=P(x; < llj))(W —P(X; < n)))
(1—(1—¢")
p:

J indépendance de Xj et Xy

J question 2.a., et Xj et X; ont méme loi

Conclusion : Vn € N, ([T > n)) (72”

2.c. En déduire que T suit la loi géométrique de paramétre 1 — g°.

e Puisque Xj et X suivent des lois géométriques, on a déja T(Q) C N*.
e Soit n € N*.
Ona:
[T >n]=[T=n]U[T >n]
Or, les évenements [T = n] et [T > n] sont incompatibles, d'ot :

P(T7T > n)=P(T =n)+P(T > n))

Et ainsi :
P(T=n]) = P(T>n)—-P(T > n) .
! T(Q)CN
_ > ShH_1)_ TP
a H/(,[I;/ " MH) ! ([T > ”]) 5 question précédente, licite car n —1,n € N
= q —q
qZH 2(1 o ql)

= (1-(1-¢))""1-¢)

Conclusion : T suit la loi géométrique de paramétre 1 — qz.

3. On définit maintenant la variable aléatoire A par A = |X; — X3|.

Petite remarque

On peut également faire ainsi :
e Puisque X7(Q) = N*, ona:

X <nl= X =4

k=1
e par incompatibilité, on ob-
tient...

— & Méthode ! —

4siz = max(X, Y), on travaille

sur P([T < x)) (la fonction de
répartition) pour ensuite avoir la
loi de T.

St Z = min(X, Y), on travaille
sur P(T > x]) (ou P(T > x])
pour ensuite avoir la lot de T
(ou reconnattre sa fonction de
répartition).

C'est bien ce que demande
'énoncé dans cet enchatnement
de questions.
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3.a.

3.c.

3.d.

Calculer la probabilité P(A = 0Q]).

Ona:
P(A=0) = P(X—1—X]|=0)
- IEO(LXW =X J formule des probabilités totales, avec (X> = k])ren+ comme sce
= ) P(Xi=X]nX = k]
k=1
+00
B ; IP([X1 =knlX = k]) J indépendance de Xj et X>
Yoo
a ; IP([X1 B k]) ) ]P<[X2 n k]) J Xi et Xy suivent des lois géométriques de parametre p
Yoo
= ) (=p2p?
k=1
+0o0 L
2 2\Kk—
= ) (a) o
= J changement d'infice i = k — 1
+00
2 2\t
= p)_(d)
1:01
_ 2
= p - %2
S
(1l +a) Jp=1-4
T T+g
Conclusion : P(A = 0)) = _p
1+gq

P(A —n) - 22

Ona:

>
I
I

[[X1 = Xo| = n]
Xi=Xo=n] UXo = X4 =n]

Or n # 0, donc les évenements (X — X5 = n] et [X; — X5 = n] sont incompatibles, d'ot :
P(A = n)) = P(X; — X = n)) + P(Xo — X; = n))

Mais X7 et Xy suivent toutes deux la méme loi, donc X — X et Xo — Xj également et ainst : P(X; — X7 = n]) =
P(X1 — X5 = n)).
Par conséquent :
P(A=n) = 2P(X =X +n)
+

= ZZOGIP([Xzzk]ﬁ[X1:XZ+n])

k=1
+00

= 2) P(Xo=kn[Xi =k +n))
k=1

+00
= 2) P(Xo=K)P(X; = k+n]
k=1

J indépendance de Xj et X;

J ke X:(Q) et k+n e Xi(Q)
+00
_ ZZ qk—quk+/7—1p
k=1
+o00
_ szqk Z qZk—Z
k=1

2 A gk
_ ZquHZ(qZ) -
k=1

J calcul fait en question précédente

J formule des probabilités totales avec ([X, = k])ng* comme sce

1
_ 2p2q/71_72
_ 2pq"k
T 1+g
pq”
Conclusion : ¥n € N*, P(A=k]) =2 .
T4+gq

Justifier alors que A(Q) = N.

Par double-inclusion...
Immédiat X7 et Xz sont a valeurs entieres et que A = |X; — X3/

Soit n € N. D'aprés les deux questions précédentes, on a IP((A = n]) 0, donc [A = n] # @. Ainsi, n € A(Q).

| Conclusion : A(Q)) = N.

Montrer que A admet une espérance et la calculer.

e On sait que :

— Petite remarque
On peut ausst justifier que
+00

A=0={JXi = kn[X; =
k=1

k.. Mais le bon réflexe reste

l'utilisation de la FPT, qui

évite d'oublier l'argument que

X>2(Q) = N* pour écrire l'union

sur N™..

o
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A admet une espérance  si, et seulement si, ) est absolument convergente

la série Z nP(X
nelQ)

si, et seulement si,
n>0

terme général positif

e Soit N € N, suffisamment proche de +oc0. On a :

N . B N 20g
Zn (A=n) = ZI)1+(]
N

n=0 n=0

Or g €] —1;1|, donc la série E ng" ™" est une série géométrique convergente. Par conséquent, la série

n>0
> nP(A =

n>0

e On en déduit que A admet une espérance et :

n)) est convergente.

EA) =

T o 14q(1—q)? Jr=1-4

Conclusion : A admet une espérance et E(A) =

1
. Dans cette question, on suppose que p = 5 Ainsi, d'aprés le résultat de la question 2.c. la variable aléatoire

T suit la lot géométrique de parametre —. Afin de compenser son attente, le client G5 se voit proposer une

réduction sur son prochain billet de train.
St n € N* désigne lattente subie par G (représentée par la variable aléatoire T), alors celui-ci pioche au
hasard un jeton dans une urne composée de n jetons numérotés de 1 a n.
Pour tout k € [1; n], le tirage du jeton numéro k entratnera une réduction de k euros. On note R la variable
aléatoire égale au montant de la réduction obtenue par le client Gs.
4.a. Soient (n, k) € N* x N*. Déterminer Pjr_,)([R = k|). On distinguera les cas k > n et k < n.
Soit (n, k) € N* x N*.
Supposons '‘évenement [T =
e Stk>n:
Puisque k > n, il est impossible de tirer un jeton dont le numéro est k. D'oli :

Pir_n(R = k) =0

n] réalisé. Dans ce cas, lurne est composée de n jetons numérotés de 1 a k.

e Sik<n:
L'évenement [R = k] est ainsi réalisé si, et seulement si, on tire le jeton numéro k parmi les n jetons possibles.
Par équiprobabilité du choix des jetons dans l'urne, on a alors :

PR = K) =

sik>n
stk<n

0
Conclusion : pour tout (n, k) € N* x N*, Pi7_, (R = k) = { 1
n

+00 n
11
4.b. En déduire que, pour tout k € N*, P(R = k]) =3 — (Z) .

n
Soit k € N*. D'apres la formule des probabilités totales, avec ([T = ”])n@N' comme systeme complet d'événements,

la série Z]P =

n>1

/\]) est convergente et :

00

P(R=k) = > P(T=nn[R=k|)

n= 1

:Z]p

HW

:ZIP

n=k

_ oy

n 4 \1 n
”:‘*{\"X« n
— 1 (1

- 3¥Y (-
Z/7(4)
n=k

F)T MﬂR kD

=n P/ /ﬂﬂR - kD

J Vk e N*, P(T =n)#0
J Py_(R=k)=0sin<k

J question précédente

la série > nP(A = n]) est convergente, car il s'agit d'une série a
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4.c.

+00 1 1 n
Conclusion : pour tout k € N*, P(R =k]) =3 > — (Z) .
n
n=k

Ecrire une fonction Python telle que lexécution de simulR() renvoie une réalisation de la variable
aléatoire R.

import numpy.random as rd

def simulR ():
T=simulT (1/2)
return rd.randint(1,T+1)

4.d. Ecrire un programme Python dont l'exécution permettrait d'obtenir le graphique ci-dessous, représen-

© N e s W =

tant l'histogramme des fréquences sur 10000 réalisations de la variable aléatoire R.

0.8

0.6 1

0.44

0.2

0.0 -

import numpy.random as rd

LR=[simulR () for k in range(10000)]
Labs=[—05+k for k in range (0,7)]

plt.hist (LR, Labs, 6 edgecolor="k",density=True)
plt.show ()

On considére la fonction mystere écrite en Python :

def mystere ():

LE=[]

for n in range(1,501):
LR=[stmulR () for k in range(n)]
E=sum(LR)/n
LE . append (E)

plt.plot(range(500), LE)

plt.show ()

L'exécution de mystere() affiche le graphique ci-dessous :

1.5 4

1.4 4

1.3

1.2

1.1+

1.0

T T T T T
100 200 300 400 500

o4

Interpréter ce graphique. On veillera en particulier a décrire le contenu de la liste LE aprés Uexécution
de mystere().

e Ici, n parcourt [1;1000]. Pour chaque n € [[1;1000], LR sera une liste de n réalisations de la variable
aléatoire R; et E sera la moyenne des valeurs de R sur ces n réalisations
e Ainsi, la liste LE contient 1000 moyennes de réalisations de R sur des répétitions de plus en plus nombreuses.

Le graphique permet alors d'observer que la moyenne empirique semble se stabiliser autour de 1,15. D'apres la

loi faible des grands nombres, on peut donc penser que X possede une espérance environ égale a 1, 15.

— Petite remarque

Ni Uexpression moyenne em-
pirique, nt la mention de la loi
faible des grands nombres ne

s .
= == Pour info...

4 7
On trouve E(R) = 5 calcul

qui peut étre fait d'ailleurs, en
agmettant simplement J%’é;’fe”}‘é%@
tation des sommes nécessatre...
apres avoir iustifié l'existence de




4f  4fi Soient n € N* et x € R\ {1}. Ecrire explicitement en fonction de x et n la somme Zxk_T

k=1
On a, en commencant par le changement d'indice i = k — 1 :

n—1

;qu _ fo Jh

n
="
Conclusion : ¥n € N*, Vx € R\ {1}, Zxk*1 o

1—x
k=1

n 1 1 k % X"
4.fii. En déduire : Vn € N*, — (—) = In(4) — In(3 —/ dx.
;k I @W-0B- | 7=

Soit n € N*. D'aprés la question précédente :

1 - 71— X"
0 — k=1 _
VXE[,ZJ.AAX T«

1 1
D'ou, en intégrant de 0 a 7 licite car les fonctions en jeu sont continue sur le segment [0; Z} :

1 n 1
1 ) 71 —x"
/ Zxkqu:/ . dx
0 1 0 1 —x

Par linéarité de l'intégrale, on obtient :

1

n l1 1} 1 T X"
Z/ x*1dx :[ dx —/ dx
= Jo 0o T—x o T—x

Autrement dit :

Et ainsi :

n

, . 1 (1\* Tox
Conclusion : Vn € N, ; T (Z) = n(4) — In(3) 7/0 T de
T X"
4.fiii. Démontrer que lim / dx = 0. wRéflexe !
n—+o00 Jq 1 — X

L'intégrande est positive.. On
cherche donc a encadrer l'inté-
grale (et donc l'intégrande au-
paravant) par une expression de
limite nulle quand n — +o0...

e Soit n €N

1
o Soit x € [O; Z] On a ainst :

3 <] —x <1 Ce x" nous fait de l'ceil !
7S <
D'ot, par décroissance de la fonction inverse sur R :
! > ! >1
37 1—x "~
Puis, comme x" >0 :
4 B Xﬂ
o > X
ER
On a donc établi, par transitivité :
1 x" 4
Vx e |0, -, 0< < =x"
: [ 4} ST =37

N

o Par croissance de Uintégrale, licite car

o2}

Or:

7 > 0 (les fonctions en jeu sont continues sur le segment

1

n <
Og/4 a dxg/4ix”dx
0 1T —x 0 3

e On a ainsi démontré :

7
N, 0
vn eN, g[o T30

Or :

e 30+ 1)

n

. P ) . X
Conclusion : par théoreme dencadrement, lim dx = 0.
n—+00 0
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4 fiv. Etablir alors que P(R =

1)) = 3(In(4) — In(3)) puis donner la valeur de P([R = 2)).

e D'apres la question 4.b. :

+0<J1 1\"
R=1)=3) - (Z)

n=1

Mats, d'apres les deux questions précédentes :

+001 1 n
ZE (Z) = n(4) — In(3)

Conclusion

PR

e De la méme fagon :

+00 n
PIR-2) - 33 (3]
n=2
R E R
-3 3;;(1) 4)
- PR=1)-;
- 3(ln(4)fln(3))f§

Conclusion

PR

W

2) =3P(R=1) — % =3(n(4) - n(3)) —

4.fv. Utiliser les résultats précédents pour donner une valeur approchée de PP([R > 3)). On donne :

P(R - 1) =
Puisque R(Q)

0, 86.

=N"ona:

P(R>3) = P(R =1) + lP(gRZZ]))
- 1- (ZP[RJ Z)
7
= 7-2P(R=1)
~ 1,75-2x0,86

Petite remarque

Conclusion : P(R > 3]) =~ 0,03.

Vous pensiez vraiment pouvoir
obtenir une grosse réduction a
la SNCF?!

1. 8.8.8.0.0 9 ¢
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Exercice 22 - EDHEC 2019 E

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.
Une urne contient une balle noire non numérotée et n — 1 balles blanches, dont n — 2 portent le numéro 0 et une
porte le numéro 1. On extrait ces balles au hasard, une a une, sans remise, jusqu'a l'apparition de la balle noire.
Pour tout i € [1,n — 1], on note B; 'événement : ‘le i-éme tirage donne une balle blanche’, on pose N; = B; et on
note X, la variable aléatoire égale au rang d'apparition de la balle notre.
1. Donner lensemble X, (Q) des valeurs que peut prendre la variable Xj,.

Xn(Q) = [1;n].

Justifions ce résultat (méme si ce n'était ici pas demandé). Il s'agit d'établir l'égalité de deux ensembles, raisonnons pas

double inclusion.

Puisque X, est le rang d'apparition de la balle noire, on a déja X,,(Q2) C N*. Mais, puisque les tirages sont effectués

sans remise et qu'il y a n balles dans l'urne, on a en fait :

Xn(Q) C [1;n]

Soit k € [1;n].

o Lévenement [X, = 1] est réalisé en tirant la balle noire dés le premier tirage.
o Lévenement [X, = k] est par exemple réalisé par lissue (le k-uplet) (B, ..., B, N), contenant k — 1 balles
blanches puis la noire.
Ainsi, [X, = k| + @.
Dot :
[1;n] € Xa(QY)

Conclusion : X,,(Q) = [1; n]. |

2. 2.a. Pourtout i € [2;n—1], déterminer Pg,n..ng, ,(Bi).
Soit i € [2n —1]. Petite remarque
Supposons l'évenement By N ... N By réalisé. Les i — 1 premier tirages ont ainsi tous donné une balle blanche. L'énoncé sous-entend ici que
Par conséquent, les tirages étant effectués sans remise : pour le i-eme tirage, l'urne est composée de n — (i — 1) P(B; N ...N By) # 0.
balles, dont toujours la notre.
Mats :
'évenement B; est réalisé  si, et seulement si, au i-eme tirage, on pioche une balle blanche
si, et seulement si, au i-eme tirage, on pioche une des n — i balles blanches restantes parmi les n — i 4 1 balles restantes

Ainsi, par équiprobabilité du choix des balles dans l'urne, on a :

n—i

l‘évenement N, n'est pas dé-
fini. Simple oubli semble-t-il,
= BinBNn..NBr1N N utilisons-le quand-méme, sa

définition est implicite.

Pg,n.nB_(Bi) = P
. . n—i
Conclusion : pour tout i € [2;n —1], Pg,n..n8,_,(Bi) = P
2.b. Ftablir alors 1
Wk € X,(Q), P(X, = k) = -
Soit k € [1;n].

e Sik=1:

L'évenement [X,, = 1] est réalisé si, et seulement si, on pioche directement la balle noire.

Ainst :

Xo=1=N;
Et alors :
P(X, =1) = I,E])(N” J équiprobabilité du choix des balles
oo

e Sike[2n]:

L'évenement [X,, = k] est réalisé si, et seulement si, les k — 1 premiers tirages ont donné des balles blanches

et la balle noire a été tirée au k-ieme. D'ou : Petite remarque

P En prétant un peu attention
a l'énoncé, on remarque que
Xo =k = (ms, N N
i=1

Ainsi, d'apres la formule des probabilités composées (puisque IP(B1 N ... N By_1) # 0) :

IP([XH = k]) = PBINBN...N Bk NN
P(By) x Pg,(B2) x ... x Pg;n.ng,_5(Bk—1) x Pgn.ns,_; (Nk)

Or:
n—1
o P(B1) =
o et, par un raisonnement analogue a ce qui a été fait en question précédente :
1
Ppg, Ny) = ——
Bm,mBk,q( k) n—k+1
D'oti, d'aprés la question précédente (licite, car k < n, donc k —1 € [2;n —1]) :
n—1 n-=2 n—(k—1) 1
P(X, =k]) =
(X ) n a1~ ank71)+1xnfk+1
~_on—=1 n=2 n—k+1 1
B " e —k+2 T n—k+1 Jtélesmpage
= —x1
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1
Conclusion : Yk € X,(Q), P(X, = k]) = -

2.c.  En déduire l'espérance et la variance de X, notées respectivement E(X,) et V(X,).
D’aprés la question précédente, on voit que X, suit la lot uniforme sur [1; n].

n?—1
12

n+1

Conclusion : X, possede une espérance et une variance et : E(X,) = et V(X,) =

3. Onnote Y la variable aléatoire qui vaut 1 si la balle numérotée 1 a été piochée lors de l'expérience précédente,
et qui vaut O sinon.

3.a. Pour tout k € X,(Q), montrer que :
n—k

]P([Xn=k]m[Y=O]) S

Soit k € [1;n].

L'évenement [X,, = k| N[Y = 0] est réalisé  si, et seulement si,

si, et seulement si,
En notant, pour tout i € [1;n — 1], Bio : 'le i-éme tirage donne une balle blanche numérotée 0', on a ainst :
[Xo =kIN[Y =0]=B1oNBoN...N Bk_10N N
D'oti, d'apres la formule des probabilités composées (puisque IP(B1o N ... N Br_10) # 0) :

IP([X” :k]m[Y:O]) = P(BW,OQBZ,OQ---mBk—W,Ome)
= P(Bio) x Ppg,(B20) x .. x Pp gn. nBe_s0(Bk—10) x Ppy o0 nB_; (N
Or:

-2
e par équiprobabilité du choix des balles dans l'urne : IP(B1 ) = "

o Pg o nBqo(Nk) = en effet, st Bip N ... N By_1 est réalisé, alors, au tirage k, l'urne est

n—

composée de n — (k — 1) balles, dont une seule noire... Dans ce cas, par équiprobabilité du choix des balles,
L babilité de tirer la noi k-ieme ti t—
a probabilité de tirer la noire au k-iéme tirage est ————

n—i—1

e pour tout i € [2;n = 1], Py, on.nB._,,(Bio) = cen effet, st B1gN...N Bi_q est réalisé, alors,

n—i
au tirage i, l'urne est composée de n — (i — 1) balles, dont la noire, la blanche numérotée 1, et le reste étant
des blanches numérotées O (il y en a doncn — (i —1) —2 =n — i —1). Dans ce cas, par équiprobabilité du

—i—1
choix des balles, la probabilité de tirer une blanche au i-ieme tirage est ﬁ
Par conséquent :
n—2 n-3 n—(k—1 -1 1
P([X, =klNn[Y =0 = x x x x
(8 Int ) n n—1 n—(k—=1+1 n—k+1
~n=2 n-=3 n-4 n—k+1 n—k 1
N 1171Xn71anzxmxnfk+3xnfk+2xnf/<+1
= oo x (n—k) x1
— n—
 onn=1)
—k
Conclusion : Vk € X(Q), P((X, = k|n[V = 0]) = ”(”n —

3.b.  En déduire, grace a la formule des probabilités totales, la valeur de P([Y = Q]).

D'aprés la formule des probabilités totales, avec ([X, = k])ke[“ o] comme systeme complet d'évenements, on a :

J question précédente

J linéarité de la somme, changement d'indice i = n — k

Conclusion : P([Y = 0]) = %

3.c. Déduire alors la loi de VY.
On sait que Y(Q) = {0;1}. Or, d'aprés la question précédente : P(Y = 0)) =
Dol :

!
5

Conclusion : Y suit la lot de Bernoulli de paramétre =.

la balle noire est tirée au k-ieéme tirage et la balle numéro 1 n'a pas été tirée
les tirages 1 a kK — 1 ont donné une balle blanche numérotée O et le k-ieme tirage la no

J télescopage avec décalage de 2

mRéflexe !
Grace a la question précédente,
on connait tous les IP(A; N B),
et on veut P(B) : FPT Il Est-ce
que (A;); est bien un sce?

— Petite remarque

Le changement d'indice n'était

pas nécessaire. Il est aussi
n

< possible de faire : Z(n — k) =

k=1

Mais cest plus calculatoire...
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4.b.

4.c.

aoa woN -

[C TS

4.d.

Recopier et compléter le script Python suivant de sorte que l'exécution de simul_X(n) simule une
réalisation de l'expérience décrite ci-dessus, oli n est le nombre total de balles, et renvoie la valeur
de X, associée. On admettra que la balle noire est codée tout au long de ce script par le nombre N.

import numpy.random as rd

import matplotlib.pyplot as plt
def simul_X(n):
N=n
u=rd.randint (1 ,N+1)
X=1
while ul=N:
N=...
u=...
X=...
return X
import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

def simul_X(n):

N=n
u=rd.randint (1 ,N+1)
X=1
while ul=N:
N=N-1
u=rd.randint (1 ,N+1)
X=X+1
return X

En utilisant la fonction créée a la question précédente, écrire une fonction Python telle que l'exécution
de esp_var_X(n) renvoie une valeur approchée de E(X,) et une de V(X,).

def simul_esp_var(n):
L=[simul_X(n) for k in range(10000)]

L2=[x**x2 for x in L] #liste pour th de transfert
E=sum(L)/len (L)
V=sum (L2 )/ len (L2)—Exx2 #KH

return £,V

Recopier et compléter le programme suivant afin que son exécution affiche U'histogramme obtenu a
partir de 10000 réalisations de la variable aléatoire X, oli n est saisi par l'utilisateur.

n=int (input( "'n=7"))

Labs=

LX=

plt.hist(LX, Labs,edgecolor="k", density=True)
plt.show ()

n=int (input( 'n=7"))

Labs=[—05+k for k in range(1,n+2)]
LX=[stmul_X (10) for k in range(10000)]
plt.hist(LX, Labs, 6 edgecolor="k",density=True)
plt.show ()

On a exécuté le programme de la question précédente en saisissant n = 10 et on a obtenu le graphique
qui suit. Expliquer en quoi le graphique est cohérent avec la loi de X, obtenue en question 2.b.

Puisque cet histogramme de fréquences est obtenu sur un grand nombre de réalisations de la variable aléatoire
Xip, on peut légitimement penser qu'il se rapproche de la distribution de probabilité de la variable aléatoire Xig.

1
Or, on avait trouvé : Xi9(Q) = [1;10] et Vk € [1;10], P((X10 = k) = 10 Ceci est bien cohérent avec 'histogramme

des fréquences obtenu

X Attention !
Clest un histogramme de fré-

quences, et non de probabilités
1!

Pourquoi ?

Clest la loi faible des grands
nombres qut justifie cela.
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4.e.

Ecrire une fonction de sorte que l'exécution de simul_XY(n) simule une réalisation de l'expérience
décrite ci-dessus, ot n est le nombre total de balles, et renvoie les valeurs de X, et Y associées.

import numpy.random as rd

def simul_XY (n)
N=n
u=rd.randint (1 ,N+1)
X=1
Y=0
while ul=N:
if u==1:
Y=1
N=N-1
u=rd.randint (1 ,N+1)
X=X+1
return X,Y

Petite remarque
Le numéro N correspond tou-
jours a la balle noire; et le
numéro 1 a la balle blanche
numérotée 1.

2. 8.8.9.0.0 9 ¢
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Exercice 23 - EML 2018 S

Un mobile se déplace aléatoirement sur un axe dont lorigine est le point O d'abscisse 0.

Au départ (instant 0), le mobile est situé sur le point O. Le mobile se déplace selon la régle suivante : a l'instant n

(n € N7), il se place de fagon équiprobable, sur l'un des points d'abscisse 0,1,..., n.
Pour tout entier naturel n, on note X, l'abscisse de ce point a l'instant n (on a donc Xy = 0).

On admet que, pour tout entier naturel n, X, est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q), A, IP) que
U'on ne cherchera pas a déterminer. On admet aussi que (X,),en est une suite de variables aléatoires mutuellement

indépendantes.

1. Soit n € N*. Reconnaltre la lot de X, puis donner son espérance et sa variance.

Soit n € N*.

e On a déja, d'apres l'énoncé

S Xn(Q)

[0; n].

e Et, puisqu'a l'instant n, le mobile se place de fagon équiprobable sur l'un des points d'abscisse 0,1,..,n, on a :

vk € [0;n], P(X, = k) =

1
Card([0; n])

Conclusion :

Xy, suit la lot uniforme sur [0; n] et on a ainst :

n (12 =1 nh+2)
2 et V(X,) 12 12

E(Xn) =

2. On note Y linstant auquel le mobile se trouve pour la premiere fois a l'origine (sans compter son position-
nement initial), et on attribue a Y la valeur O si le mobile ne revient jamais a l'origine. On admet que Y est

une variable aléatoire définie sur (Q, A, PP).
Justifier que Y(Q) = N.

Raisonnons pas double-inclusion...

2.a.

2.b. Pour tout entier naturel i non nul, exprimer l'événement [Y = (] a l'aide des variables aléatoires
X1, X, ...

2.c.

Y désigne l'instant auquel le mobile revient a l'origine, donc on a Y(Q) C N

o D'apres l'énoncé, 0 € Y(Q).

o Ensuite, on remarque que l'issue consistant a rester sur lorigine a U'instant 1 réalise l‘évenement [V = 1],

donc [V =1]+ @.
Par conséquent, 1 € Y(Q)
o Soit j € [2; +oof.

L'issue consistant a étre au point d'abscisse 1 des instants 1 a j— 1, puis a lorigine a l'instant j réalise
lévenement [Y = j]. Ainsi, [V

Par conséquent : j € Y(Q).

On a ainsi établi : N C Y(Q)

=jl+ o

Conclusion

Y(Q) = N.

,X[A

Soit i € N™.
e Sii=1:

e Sii>2:

En déduire : Vi € N*, P(|Y = i) =

[V = {] est réalisé

si, et seulement si,

si, et seulement si,

Par conséquent :

Soit i € N*
e Sii=1:

L'évenement [V = 1] est réalisé si, et seulement si, le mobile reste a l'origine a l'instant 1. D'ou :

le mobile revient pour la premiere fois a lorigine a l'instant
n

des instants 1 a i —1 le mobile ne va jamais a lorigine, puis
il y retourne a l'instant {

D'apres la question précédente, on a alors :

i—1
V=i= | X +0| nx =0
k=1
1
P([Y - 1) - I,]P([X] - 0) J question 1.a.
T2

e Sii>2:

Important ! ——
J'at envie de dire que l'on rai-
sonne toujours pas double-
inclusion pour ce type de ques-
tion. Il faut au moins en étre
conscient et le rédiger dans ce
sens.

v Rigueur !

Pour que cette phrase ait bien
du sens, il faut que i —1 > 1,
donc que i > 2: cas dans
lequel nous nous sommes bien
placés et ca en est méme la
raison.

Petite remarque

Avec la convention ﬂ

keo
on pourrait regrouper les deux
cas.

-Q
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2.d.

2f

D'apres la question précédente, on a alors :

i—1
IP([Y - L]) - ﬂ[xk 7 0] : [X' - 0]) J indépendance mutuelle des variables aléatoires Xi, X, ..., X;
i
= | [ TP(xc#0) | P(x=0)
k=1
i—1
- (l_l(1 —P(X = 0) | P(X; = 0) J question 1.a.
k=1
SN
= k+1 i+
B ( i—1 k 1
L k+1] i+1 J télescopage
_ 1
i+
Les deux cas peuvent se regrouper...
1
Conclusion : Vi € N*, P(Y = () = IR
+00

Vérifier par le calcul que lon a : Z Py =i =1.
i=1
Soit Ne N". Ona:

N N 1
LB =0 = ) g
i=1 1:j
- E(-rh)
= i [ +1 J linéarité de la somme
- N 1 N
p— i 1 = (+1 Jtetescopage
e
Or:
lim 1 ! =1
N—+o00 N+1/]
+0o0
Conclusion : la série Z P([Y = i]) est convergente et ZIP([Y =i)=1
i>1 i=1

Déterminer alors P([Y = 0)) et interpréter le résultat.

+00
On sait que Y(Q) = N, donc la série ZIP([Y = {|) est convergente et Z P(Y = i]) = 1. Mais, d'apres la question
i>0 i=0

+00

précédente, Z P(Y = i) = 1. Par conséquent :
i=1

— Petite remarque
IL n'est pas nécessaire de men-
tionner la convergence de la
série Z]P([Y = {)), pour deux

i>1
raisons :
e ce n'est pas demandé,
e elle est une conséquence
directe du fait que Y(Q) = N
et de la convergence de la série

Y P(Y =)

>0

| Conclusion : IP(|Y = 0]) = 0. Le mobile reviendra presque-s@irement au moins une fois a lorigine.

Démontrer que la variable aléatoire Y n'admet pas d'espérance.
e On sait que :
Y admet une espérance  si, et seulement si,  la série Z (P(|Y = i]) est absolument convergente
€Y(Q)
si, et seulement si,
i>0
terme général positif

e Soit N € N, suffisamment proche de +o0. On a :

N
Y Py =)
=0

I

I~

=
I

J changement d'indice k =i + 1

k

~

Il
)

1
Or, la série Z T est une troncature d'une série de Riemann divergente (exposant a = 1).
k>2
Par conséquent, la série Z (P([Y = ) est divergente.
i>0

la série ZiIP([Y = (]) est convergente, car il s'agit d'une série a

Petite remarque

. W 1

L'argument 'la série Z © est
k>2

une troncature de la série har-

monique, qui est divergente”

convient parfaitement égale-

ment.
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| Conclusion : la variable aléatoire Y n'admet pas d'espérance.

3. On note Z linstant auquel le mobile se trouve pour la deuxieme fois a l'origine (sans compter son position-
nement initial), et on attribue a Z la valeur 0 si le mobile revient au plus une fois a lorigine. On admet que
Z est une variable aléatoire, définie, elle aussi, sur (Q, A, P) et que P([Z = 0]) = 0.
3.a. Sans justifier, donner Z(Q).
Z(Q) = N\ {1}.
3.b. Soient (i, j) € N* x [2; +oo[ tel que i > j. Déterminer la probabilité Py _;([Z = j]).
Le second retour a l'origine devant avoir lieu a un instant strictement supérieur a celut du premier retour a l'origine,

on a :
Py_y(Z = j) =0

Conclusion : pour tout (i, j) € N* x [2; +oco[ tel que i > j, Ply—_y(Z = j]) = 0.

. i+ 1
3.c. Soient (i, j) € N* x [2; +oo[ tel que i < j—1. Etablir : Ply_y([Z = j]) = (l—:_ 0k
I
Supposons 'évenement [V = i] réalisé.
e Sij=i+1:

Dans ce cas (sachant [Y = i] réalisé) l'évenement [Z = j] est réalisé si, et seulement si, le mobile reste a
lorigine a l'instant i + 1.
Par conséquent :

Py—y(Z =)

=l

Xis1
X

=0)
= OD

(
(
L

+

—

o Sij>i+2:
Dans ce cas (sachant [Y = (] réalisé) :
[Z = j]est réalisé  si, et seulement si,  le mobile revient pour la seconde fois a lorigine a l'instant j
si, et seulement si,  des instants i +1 a j — 1 le mobile ne va jamais a lorigine,
puis il y retourne a Uinstant j

Par conséquent :

v Rigueur !

Pour que cette phrase ait bien
du sens, il faut que j—1 > i+1,
donc que j > i+ 2 : cas dans
lequel nous nous sommes bien
placés et ca en est méme la
raison.

j—1
Py_g(Z=4) = P[| [)X#0|n[x;=0]
k=i+1 J indépendance mutuelle des variables aléatoires Xiy1,..., X;
j—1
= | [] P +0) | P(X; =0)
k=i+1
j—1
= | [T0=PX=0) | P(x;=0)
k=i+1 J question 1.a.
- (A (-2 )
k=i+1 k+1 A+
_ ()=
k=i+1 k1) j+1 J télescopage
N
JoJ+
Les deux cas se regroupent...
. o " o ) i+1
Conclusion : pour tout (i, j) € N* x [2; +-oo tel que i < j—1, Pyy_y([Z = j)) = eI
J\
3.d. Ecrire, pour tout entier naturel j supérieur ou égal a 2, la probabilité P((Z = ] comme une somme

finie.
Soit j € [2;+00[. D'apres la formule des probabilités totales, avec ([Y = i),
ments, la série Z]P([Y = {|N[Z = j]) est convergente et :

i>0

on comme systeme complet d'événe-

i=1 i=j Vi e N*, ]P(:Y
j—1 +00
= ) PY=Py_g(Z=/)+) P(Y=iPy_y(Z =)
i=1 i=j
j—1 .
1 i+1
B ; i+ j(j+1
J—1 1

- fo(/w

i=1

relation de Chasl

wRéflexe !
On connalt la loi de Y et les
valeurs de Pjy_y((Z = j]).. On
pense donc a utiliser la FPT
pour calculer P(Z = j]).

j—1

1

Conclusion : pour tout j € [2; +oof, P(Z =] = TSIk

i=1

P(Y =0)=0et[Y =0]N[Z=0]C[V =0

i) #0

questions 2.b., 3.a. et 3.b.
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3.e.

4. 4a.

© ® N o U & W

4.b.

S ISV N

La variable aléatoire Z admet-elle une espérance?

e On sait que :

la série Z jP(Z

JEZ(Q)

Z admet une espérance  si, et seulement si, ) est absolument convergente

si, et seulement si,
JEN\{1}

terme général positif

e Soit N € N, suffisamment proche de +oc0. On a :

N
Z jP(Z2=]) = Z/]P J question précédente
j=0,j#1 j=2
N1
- /:ZZ/ — i(j J linéarité de la somme
- Ny 1 1
j=2 /+ i=1 !
Or:
j—1 ]
tout j € [2; , —>1,dol:
o pour tout j € [2; 400 ;1 > ol
—
vjie 2 - >0
J € [2+ool. Z ;

o etlasérie Z

est (a décalage d'indice prés) une troncature de la série harmonique. Par conséquent,

/\Z
la série Z est divergente.
/\Z
j—1
Ainst, par critere de comparaison sur les séries a terme général positif, la série Z 1 Z — est divergente.
i
j>2 i=1

Par conséquent, la série Z JP([Z = j)) est divergente.
JEN\{1}

Conclusion : la variable aléatoire Z n'admet pas d'espérance.

Recopier et compléter le programme suivant de sorte que lexécution de simulYZ() renvoie une
réalisation de Y et Z.

import numpy.random as rd
def simulYZ ():
n=1

return Y,Z

import
import

numpy.random as rd
matplotlib.pyplot as plt

def simulYZ ():

n=1

while rd.randint(0,n+1)!=0:
n=n+1

Y=n

n=n+1

while rd.randint(0,n+1)!=0:
n=n+1

/=n

return Y, Z

En utilisant la fonction de la question précédente, écrire un programme Python dont lexécution
permettrait d'obtenir l'histogramme des fréquences sur 10000 réalisations de la variable aléatoire Y.

import matplotlib.pyplot as plt
Labs=[—05+k for k in range(0,20)]
LY=[stmulYZ ()[0] for k in range(10000)]
plt.hist(LY,Labs,6 density=True,6 edgecolor="k")
plt.show ()

la série Z JIP(Z = j)) est convergente, car il s'agit d'une série a
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simulYZ (), il faut extraire
le terme indexé 0 de la liste...
Autrement dit : simulYZ () [0]

1. 8.8.9.0.0 9 ¢
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EXERCICE 24 - INSPIRE D'EXERCICES DE CONCOURS
Un objet se déplace sur les sommets d'un triangle, nommés A, B, C, selon le schéma suivant :

3 3
e si l'objet est en A, il y reste avec une probabilité g o il se dirige vers B avec une probabilité 5 sinon il se

1
dirige vers C avec une probabilité 7

ou il se dirige vers A avec une probabilité =, sinon il se

1
e si l'objet est en B, il y reste avec une probabilité —, 5

4

dirige vers C avec une probabilité 7
e si lobjet est en C, il y reste.

Inititalement, l'objet se situe au sommet A.

On note, pour n € N, A, l'évenement ‘l'objet est en A a l'étape n" et a, = PP(A,). Ainsi, ap = 1. On définit de la

méme fagon les notations B,, C, et b,, c,.

PARTIE A.
1. Donner a puis calculer a,.
: 3
. i
a=g
e D'apres la formule des probabilités totales, avec (A1, By, C7) comme systeme complet d'évenements :
PA) = PANA)+PANB)+PANG)
= P(A1) x Pa(A) + P(B1) x Py, (A) + P(G) = Pe (A2)
3 3 N 31 N 1 0
- 888 274"
2
64
3 21
Conclusion : aq = é et ay = o

2. St a létape 2, l'objet était en B, quelle est alors la probabilité qu'il ait été en A a l'étape 17
Cela revient a calculer Pg,(A1). Et on a :

P(AT N By)
B, (A1) P(B)) . .
= ourquoi ? ————
9 On utilise la FPT pour calculer

_ 64 P(By)..

LIS}

4

o o1
- (?4 x T
B
5

3. En utilisant la formule des probabilités totales, démontrer que pour tout n € N :

3 1
apy1 = gan + ibn
3 1
bn+1 = gan + an
1 1
Cn+1 Zan + an +
e Soit n € N. Distinguons deux cas :
o Stn>1:
Ona:
app1 = P(Ar) ST avec (4 - o
- ]P(AH+ N An) ( n+1 n ) f P( n+1 N Cn) :} [ d\((f (,\’“@B”'(”) e
- TP(/\,7MQ/\,7)+IP( an )+0 >( >(
= P(A) x[,\‘(ﬁ’\,, 1)+]P(B)><]PB”(A”+1)+O JU )#0etP(B,)#0carn>1
3 1
- 80” + Zb”
o Stin=0:
’ + 1b _ 1
g0 T g

= o
La relation établie précédemment est donc encore valable si n = 0.
Par conséquent :

w

1
Vn €N, a4 g(],, + Eb”

e De méme, on obtient

3 1 # Rédaction ———
VneN, b, ==a,+ -b, On ne rédige pas trois fois la
8 4 méme chose...
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4.

e £t également :

1 1
VneN, ch = Za” + an + Cp

3
4.a. Déduire de la question précédente que pour tout n € N, ¢c,41 = 76 + 7
Soit n€N.Ona:

1
ap + an +cn

(an +bn) + cn

Cn1 -

J (An, By, C,) est un sce
(1 o Cﬂ) + Cn

PSS BN ST N N N N
N

Conclusion : pour tout n € N, ¢,1 =

4.b. Déterminer alors le terme général de (c,)nen-
D'aprés la question précédente, (cp)pen est une suite arithmético-géométrique.

e Soit xR . Ona:

3 +1 11
S R > 37T
— x=1
e On a ainsi les informations suivantes :

3 1
VneN, cpp1 =S+ 5
4 4

123 140

T3 Ty

En soustrayant L2 a L1, on obtient :

3
Vn €N, Cn+1 —-1= Z(CH 71)

Par conséquent, la suite (c, — 1)
Dot :

neN

3 n
VneN, ¢,—1=—1 (1)

I . 3 )
est géométrique de raison 7 et de premier terme cg — 1 = —1.

3 n
Conclusion : pour tout n € N, ¢, =1 — (Z) .

4.c. En déduire la limite de la suite (c,)qen et interpréter ce résultat.

3
Puisque — €] —1;1[, on obtient : lim ¢, = 1.
n—+o0

Interprétation : au bout d'un certain nombre d'étapes, l'objet arrivera sur le sommet C (et y restera donc).

5. Etablir: ¥n € N, byss — 2bpi1 + by,

8 32
Soit n € N. On a :

1
Apy1 = by + 5 by

1
bpy2 = 5Gpi1+ b J
4

4
1 1
(bn-H + an) + Ebn-H
3
bn+1 + ibn

| U100| Lo W

5 3
*bn+1 + 55 ba-

Conclusion : pour tout n €N, b, = 8 EV

5.b. Déterminer alors le terme général de la suite (b,)nen-

D'apres la question précédente, (b,),en est une suite récurrente linéaire d'ordre 2 d'équation caractéristique

5 3 3 —1
Z —_ —_—— = 1 -_— —
X 8X £y 0, dont les solutions sont 3 et 5

Par conséquent :
3 n 7/] n
AL peR[VneN, b,,:A(Z) +p(?)

3
Or:byg=0ceth = 5 Et de surcrolt :

{bo - 0 1 Aty = 0
3 = 3 1 3
b= 3 PRI
— Atp =
6A—py = 3
A+py =0
L1561 —u = 3
3
A= 3
— LB
=7
Dot ., .
o3, o3
7 HTT
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3 2\ 1 2 71 n
Conclusion : pour tout n € N, b, = 7 (2) — ; (?) :

6. Déduire des questions précédentes le terme général de la suite (a,)nen-

Soit n € N. Puisque (A, B, C,) est un systéeme complet d'évenements, on a :

En utilisant les résultats des questions 4.b. et 5.b., on obtient le terme géné

an+by+c,="1etdonca, =1—b,—cp.

ral de (ap)

3 n - 3 n 3 1 n 4
Conclusion : pour tout n € N, a, = (ﬁ) 7% (Z) +? (?) =3

; n ﬁ) 7w n
i) 7 (5]

7. On considere le programme incomplet suivant :

7.a.

Compléter les lignes manquantes du programme suivant de sorte que la commande simulation(n)

renvoie une liste contenant la simulation des sommets parcourus par l'objet lors des étapes 0 a n du

jeu.

Important !
A ce stade de lexercice, il est
important de vérifier ce résultat
(pour se rassurer !). On vérifie
cette expression en prenant
n=20n="1etmémen = 2.
Ca fonctionne : OUF |

1 |itmport numpy.random as rd
2

3|def simulation(n):

4 objet="A"

5 Lobjet=[objet]

6 for k in range(1,n+1):

7 p=rd.rand () #réel
8 if objet="A":

9 if p<3/8:

10 objet="B"

" elif p>=3/8 and p<5/8:
12 objet="C"

aléatoire entre

18 Lobjet.append(objet)
19 return (.......... )

21 |def mystere (L, x):

2 for k in range(0,len(L)):
23 if L[k]J==x:

% return k

0 et 1

L13
L14
L15
L16
L17
L19

elif objet=="B":
if p<1/2:
objet="A"
elif p>=1/2 and p<3/4:
objet="C"
return(Lobjet)
7.b.
Voici le résultat obtenu :
>>> L=simulation(15)

s>> mystere(L,"C")
4

Interpréter ce résultat dans le contexte de l'exercice.
Pour la simulation réalisée, le premier C est apparu au 4°™ rang da

Autrement dit, pour cette simulation, l'objet a atteint le sommet C lor

PARTIE B.

On exécute successivement les deux instructions suivantes : L=simulation(15) et mystere(L,"C").

ns la liste L.

s de la 4°m étape

Le contexte de cette partie est le méme qu'au début de Uexercice, et les résultats de la partie A pourront étre utilisés.

A chaque déplacement de l'objet, on définit des points de la fagon suivante
e chaque fois que l'objet arrive en A, 1 point est crédité
e chaque fois que l'objet arrive en B, 1 point est débité

e aucun point n'est attribué quand l'objet arrive en C

Pour tout n € N*, on note X, la variable aléatoire égale au nombre de points accumulés jusqu'a l'étape n (aucun

point nest attribué pour le point de départ en A).
Notons également Y, et Z, les variables aléatoires définies par :

Va(w) :{ (1) !

2z

stw€E A,
sinon

8. Variable aléatoire Xj.

stwe B,
sinon

Les variables Y, et Z, sont

les variables indicatrices des
évenements Y, et Z,.

On rencontrera parfois la nota-
tion 14 pour désigner l'indica-
trice d'un évenement A...
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Sans difficulté : X;(Q) = {—1,;0;1}. suffit de regarder les points

. . . ibl 1 étape...
8.b. Déterminer la lot de Xj. possibies en | ctape
Ona:

8.a. Donner X;(Q). { Pourquoi ?
1§

P([Xw:—ﬂ):bwzg ; ]P([XWZOJ):Q:% ; ]P([Xw:ﬂ):m:%

8.c. En déduire E(Xi) et V(X))

Puisque X7(Q) est fini, la variable aléatoire X; admet une espérance et une variance et :

L]
EX:) = —1xP(Xi=-1)+0xP(X;=0)+1xP(X =1
= 0
e D'apres la formule de Koenig-Huygens :
V) = EXXG) - By
- E(XWZ) 2 2 J théoreme de transfert
= (1) xP(X; ==1)+0 x P(X; =0)+1° x P(X4 = 1))
3
T4

9. Donner X;(Q).
Sans difficulté : X5(Q) = {-2,-1,0;1;2}.
10. 10.a. Soit n € N*. Exprimer X, 1 en fonction de X, Y11 et Z,11.
Xp+1 étant le gain cumulé jusqu'a l'étape n + 1, il s'obtient en ajoutant au gain cumulé jusqu'a l'étape n (cest a
dire X)) soit 1 st l'évenement A, est réalisé, soit —1 st 'évenement B, 1 est réalisé, soit O sinon.

| Conclusion : X, 1 = X, + Y1 — Zya. |

10.b. Démontrer par récurrence que pour tout n € N*, X,(Q) = [—n; n].

e Initialisation. Pour n =1 :
Clest le résultat de la question 8.a..

e Hérédité. Soit n € N*. Supposons que X, (Q) = [—n; n] et montrons que X,+1(Q) = [—n —1;n +1].
Raisonnons par double-inclusion.

Soit w € Q. D'apres la question précédente :
Xn+1(w) - XIV(W) + Yn+1 (‘U) - Zn+1(w)

On sait que (A,, B, G,) est un systeme complet d'évenements; distinguons donc trois cas :
~ Stwe A, alors Yy 11(w) =1 et Zy11(w) =0.
Dot :
XN-H (w) = Xﬂ(w> +1
Et comme, par hypothése de récurrence, X,(Q) = [—n; n], on obtient :
Xop1(w) € [-n+ 1,0 +1]
~ St w € By, on obtient de la méme fagon :
Xpr1(w) € [-n—1,n—=1]
~ St w e (G, alors X, 41(w) = X, (w) et donc :
Xn+1(w) € [=n;n]
Dans tous les cas :
Xpr1(w) € [-n—1,n+1]
Soit k € [—n —1;n + 1]. Distinguons trois cas :
~ Stk=—-n—1:
L'issue consistant a étre en B des instants 1 a n + 1 réalise l‘évenement [X, 1 = —n — 1]. Donc :
Xps1=—n—-1]+0
~ Stk=n+1:
L'issue consistant a étre en A des instants 1 a n + 1 réalise l'événement (X1 = n + 1]. Donc :
[X,,+1 = ﬂ+1]%®

~ Stke[-n:n]:
Alors, par hypothése de récurrence, [X,, = k| # @. A l'instant n, lobjet se situe donc a un endroit tel
que X, soit égale a k. En considérant ensuite que l'objet va en C (ou y reste), la variable aléatoire
Xp+1 prendra également la valeur k.
Dot :
[Xn+1 = k] 7& 1]
Dans tous les cas :
[X/HH - k} % <
Autrement dit : kK € X, 41(Q), et ainsi :
[=n—=1;n+1] C X,41(Q)
On a donc démontré :
Xp41(Q) = [=n—1;n +1] .
L'hérédité est ainsi établie. F Petite remarque

‘est une question difficile, pas

Conclusion : pour tout n € N*, X,(Q) = [—n; n]. simple & rédiger..

10.c. Soit n € N*. Calculer P(X, = n]).
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[X, = n]est réalisé  si, et seulement si, ~ on a gagné n points en n étapes
si, et seulement si,  chacune des étapes 1 a n a permis de gagner 1 point (car on ne peut
gagner plus d'un point a la fois)

D'our :
n
X =n]= ﬂ Ak
k=1
On a ainst :
n
P(X, =n) = ﬂ Ak’) J formule des probabilités composées, licite car P(Ay N ...NA,—1) # 0

Aq )EPAq (A2).- . Payn.a, 4 (An)
3
:)

Conclusion : P(X, = n)) = (7 ) ”_

I
—8 =

10.d. Soit n € [3; +oo[. Donner deux événements inclus dans 'évenement [X, = 0].
L'évenement Gy N G N ...N G, = G est toujours inclus dans [X, = 0].
De plus, st n > 3, l'évenement AN B, NG N...NC, = A1 N By N G5 Lest également.
10.e. Justifier que pour tout n € N*, E(X,,11) = E(X,)) + @p1 — boya.
Soit n € N*. D'apreés la question 10.a. :
Xn+1 =X, + Y/HW 7Zn+1

Or, toutes les variables aléatoires en jeu sont finies; elles admettent donc toutes une espérance, et par linéarité
de lespérance :
E(XnJrW) - E(X”) + E<Yn+1) - E(ZI7+1)

Ensuite : -
E(Yor1) = 1 xPA1) +0 x P(As 1)
= dp4
et:
E(Zl7+1) - bn+1
Conclusion : pour tout n € N*, E(X,11) = E(Xs) + app1 — bpy1. |

n
10.f. Soit n € N*. En déduire que E(X,) = Z(ak — by) puis déterminer une expression simplifiée de E(X).
k=1
e D'apres la question précédente, et par récurrence immédiate, on a :

n

Vne N, E(X,) =) (ai — by)

k=1
e On en déduit, d'apres les questions 5.b. et 6. :
n n n
1/(3 6 (—1
w0 = L3 (3) +3(5)
k=1
a n n
S O U (=2 B I B i
7 4 21 8
3 B > T Important ! ——
Conclusion : pour tout n € N*, E(X,,) = = (17 (7) ) - (1 — (;) ) On vérifie pour n = 1 pour se
7 4 21 8 rassurer...
2.8.8.2.8.8.8 ¢
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Exercice 25 - OraL HEC, ESSEC 2016 E I

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* définie sur un espace probabilisé (Q, A, P).

1. 1.a. Montrer que pour tout entier naturel j non nul : P(X = j) =P(X > j—1)—P(X > ).
Soit j € N*. Puisque X est a valeurs entieres : [X > j—1]=[X > J].
Or:
X > j]=X=KUX>]
Dot :
X>j=1=X=jUX>]]

Mais [X = j] et [X > j] sont incompatibles, donc :

PX>j—1)=PX =)+ P(X > )
Dot :

PX=))=PX>;j-1)—-PX>))

| Conclusion : Vj € N*, P(X = /) = P(X > j — 1) — P(X > j).

p p—1
1.b.  Soit p un entier naturel non nul. Montrer que : Zj]P(X =)= ZIP(X > )= pP(X > p).
j=0

j=1
D'apres la question précédente : Vj € N*, P(X = j) =P(X > j—1) —=P(X > j).
Dot :
n P
Z/IP(X =J) = Z/(IP(X >j=N)-PX> j)) J linéarité de la somme
j=1 j=1
p p
- ;/'P(X >j=1)- Z1/IP(X > ) J changement d'indice i = j — 1 dans la premiere somme
= =
p—1 P
- Z(l FNPX > 1) — Z/]P(X > ) J linéarité de la somme
i=0 j=1
p—1 p—1 p
= Y PX>i)+)y PX>0)—) jPX>))
=0 =0 j=1

p—1
= Y PX>i)—pP(X > p)+O0P(X > 0) — pP(X > p)
i=0

p—1
= > PX>i)—pP(X > p)
i=0

p p—1
Conclusion : Vp € N*, ) jP(X =j) =) P(X > j)—pP(X > p).
j=1 j=0

2. 2.a. On suppose que X admet une espérance E(X) = p.

2.a.l. Justifier la convergence de la série de terme général kIP(X = k).
Par hypothese, X admet une espérance. Donc la série Z nIP(X = n) est absolument convergente.
neX(Q)
Comme X est a valeurs dans N*, on en déduit que la série Z P(X = n) est absolument convergente; elle

n>1
est donc convergente.

Conclusion : la série de terme général kIP(X = k) est convergente.

2.a.ii. Montrer que :

+00
Jlim > kP(X =k =0
k=p+1

e Soit p € N*. Puisque la série Z kIP(X = k) est convergente, d'aprés la relation de Chasles, on a :

= Pour info... ——
Il s'agit du reste d'une série
convergente...
St (Sy) désigne la suite des
sommes partielles d'une série
convergente et S sa somme,
alors on a toujours : lim S —

+00

Sy =0..

k>1
+00 P +oo
Y KP(X =k =) kP(X=k+ ) KkP(X=k
k=1 k=1 k=p+1
Dol :
p+1 0o P
Y KP(X =k =) kPX=k— ) kPX=k
k=1 k=1 k=41
e Or, Zk]P(X = k) est convergente, donc :
k>1
P oo
i Y KP(X =k =) kP(X=k)
k=+1 k=1
+o00
Conclusion : pLLTm Y KP(X =k) =0,

k=p+1
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2.a.ii. En déduire que
l[T pP(X >p)=0
p—+oo

Soit p € N*.
e Puisque X(Q) € N*, on a
+00
P(X>p) = p ) PKX=
k=p+1
— Z pP(X =
k=p+1

e Or:
Vk e [p+1;+oo, n <k

D'oli (une probabilité étant positive) :
Vk € [p+1;+oo, nP(X = k) < kP(X = k)
Puts, en sommant de p + 1 a +oo, licite car les séries Z P(X = k) et Z kIP(X = k) sont des

k>p+1 k>p+1
troncatures de séries convergentes, la deuxiéme puisque X admet une espérance, on obtient :

+00 +00
S pP(X=K)< S KP(X = k)
k=p+1 k=p+1
On a donc établi :
+00
VpeN', 0<pP(X>p)< ) kP(X = k)
k=p+1

Mais, d'aprés la question précédente :

k=p+1

Conclusion : par théoreme d'encadrement, on obtient : lLT pP(X > p) =0.
p—+00

2.a.iv. Montrer que la série de terme général IP(X > j) converge et que sa somme est (1.
D'apres la question 1.b. :

p—1 P
Vp e N*, Z]PX>/:Z )+ pP(X > p)
j=0 J=1

Or :

e dapres le résultat précédent :
lim p]P([X >p)=0

n—+

% Subtile... %

Nul besoin d'avoir X(Q) =
pour dire que E(X) =

e puisque X admet une espérance, et que X(Q) C N* :

p—+00

P
lin Y P(X = j)) = E(X)
; Zk]P( = kJ); Uinformation

X(O) C N* suffit. En effet, cer-
taines probabilités P(X = k)

Par conséquent, la série Z P(X > j]) est convergente et : seraient nulles st k ¢ X(Q)
>0
+00
> P(X>j) =EX)
j=0
+00
Conclusion : la série Z]P([X > j)) est convergente et Z]P([X > k) = E(X).
j=0 j=0

2.b. On suppose que ZIP(X > j) converge.
j=0
2.b.i. Déterminer le sens de variation de la suite (v,),>1 définie par

p—1
VpeN, v, =) PX>))
j=0

Soit p € N*. On a:

P p—1
i — v =y PX>j) =) PX>))
j=0 j=0

NVl

Conclusion : la suite (v)pen+ est croissante.
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p +00
2.b.it. Comparer ZjIP(X =j) et Z]P(X > ).
=1 j=0
e Soit p € N*.
D'apres la question 1.b. :

P p—1
Y JPX=j)=> P(X>j)—pP(X>p)
j=1

-

Or: pP(X > p) >0, dou :

P p—1
D PX =)<y PX>))
Jj=1 j=0
+00
e [Ensuite, puisque la série Z]P(X > j) converge, la suite (v,), N+ converge vers Z]P(X > )
j=0 j=0

converge. Mais, d'apres la question précédente, la suite (v,)pen+ est croissante; elle est donc majorée
par sa limite. Autrement dit :

+00
Vpe N v, <) PX>))
Jj=0
P +00
Conclusion : par transitivité, on obtient : Vp € N*, Zj]P(X =)< ZIP(X > ).
j=1 j=0

2.b.iii. En déduire que X admet une espérance.
e On sait que :

X admet une espérance  si, et seulement si,  la série Z JIP((X = j]) est absolument convergente

JEX(Q)
si, et seulement si,  la série ZjIP([X = Jj)) est convergente, car il s'agit d'une série a
j>1
terme général positif
P
e Or, la suite ZjIP(X =) est croissante (immédiat) et, d'apreés la question précédente, elle
J= pEN*
+00
est majorée par ZIP(X > ).
j=0
p
D'apres le théoreme de convergence monotone, la suite Z/‘]P(X =) est donc convergente.
j=1 peN*

| Conclusion : X admet une espérance.

2.c.  Conclure des questions précédentes que X admet une espérance si et seulement si la série de terme
général IP(X > j) converge.
Il s'agit de démontrer une équivalence, raisonnons donc par double-implication.

+oo
implication établie en question 2.a. (et on a méme E(X) = Z]P(X > )
j=0

implication établie en question 2.b.

3. Une application. On dispose d'une urne contenant N balles indiscernables au toucher, numérotées de 1 a
N. On effectue n tirages successifs et avec remise d'une balle; et on note X, la variable aléatoire égale au
maximum des nombres obtenus sur ces n tirages.

Pour i € [1;n], on note Y; la variable aléatoire égale au numéro obtenu lors du i-eme tirage.

3.a. Soit i € [1;n]. Donner la lot de Y.
Les tirages étant effectués avec remise, on a : Y;(Q) = [1; N], et par équiprobabilité du choix des balles dans

lurne : ;

Vk e [1;N], P(Vi=k) = N
| Conclusion : pour tout i € [1;n], Y; — % ([1; n]).

3.b.  Déterminer, pour tout k € [1; N], P(X, < k]).
Ona:
Xn =max(Yy, Y2, ..., Yp)
Soit k € [1; N].
[X, < k| estréalisé  si, et seulement si,  [max(Yy, Y2, ..., ;) < k| est réalisé

si, et seulement si,  pour tout i € [1;n], [Vi < k] est réalisé

Dol :
n
Xo <nl= (1Y <K
i=1
Les tirages étant effectués avec remise, ils sont indépendants. Par conséquent, les variables aléatoires Y4, Y2, ..., ¥,
sont mutuellement indépendantes. D'ol :

P(X, < k) =] |P(Y: < k)
i=1
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1
Pour tout i € [1;n], d'aprés la question précédente : Vj € [1;n], P(Vi =j)) = N
D'oti, pour tout i € [1;n], pour tout k € [1;n] :
-
P(Y, <k) = ; N
=
_ L
N
On en déduit : i
k
P <k) = [y
i:Wk ,
- i
PR Vérification
Conclusion : Vk € [1; N], P(X, < k) = (7) . Puisque X,(Q) = [1;N], on
N vérifie que P((X, < N)) = 1...

3.c. En déduire que X, posséde une espérance et l'exprimer sous forme d'une somme.
Puisque X, (Q) = [1; N] est fini, la variable aléatoire X|, posséde une espérance.

Ainsi, d'apres la question 1.c., la série ZIP([X,, > kJ) est convergente et :

k>0
+00
E(X,) = P(X, > k) B ,
N—1
- gIP(X> k) J X(Q) = [1;n], donc P(X > 0) = 1
N-1
= 1+ P(X>K)
k=1
N-1
= T+ ; (W —P(x< k])) J question précédente, licite car k € [1; N —1]
- N
= T+N=-1=-) (N)
. k=1
1 /< n
- v (¥
k=1
%k ko k ok ok
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