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Algébre linéaire (matrices et endomorphismes) - niveau 3
(correction)

I. Puissances d’une matrice via le bindme de Newton

Exercice 1

1. On considére les matrices suivantes.

1 11 010 1 0 -1
A=|1 11|, B=|oo 1|, C=[0 0 o
1 11 0 0 0 -1 0 1
a) Déterminer A2, Démontrer alors : Vk € N*, A¥ = 314,

Démonstration.
Tout d’abord :

1
1
1

I
%)
Il
RS
—

Démontrons alors par récurrence : Vn € N*, P(n)
ot P(n): A" =371 A
» Initialisation :
« D’une part : A = A.
o D’autre part : 3!1714 = 3%4 = A.
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*,
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. : A" = 3" A).

Par hypothése de récurrence : A" =371 A,
Ainsi :

A = Ax A" =3""1 Ax A=3"134=3"4A
D’ou P(n +1).

Par principe de récurrence : ¥n € N, A" =371 A,

O
b) Déterminer B? et B3. En déduire B* pour tout k € N.
Démonstration.
Tout d’abord :
010 01 0 0 0 1
B>={0 0 1]{o o0 1]=00 0
0 0 O 0 0 O 0 0 O
Puis :
0 0 1 01 0 0 0 O
B3=B>B=1|(0 0 o|{o o0 1|]=]00 0
0 0 0 0 0 O 0 0 0
On en déduit, par une récurrence immédiate : Yk > 3, B* = 0. -
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¢) Déterminer C2. Conjecturer une formule pour C* et la démontrer.

1 0 -1\/1 0 -1 2 0 -2
c?’=10 0 0 o 0 ol=lo0o o0 0]=2C
10 1/)\=10 1 2 0 2

Par mesure de streté, déterminons C? avant d’émettre une conjecture.

2 0 =2\ /1 0 —1 4 0 —4
cc=c*c=[0 0 o 00 ol=]0 0 o0
20 2/\-1 0 1 4 0 4

Démontrons alors par récurrence : Vn € N*| P(n)
ot P(n): Cm =21 C.
» Initialisation :
« D’une part : C' = C.
« D’autre part : 2171 0 =2° C = C.
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. : C"F1 =27 O).

Par hypothése de récurrence : O™ = 2771 C.
Ainsi :

Démonstration.
Tout d’abord :

"l =0 xC"=2""1C0xC=3"120=2"C
D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence : Yn € N, O™ = 2"~ C.

O
2. Soit (a,b) € R2. On considére la matrice :
a b 0
M=10 a b
0 0 a
) 1 00 010
a) Ecrire la matrice M en fonction des matrices =10 1 0)etJ=10 0 1].
0 01 000
Démonstration.
M=al+b
al +bJ -
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b) A l'aide de la formule du binéme de Newton, déterminer M™ pour tout n € N.

Démonstration.

o Les matrices I et J commutent car I commute avec toute matrice carrée de méme ordre.

e Soit n > 2. D’aprés la formule du binéme de Newton :
M"™ = (al 4+bJ)"
k=0 \k k=0 \K
o= (MY ek krk _ N\ o kik Tk (caronat'
- k20<k) o = <k> " VieN, I =1)
2 (n (ce découpage est
— n—kpk 71k k
- kgo <k> e +W valable carn > 2)
2. (n (car on a montré :
— n—kpk 7k
- g%&)“ b Vk >3, J*=0)
- ( ) a”H’J0+-<?) anuﬂ{1+-<g> 22 g2
1
= a"I+na"'bJ+ (n2 ) gn-22 g2
n—2
- “2 (2a I +2n ab J +n(n — 1) %)

« On calcule alors :

2a I +2n ab J +n(n —1) b2J>

100 010 001
= 220 1 0)+2nab [0 0 1| +nn—-1)6% 0 0 0
00 1 00 0 00 0
2a® 2nab n(n—1)b?
= 0 2a? 2n ab
0 0 24>
o Enfin :
xsin=0,T0=1.
xsin=1T =T.
a2 262 2nab n(n—1)v?
Ainsi : M =1, M' = M et pour tout n > 2, M" = 5 0 2a? 2nab .
0 0 242
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Commentaire \

« La relation de Chasles stipule que pour tout (m,p,n) € N3 tel que m <p < n :

n P n
Dooup= >0 ugt Yo u
k=m k=m k=p+1

(la deuxieme somme est nulle si p =mn)
ou (uy) est une suite quelconque de réels ou de matrices de méme taille.

o Dans cette question, on est dans le cas ouim =0 et p = 2.
L’argument n > 2 est donc nécessaire pour découper la somme.
Les cas n = 0 et n = 1 doivent alors étre traités a part.

« Cette question sur le bindme de Newton matriciel est extrémement classique aux concours
et il faut donc savoir parfaitement la traiter. Généralement a et b sont des valeurs données
(a=2et b=14alESSEC IIT - 2007).

L 1

Exercice 2

—a—fF a B
On note G = 0 0 0], et étant des réels strictement positifs.
0 0 0
On note également, pour tout ¢ > 0: M(t) = lim (In + %G)k

k—+o0

1. Montrer que pour tout i € N*, G* = (—a — )~ 1G.

Démonstration. Montrons par récurrence : Vi € N*, P (i)

ot P(i) : « G = (—a— B)"1G ».

Initialisation :

D’une part, G! = G. D’autre part (—a — 8)171G = (—a — B)°G = G, d’ott P(1).
Héréditeé : soit ¢ € N*. Supposons P(i). Montrons P (i + 1).

Gt =@'a
= (—a—-p)tGa (par hypothese de récurrence)
~ (—a— B IG?
Or,
—a—p a P\ [—a=p a B
G? = 0 00 0 00
0 0 0 0 0 0
(—a=B)(—a=P) (-a=PBa (—a-p)p
0 0 0
=(-a-p)G
donc

G = (—a-B)"(~a-p)G = (~a-B)G
dott P(i +1).

On a montré par récurrence

pour tout i € N*, G* = (—a — B)i1G.
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k . .
2. En déduire que pour tous k € N* et ¢ réel : (I35 + %G)k =13+ <Z (?)(%)Z(—a — ﬁ)11> G.
i=1
Démonstration. Soit t € R. Soit k € N*.

Les matrices I3 et %G commutent (la matrice identité commute avec toutes les matrices). On peut
alors appliquer la formule du binéme de Newton :

toon RN (N
g0 =5 (0) () =
kork\ ('
50 () e
()50 ()« ’
=(-)G+>X (. |]|-)G (découpage valable car k > 0)
k i=1 (3 k
(kN [t o o ,
=13+ > <Z> <k‘) (—a—p)"G (égalité valable cari > 1)
i=1
- k(RN (Y i1
(O )
Ul
n — (1 — 1\k
3. Montrer que pour tous k € N* et ¢ réel, 3 (?)(%)%—a—ﬂ)ifl ! ( a(—f; Ap) et en déduire
que pour tout ¢t > 0, =
M(t) = Is + 1 —GXPOE:_(Z‘Fﬁ)t)G
Démonstration. Soient k € N* et ¢ un réel.
k 3 ’ 1—1
£ oo
& RN Y i1
O o
e () () ceray (>0 ¢t f >0 done a+ 5 #0)
“Tlarpz k —(a+ o} et >0 donc o+ B #
1k (k t\ o
i () (o)
1 k k ‘ n—i
T (Zo () (e mi) 1)
_ (1—(a+ﬁ)t>k—1 (par binéme de Newton)
—(a+B) k
1—(1—(a+B)L)*
a+f
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1 —exp(—(a+ B)t)
a+p

On remarque que 'égalité M (t) = I3 + G est valable si t = 0. En effet,

o D’une part, M(0) = I3

1 —exp(—(a+ B) x0) 1-1
G=L+——G=1

a+pj3 ST a+p ’

On suppose dans la suite que ¢t > 0.

o D’autre part, I3 +

Par définition,

et d’aprés ce qui précéde

k o t\k
(In+]iG) :I3+1 (1a(j‘;'ﬂ)k) o

t\" .
(1-(@+a7) —emt-eni)

et lim —(a+ 6)% =0, avec (a + )t # 0, donc on peut écrire que

k—4o00

ln<1—(a+ﬁ)t) ~ —(a—l—ﬁ)%

k k—+oco
d’ou

kln <1—(a+ﬁ)]:> ~ —(a+ B

k—+o00

ce qui entraine

k—+o0

lim &n (1 - (a+6)2> — _(a+B)

et enfin, par continuité de exp sur R,

k
lim (1 —(a+ B)Z) = o~ (aFh)t

k—+o00

On a alors bien

1 —exp(—(a+ p)t)

G.
a+p

M(t) =Is+
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II. Puissances d’une matrice via une division euclidienne de polynémes

Exercice 3

1[~a « 0 1(1 -1 0
OnnoteG== 0 —-a a |,oua>0.OnnoteaussiA==-(0 1 -1].
3\4a 0 -4a 3\ 0 4
On note également, pour tout ¢ > 0: M(t) = lim (I, + %G)k
k—+o00
1 -3 -3 6
1. On admet que A3 = 24 -3 —21]. Calculer A% — 242 + A (on explicitera A42%). Que peut-on
27\ Zst a1 60

dire du polynéme U (z) = 2® — 202 + 7

Soit 8 € R et k € N*, on admet qu’il existe un polyndéme @ et des réels a, b, ¢ tels que, pour tout x

réel : (1 +

fo)' -

Q(z)U(x) + az® + br +c (*).

Démonstration. Tout d’abord,

L (1 -1 0 1 -1 0 1 -2 1
A% = = 1 -1 0 1 —-1|==—=(4 1 =5
3F\s 0 4)\a 0 4 3\20 4 16
donc
—3 —3 2 1 (1 -1 0
A3 —2A%2 + A= —21 1 =5]+=|0 1 -1
3 —84 24 4 16 3\24 0 4
1 -3 -3 6 2 1 1 -1 0
=3 2% -3 —21| -6 1 —5]+3%lo0o 1 -1
84 24 60 —20 4 16 4 0 4
1 -3 -3 6 6 12 -6 9 -9 0
=3 2% -3 —21|+|-24 =6 30|+ o0 9 -9
—84 24 60 120 —24 —96 36 0 36
= 0///3(R)
Ainsi,

le polynéme U est un polyndéme annulateur de A.

Commentaire

La notion de polynéme annulateur n’est pas au programme de premiére année, elle sera
vue lors du chapitre de réduction des matrices carrées en deuxiéme année. Dire que U est
un polynéme annulateur de A, c’est dire que U(A) est la matrice nulle.

2. Déterminer une factorisation de U(x) et en déduire que ¢ =1 et (1 + %)k =a+b+c

Démonstration. On remarque que

U(z) = 222 +
=x(z®—2z+1)
=z(x — 1)2
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Ainsi, 0 est racine simple de U et 1 est racine double de U, ce qui implique que U(1) = U(0) =0
et U'(1) =0.
En évaluant (x) en x = 0, on trouve

En évaluant (%) en z = 1, on trouve

atbtre=(1+2"

O
3. En dérivant la relation (x), montrer que, 6 (1 + %)kil =2a+b.
En déduire quea:9(1—|—%)k_1— (1+%)k+1, b:2(1—|—%)k—9(1—|—%)k_1—2.
Démonstration. On dérive la relation (%) par rapport a x :
Q' (2)U(z) + Q(x)U' () + 2az + b = %k: (1 + k:c) =0 <1 + k:z:) (+')
En évaluant (+') en z = 1, on trouve (puisque U’'(1) = U(1) = 0)
2a+b=0(1+2)"",
Or,
0\k 0\k
a+b=(1+%) -1 a+b=(14+%) -1
2a+b=0(1+9)"" —b=0(1+ 9" 20149 2 Ly Ly—2I
B R R e (R R ARy ARy 2
—b=001+9)""—201+9)" 42
o —eae ) e ) e
=201+ —0(1+9)" " 2 L, L,
O

4. En conclure que pour tout ¢ > 0,
M) =(1-(1+at)e ™) A%+ ((2+at)e ™™ —2)A+ I3
Démonstration. Soit t > 0.

Par définition :

k
t
M(t) = kgliloo <13 + kG>

On a montré que, pour tout § € R et pour tout k € N*,

k
<13 - ZA) = Q(A)U(A) + aA? + bA + cI;

= aA% + bA + cly (car U(A) = 0_4,m®))

ou
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On remarque que G = —aA. On applique alors le résultat précédent avec = —at, ce qui donne
¢ k
(Ig + sz) = aA? + bA + cl3
ou

at\ 1 at\* at\F at\ !
= — 11— — —1-—= 1 =2(1—-— 1—— -2 =1
a at( k) ( k;) + 1, b ( k) —i—at( k) , c

On montre alors que

A at\”
lim 11— — = e @ et lim 1——) =eta
k——+o00 k k——+oo k

Par passage a la limite, on obtient :

M(t) = (—ate™ @ — e £ 1)A% + (267 + ate ™™ —2)A+ I3
=(1-(1+at)e ™) A2+ ((2+at)e ™™ —2)A+ I3
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III. Algébre théorique

Exercice 4
Soit E un espace vectoriel et soit f un endomorphisme de F (f € Z(E)).

1) Démontrer : Im(f) C Ker(f) = fof=0gm).

Démonstration.
Supposons Im(f) C Ker(f).

Il s’agit de démontrer : f? = 04 (g) ce qui signifie : Vz € E, f?(x) = 0p.
Soit x € E. Alors :

(foNlx) = f(f(z))
= 0p (car f(x) € Im(f) C Ker(f))

Ainsi : fof = OE(E)

Commentaire

o Cet exercice est plus théorique que les précédents. L’endomorphisme f n’est pas connu. On

On a bien démontré : Im(f) C Ker(f) = fof =0gpg).

connait simplement des propriétés sur f et on cherche & en démontrer de nouvelles. Ce type
d’exercice d’algébre théorique peut donc paraitre un peu abrupte. Pourtant, on se rend compte,
a la lecture de cette démonstration, que de tels exercices peuvent donner lieu & des questions
trés simples. L’idée est ici de vérifier que les définitions de base (comme celles du noyau et de
I'image d’une application linéaire) sont bien connues. En déroulant ces définitions, on obtient
le résultat.

Plus précisément, une telle question commence par la mise en place d’une structure de dé-
monstration. Il faut savoir démontrer :

x une propriété quantifiée universellement : Vo € E, p(z)
Soit x € E ...

x une propriété quantifiée existentiellement : 3x € E, p(z)
(il s’agit alors d’exhiber un élément x € E qui vérifie la propriété p)

x une inclusion d’ensemble : A C B
Soit €A ... alors z € B

x une égalité d’ensemble : A = B
(on procéde par double inclusion a l'aide de la structure de démonstration précédente)

x une implication : p = ¢
Supposons p et démontrons gq.

x une équivalence : p < ¢
(on procéde par double implication a l'aide de la structure de démonstration précédente)

Ce n’est qu'une fois la structure de démonstration en place que I'on déroule les définitions.

On peut en profiter pour remarquer que l'étape d’hérédité d’une récurrence n’est qu’une
illustration de ces structures de démonstration. Il s’agit de démontrer la proposition :

VneN, P(n) = P(n+1)

En terme de rédaction, il n’y a donc guére le choix :

Soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n+ 1)

10
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2) Démontrer : fo f =0y = Im(f) C Ker(f).

Démonstration.
Supposons f o f = 0¢(p) (cest-a-dire : Vo € E, (f o f)(z) = 0g). Démontrons Im(f) C Ker(f).

Soit y € Im(f). Il existe donc = € E tel que : y = f(x).
Il s’agit de démontrer y € Ker(f). Or :

fly) = f(f(x)
= (fof)(x) = 0g  (car fof=0gm)

Ainsi, y € Ker(f).
On en conclut : Im(f) C Ker(f).

On a bien démontré : fo f =0gpE) = Im(f) C Ker(f).

Commentaire .

o Insistons sur la facilité de cette démonstration. Comme expliqué dans la remarque pré-
cédente, il s’agit essentiellement de mettre en place la structure de démonstration et de
dérouler les définitions.

« Précisons la maniére d’agir.

1 Soit y € Im(f).

2 Il existe donc x € F tel que : y= f(x). Alors :
3 fly)=...

4 =...

5 =0g

¢ Ainsi, y € Ker(f).

x Les lignes 1 et 6 correspondent a la mise en place de la structure de démonstration : il
s’agit de démontrer une inclusion. On choisit donc un élément dans Im(f) et on démontre
qu’il est dans Ker(f).

x La ligne 2 correspond au déroulé de la définition de I'image d’une application.
Dire : y € Im(f) c’est exactement dire que y s’écrit sous la forme f(x) pour un z € E.

x La ligne 3 correspond au déroulé de la définition du noyau d’une application linéaire. Dire :
y € Ker(f) c’est exactement dire : f(y) = 0g. Cela permet d’écrire le début de la ligne 3
ainsi que le résultat en ligne 5.

C’est seulement & ce moment que ’on rentre dans la phase de démonstration a proprement
parler et que I’on s’intéresse aux hypothéses (ici, le fait que 'on ait : f2 = 0 (k)

o Le message est clair : sur les 6 lignes de rédaction, 4 proviennent de la présentation et
seules 2 correspondent & la démonstration. Il n’est donc pas acceptable de ne pas savoir
commencer ce type de questions, car cela démontre un défaut de connaissance du cours

(définitions du chapitre et / ou structures de démonstration). .

3) Conclure.

Démonstration.

On a démontré, par double implication :
Im(f) C Ker(f) & fof=0gpm) -

11
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