E2A Préparation estivale 2023
Mathématiques

Analyse - niveau 2 (correction)

I. Suites

I.1. Liens entre les définitions

Exercice 1. (xx) Vrai ou Faux ?

1. Si la suite (u,) diverge vers 400, alors elle n’est pas majorée.

Démonstration.
Vrai.

Procédons par I’absurde. On suppose que la suite (u,,) diverge vers +oo et qu’elle est majorée.
« La suite (u,) étant majorée, il existe M € R tel que : Vn € N, u,, < M.

e Notons A =M + 1.
Comme la suite (u,) diverge vers 400, il existe un rang ng tel que : Vn > ng, u, > M + 1.

On en déduit que pour tout n > ng :
M+1<u, <M

Absurde!

Si la suite (uy,) diverge vers 400, alors elle n’est pas majorée.

Commentaire .

La propriété a démontrer s’exprime sous la forme : Si ...alors ....
Il s’agit donc d’une implication. Plus précisément, on aurait pu I’écrire sous la forme :

u, —> 400 = (u,) n’est pas majorée
n—-+00
Rappelons qu’une implication : p = ¢ a méme valeur de vérité que : NON(p) OU q.
Procéder par I'absurde consiste & démontrer que la négation de la propriété a démontrer
est fausse. Ainsi, si 'on souhaite démontrer par ’absurde p = ¢, on doit démontrer que
NON(p = q) est fausse. Or :

NON(p = ¢) < NON(NON(p) OU ¢) < p ET NON(q)

Ainsi, pour démontrer par ’absurde p = ¢, on suppose que les propriétés p et NON(q) sont
vérifiées et on exhibe alors une propriété fausse.
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Commentaire

L’exercice est un « Vrai ou Faux ?».
e Sil’énoncé est vrai, il faut en faire une démonstration.

e Sil’énoncé est faux, il suffit de fournir un contre-exemple.

2. Une suite (u,,) croissante a partir d’un certain rang est minorée.

Démonstration.

Vrai.

Supposons que la suite (uy) est croissante a partir d’un certain rang. On en déduit qu’il existe un
rang ng € N tel que : Vn = ng, Up+1 = uy. On en déduit notamment :

Vn > ng, Up = Ung

Ainsi, la suite (u,) est minorée par u,, a partir d’un certain rang (ng en 'occurrence).
Il reste & montrer qu’elle est minorée tout court.
Pour ce faire, considérons les éléments de la suite précédant le rang ng :

ug, U1, ---, Ung—1

Ces éléments sont en nombre fini et possédent donc :
x un minimum : ¢ = min{u, | n € [0,no — 1]},

x et un maximum A = max{u, | n € [0,no — 1]}.
(on le mentionne mais cette propriété est inutile ici)

En résumé, on a démontré :
Vn € [0,n9 — 1], up = a et Vn = ng, up = Uy,
En notant m = min(a, up, ), on a alors :

VneN, u, >m

Une suite (uy,) croissante a partir d’un certain rang est minorée.

Commentaire .

« Dans cette question, on démontre notamment qu’une suite (u,,) minorée a partir d’un
certain rang est minorée (tout court). Cette propriété est aussi vraie pour les suites
majorées et pour les suites bornées. La démonstration est similaire a celle développée
au-dessus.

e On peut démontrer, de maniére similaire :

(up) convergente = (u,) bornée

Plus précisément, on démontre tout d’abord qu’une suite convergente est bornée a
partir d’un certain rang (il suffit d’écrire la définition de suite convergente vers un réel
). On conclut alors par la propriété du point précédent : la suite est bornée a partir
d’un certain rang donc elle est bornée.
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3. Si la suite (|up|) converge alors la suite (uy) converge.

Démonstration.
Faux.
On peut par exemple considérer la suite de terme général : u, = (—1)".

On a alors : |up| = [(-1)"| =1 — 1.
n—+o0o

La suite (|uy|) est bien convergente. Cependant, la suite (uy) ne l'est pas.
4. Sila suite (|uy|) tend vers 0 alors la suite (u,) tend vers 0.

Démonstration.
Vrai.

C’est méme une équivalence. Il suffit pour cela de revenir & la définition.
La suite (|uy|) tend vers 0

Ve > 0,3ng € N,Vn > nyg, ‘|un| - 0‘ <e

Ve > 0,3ng € N,Vn = ng, |uy| <e

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |u, — 0| < e

O R

La suite (u,) tend vers 0

La suite (|uy|) tend vers 0 si et seulement si la suite (uy) tend vers 0.

Commentaire

« Si une suite (uy,) converge vers un réel £ € R alors, pour toute fonction f continue en
¢, la suite (f(un)) est convergente, de limite f(¢).

« On en déduit en particulier que si (uy) converge vers un réel £ € R alors (|u,|) est
convergente, de limite |[¢|. Mais, comme on 'a vu dans la question 3., la convergence
de la suite (|up|) ne permet pas de démontrer la convergence de la suite (u,).

\.

5. Une suite convergente est monotone a partir d’'un certain rang.

Démonstration.

Faux.

(=n"
. n
la question précédente, en remarquant :

(="

n

La suite de terme général u,, =

ol =| ol e

Cette suite change de signe d’un rang sur l'autre et ainsi :
Vn €N, ugpi1 <wuzn  ET  uUpy2 > Uzpi

On en déduit qu’elle n’est pas monotone a partir d’un certain rang.

est convergente, de limite 0. On peut le montrer a 'aide de
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6. Une suite convergente et majorée est croissante.

Démonstration.
Faux.

La suite de terme général u,, = 1 1 est :

x convergente, de limite 1. !

x majorée par 1 puisque pour tout n € N : % < 1 et donc % —1<0.
Pour autant, cette suite (u,) n’est pas croissante. Pour tout n € N :

AR 1 11 w4l -1
un+1—un—(n+1 Z) <n X>_n+1 n  n(m+1) _n(n+1)<0

(en Uoccurrence, la suite (uy) est strictement décroissante) O
7. Une suite divergeant vers +oo est croissante & partir d’un certain rang.

Démonstration.

Faux.

La suite de terme général u, = n — (—1)" diverge vers +o0o en tant que somme d’'une suite qui
diverge vers o0 (n e +00) et d’une suite bornée (Vn € N, |(—=1)"] < 1).

Or pour tout n € N :

Upp1 —Up = (m+1—(=1)""H) — (mw—(-1)")
= 1= (=)= (- (car —(=1)" = (=1) x (=1)" = (=1)"*")
= 1-2(-1)"*!

3  sinest pair
—1 sin est impair

Et ainsi la suite (u,) n’est pas croissante a partir d’un certain rang. O
8. Une suite strictement croissante diverge vers +oo.

Démonstration.
Faux.

La suite de terme général u, =1 — — est :
n

x strictement croissante puisque pour tout n € N :

B 1 1\ 1 1 (m+l-w 1
un+1—un—(1 n-|-1> (Z n>_n n+1  nm+1) _n(n+1)>0

x convergente de limite 1.

En vertu de I'unicité de la limite, si elle existe, d’une suite, la suite (u,) ne tend pas vers +oo.

Commentaire \

On a vue en question 1. qu’une suite qui diverge vers 400 n’est pas majorée. On aurait
pu utiliser cet argument pour conclure puisque, pour tout n € N :

1

La suite (u,) étant majorée par 1, elle ne peut diverger vers +oc.
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9.

10.

11.

12.

Une suite strictement décroissante diverge vers —oo.

Démonstration.
Faux.

1
La suite de terme général u, = — — 1 est

n
x strictement décroissante (¢f question 6.).
x convergente, de limite —1.

Ainsi, la suite (u,) n’est pas divergente vers —oo. O
Si (uy) est croissante et, pour tout n € N : u, < v, alors (v,) est croissante.

Démonstration.
Faux.
On considére les suites de terme général :

unzl—l et v, =3+ (—-1)"

Alors, pour tout n € N :

1
up,=1-—-— <1 <2 <3+(-1)"=w,
n
Enfin, pour tout n € N :
Un4+1 — Un = (3 n+1) - (3+ (_1)n)
— ( 1 n+1 + 1)n+1
— 2 n+1
si n est pair
B si n est impair
Ainsi, la suite (v,) n’est pas croissante. O

u
Si (uy) tend vers 0 et (v,) tend vers +o0, alors on ne peut conclure sur la limite du quotient —-.
n

Démonstration.
Faux.
U, — 0
n—-+o0o Unp,
— =U, X — — 0x0=0
Uy, —> +00 Un Up Moo
n—-+o0o
O
Si (uy) est divergente, alors la suite définie par : Vn € N, v, = up41 — u,, est divergente.
Démonstration.
Faux.
La suite de terme général u,, = n diverge (vers +00).
Or, pour tout n € N: up11 —up =(n+1) —n=1.
Ainsi, la suite de terme général v, = u,+1 — u, est convergente (car constante) de limite 1. O
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13. Si (uy) tend vers £ # 0 alors : lim  up41 —up =0et lim =1.
n—-+4o0o n—+o00 Uy
Démonstration.
Vrai.
Considérons une suite (u,) convergente de limite ¢ # 0. Alors :
o Un+1 g
Upt+1 — Up n_>—+>m€ (=0 et A

=1 O

Commentaire

« Rappelons que si la suite (u,) admet pour limite £ € R = R U {—o0, +0c0}, alors, pour toute

application strictement croissante ¢ : N — N, la suite (uy(,)) admet pour limite . Les suites
ainsi construites sont appelées sous-suites (ou suites extraites) de la suite (uy,). En particulier,
si (u,) admet la limite ¢, il en est de méme des suites (up+1), (u2,) ou encore (ugp—1) ...

Notons qu’une suite peut admettre des sous-suites convergentes sans pour autant étre elle-
méme convergente. On peut par exemple, considérer la suite de terme général u, = (—1)".
Cette suite n’admet pas de limite mais les suites (ug,) et (ugn+1) en ont bien une.

En effet, pour tout n € N :

xuz = (1) = ((-1)%)" =1 — 1,

n—-+00o

X U2n+1 = (_1)2n+1 = ((_1)2)n X (_1) =1 n—>_+>oo -L

La limite ¢ d’une sous-suite (u,(,)) d'une suite (u) est appelée valeur d’adhérence de la
suite (uy). Dans l'exemple précédent, la suite ((—1)”)n ey admet deux valeurs d’adhérence
distinctes. Elle ne peut admettre de limite.

Comme on I’a vu dans le point précédent, la connaissance des limites de certaines sous-suites
peut permettre de réfuter 'existence d’une limite pour (u,). On peut aussi démontrer qu’une
suite admet une limite ¢ si on connait la valeur de certaines de ses sous-suites. C’est ce que
stipule le théoréme de recouvrement :

U — /
n n——+oo
= u, — ¥
U2n+1 n—>_+>oo ¢ n——+o0o

L’idée de la démonstration est la suivante :
x comme ug, — £, & partir d’'un certain rang, tous les termes d’indices pairs de la suite
n—-+0o0o
(up) sont « proches » de ¢,
x comme Uspt+1 — £, & partir d'un certain rang, tous les termes d’indices impairs de la
n—-+oo
suite (uy) sont eux aussi « proches » de /.

Ainsi, & partir d’un certain rang, tous les termes de la suite (u,) sont « proches » de £.

Ceci démontre que la suite (u,) admet pour limite £.

Il faut bien comprendre que chaque terme de la suite (uy) est soit d’indice pair, soit d’indice
impair. Ainsi, I'information donnée en hypothése permet de recouvrir tous les cas possibles. On
pourra d’ailleurs énoncer des théorémes analogues en considérant des recouvrements différents :

Uusn — l
n—-+o0o

U, 1 — ¢
st n—r+00 = Un n—>—+>oo€

U — /
3n+2 n—-+0oo
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I.2. Suites récurrentes et inégalités des accroissements finis

Exercice 2 .

e
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = —.
1. a) Démontrer que f est paire sur R.
Démonstration.
Soit « € R. )
e 7’ e e 7’ e®
fl—x) = ——— = = = f(z)

| e2r o—2o 4 | 1+ e22

Ainsi, la fonction est paire sur R.

b) Justifier que f est de classe C! sur R et étudier ses variations.

Démonstration.
« La fonction f est de classe C! sur R car est le quotient de :
« la fonction = — e®, de classe C' sur R,
« la fonction = + e?* 4+ 1, de classe C! sur R et qui ne s’annule pas sur R.
(en fait, on peut démontrer par une argumentation similaire que f est de classe C* sur R)

e Soit z € R.

e® (6233 + 1) — e (2 e2:p) e3:1: +eT —9 e3x et — 632
f/(x) = - =
(GQx + 1)2 (e2x + 1)2 (e2$ + 1)2

Comme (e?* +1)2 > 0, f/(z) est du signe de e® — 3.

e Siz >0, 3z >z et donc e3® > e® par stricte croissance de la fonction exponentielle.
Dans ce cas, f'(z) < 0.
L’autre cas se déduit par parité de la fonction f.

o On en déduit le tableau de variations de f.

T —00 0 +o00
Signe de f'(z) + 0 -
1
Variations de f / 2 \
0 0
Détaillons les différents éléments de ce tableau :
0
e 1 1
0 p— pu— p— —
SO =TT T Ty
e’ e’ 1 1 1
e s wli .0
e +1 ex1—|—ﬁ et 1+627””_>+°° O
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¢) Montrer que I’équation f(z) = x admet une unique solution ¢ € R*.

Démonstration.
Notons g : x — f(z) — 2. La fonction g est de classe C' sur R par somme de fonctions C! sur R.

Soit € R. On procéde par disjonction de cas :

e Siz <0:comme f(x) >0, ’équation f(x) =z n’admet pas de solution.

Or f/(z) <0 donc ¢'(z) = f'(z) — 1 < 0 et la fonction g est strictement décroissante.

La fonction g est :
x continue sur [0, 400/,
x strictement décroissante sur [0, 4+o00].

Elle réalise donc une bijection de [0, +oo[ sur g([0, +oc]). Or :

([0, +00]) = ] Tim_g(x), 9(0)] =] oo, ]
En effet :
< 90) = FO) -0 =
x comme f(x) T 0, on obtient : g(z) = f(z) — =z o, T
Enfin, comme 0 € | — oo, 1], I'équation g(x) = 0 admet une unique solution £ € R*.

2

On en déduit que I'équation f(x) = z admet une unique
solution ¢ € [0, +o0]. 0

1
d) Justifier : 0 < £ < 3

Données numeériques : e!/2 ~ 1,65 et e ~ 2,72 au centiéme pres.

Démonstration.
Tout d’abord, remarquons :

1
< g0) = SO -0 = 5 >0,
x g(l) = f6)—£ =0,
1 1

1 1 1 e2 1 2e2 —e—1
Xg<2> f<2> 2 elfl 2 2 (et 1)

Enleffet:

2ez2—e—1 ~ 2x1,66—-2,72—1 = 3,3—-3,72 = —-0,42 < 0

(les valeurs étant données au centieme pres, l'approzimation obtenue est exacte au moins au
dizieme pres)

On obtient donc : g(0) > g(¢) > g (;)

1
Ces trois éléments sont dans ’ensemble | — oo, 5]

1

1
En appliquant g~ : | — oo, 5] — RT de part et d’autre

1
de I'inégalité, on obtient : 0 < £ < 3
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Commentaire \

On pouvait aussi tout simplement remarquer que, d’aprés la question précédente :

x £ €RT
x L= f(£)
Ainsi : £ = f({) € f(RT). Or f(RT) =]0,%]. Ainsi ¢ € ]0, 3].
L )0
e) Montrer : Vx > 0, |f'(z)] < f(z).
1
En déduire : Vz > 0, |f'(z)] < 7
Démonstration.
Soit > 0.
o D’aprés la question 1.b) :
, e — e3x
- <
f(ZL‘) (1—1—6227)2 ~ 0
eSx _ et
Donc : |f/(ﬂ7)’ = —f/(I) = m Et ainsi :
e3ac — et e e?)x _eT _ T x (62x + 1)
/ _ _ _ —
F @)l = @) (e2* +1)2 e?+1 (e 4 1)2
e T
- (621_1_1)2 - (e2w+1)2 =
Ainsi: Vx>0, |f'(z)] < f(z).
e Or, I’étude de la fonction f (question 1.b)) démontre qu’elle atteint son maximum en 0.
1
On en déduit : Vo >0, |f'(z)] < f(z) < f(0) = 5
O
f) Vérifier que f(]0, %]) c [o, %]
Démonstration.
La fonction f est continue et décroissante sur [0, %] On en déduit :
1 1 1 1
ez
0, - = = 0) = |[—, = 0, -
(o) = [ra) o] = 5] < o
’ 1
L’intervalle [0, 5] est stable par f. u

2. On définit la suite (up)pen par :
up =0 et VneN, upy1 = f(un)
a) Montrer que, pour tout n e N,  wu, € [0, %]

Démonstration.
Démontrons par récurrence : ¥n € N, P(n)
ott P(n):uy € [0,3].
» Initialisation :
up=0¢€ [0, 3].
Dot P(0).
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» Hérédité :
Soit n € N. Supposons P(n) et démontrons P(n + 1)
(i.e. uns1 € [0,3]).
Par définition, u,4+1 = f(uy). Or :
x par hypothése de récurrence, on sait : u, € [0, %]
x l'intervalle [O, %] est stable par f.
On obtient donc : up+1 = f(uy,) € [0, %]
D’ou P(n +1).

Par principe de récurrence : Vn € N, u,, € [0, %] =

b) Montrer que, pour tout n € N :

1 .
fnir =t < S lun—0  puisque  fun—{] <

2n+1

Démonstration.

o D’aprés les questions précédentes :
x [ est dérivable sur [O, %],
« vz e [0,3], If'(=)] < 3

On en déduit, par I'inégalité des accroissements finis :

1

2 1
| 1w = @) < 5 lv-al

V(z,y) € [0, 5

Soit n € N. En appliquant cette inégalité & y = u, € [0, %] etx=~¢€ [0, %], on obtient :

|f(un) = F(O] < 5 |un — ¥

Et ainsi : |upp1 — € < § |un, — €]

« Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n)

ou P(n):|u, — ¥ < PEFSE

» Initialisation :
lup — £] < % car ug et € sont des éléments de [0, 3].
D’ou P(0).

» Hérédité :
Soit n € N. Supposons P(n) et démontrons P(n + 1)

D’aprés le résultat précédent : |upq — €] < L Ju, — 4.
1
Or, par hypothése de récurrence : |u, —¥f| < SR
En combinant ces deux résultats, on obtient :
1 1 1 1

|1 — 0] < ) jun — 4] < 9 ontl — ont2

D’ou P(n+1).
1

Par principe de récurrence : Vn € N, |u, —f| <

10
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c¢) En déduire que la suite (u,) converge vers /.

Démonstration.
Soit n € N.
« D’aprés la question précédente : |u, — ¢] < ot Autrement dit :
1 < ! <
Tonr1 S UnTHE S 5T
e Or:
1
—— — Ocar 2"t —
8 o+l pyioo car n—+o00 too,
! —
. ontl noteo

Donc, d’apreés le théoréme d’encadrement, la suite (u, — £) est convergente de limite 0.

Ainsi, la suite (u,) est convergente et de limite £. O

3. Informatique

a) Ecrire une fonction Python f qui prend en entrée un réel x et qui calcule f(x).

Démonstration.

def f(x):
return np.exp(x) / (np.exp(2*x) + 1)

[

O

b) En utilisant la fonction £ précédente, écrire une fonction SuiteU qui prend en entrée un entier
positif n et qui calcule u,,.

Démonstration.
On propose la fonction suivante :

def SuiteU(n):

1
2 u=0

3 for i in range(n):
4 u = f(u)

5 return u

Détaillons les éléments de cette fonction.

« Début de la fonction
L’énoncé commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme SuiteU,

x elle prend en paramétre d’entrée ’entier n.

1 def SuiteU(n):

La variable u, qui contiendra les valeurs successives de la suite (u, ) est initialisée a 0 : la valeur
de uQ.

S

c
Il

o

11



E2A

Préparation estivale 2023

Mathématiques

« Structure itérative
Les lignes 3 a 4 consistent a calculer les valeurs successives de la suite (uy,).
Pour cela, on utilise une structure itérative (boucle for) :

for i in range(n):
u = f(u)

e

On tire ici partie de la définition récursive (d’ordre 1) de cette suite. La nouvelle valeur de la
suite, que 'on stockera dans la variable u, est obtenue & l'aide de la valeur précédente qui est
celle alors stockée dans u.

Fin de la fonction
A lissue de cette boucle, la variable u contient la quantité u, ot n est le paramétre entré lors
de 'appel de la fonction. On renvoie donc u.

Commentaire

o Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la réponse
a cette question. Cependant, proposer un programme Python correct démontre la bonne
compréhension de ces mécanismes et permet certainement d’obtenir la majorité des points
alloués a cette question.

o Le programme Python consiste & mettre a jour successivement la variable u jusqu’a ob-
tention de la valeur que I'on souhaite calculer. L’idée est la suivante.
Si avant le i®™¢ tour de boucle (avec i € [1,n]) :

la variable u contient la valeur u;_1
alors, & l’issue de ce tour de boucle :
la variable u contient la valeur u;

Cette propriété est ce qu’on appelle un invariant de boucle. Elle permet d’assurer la
correction de la fonction implémentée et notamment le fait qu’a I'issue du dernier tour de
boucle la variable u contient wuy.

o Dans ce programme, on réalise un appel a la fonction £. On obtient ainsi le programme
générique permettant de calculer u, pour toute suite (u,,) récurrente d’ordre 1 (c’est a dire
qui vérifie : Vn € N, up41 = f (un)) Il faut apprendre ce programme qui est une question
classique et trés rentable des concours.

o Aux concours, il est toujours possible de coder la fonction f & part. Cependant, les ques-
tions Python sont généralement plus dirigées (on demande généralement de remplir des
programmes a trous) ce qui laisse aux candidat-es moins de possibilité de prendre des initia-
tives. Il faut aussi savoir coder la fonction SuiteU lorsque 1’on ne demande pas au préalable
de coder la fonction f. Il suffit alors de remplacer f (u) par son expression.

def SuiteU(n):
u=20
for i in range(n):
u = np.exp(u) / (np.exp(2*u) + 1)
return u

{52 P VR | R

12
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¢) En utilisant la fonction SuiteU précédente, comment peut-on obtenir a 'aide de Python une
valeur approchée de ¢ & 107 prés?

Démonstration.
s . 1
D’aprés la question 2.b., pour tout n € Non a: |u, — ] < gnil

S'il existe n € N tel que : < 1075, on obtiendra par transitivité : |u, — ¢ < 107%. Or :

2n+1

<106 o ontl > 106 (par décroissance de la

2nt+l fonction inverse sur |0, +o00])
ntly S 6 (par croissance de la fonction
& In(21) > In(10°) In sur ]0, -+00])
< (n+1) In(2) > 6 In(10)
In(1
& n+l > 61;1((2)0) (car In(2) > 0)
1
o > 6 In(10) ]
In(2)
In(1
Pour N = FIH((Q)O) — 1-‘ (et les entiers plus grands) on est donc assuré que :
n

luy — 0] <107°

ce qui signifie que uy est une approximation de ¢ & 1075 prés.
Il suffit alors d’appeler la fonction SuiteU avec pour paramétre N.

N = int(np.ceil(6 * np.log(10) / np.log(2) - 1))
u = SuiteU(N)
print (u) O

(SR L S
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Exercice 3

Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur |0, 00| par :

Vo €10, 4+o00[, f(z) =z —In(z)

Partie I : Etude de la fonction f

1. Dresser le tableau de variations de f en précisant ses limites en 0 et en +o0.

Démonstration.

« La fonction f est dérivable sur |0, +00[ en tant que somme de fonctions dérivables sur |0, +oof.

« Soit z € )0, 400].

Alors, comme z > 0 :

1 r—1

)20 & 2-120 & z>1

On obtient le tableau de variations suivant :

X

0

Signe de f'(z)

Variations de f

o Détaillons les éléments de ce tableau.
- Tout d’abord : f(1) =1—1In(1) = 1.

- Ensuite : lim In(z) = —o0.
z—0

- Enfin, soit z € |0, 400] :

flx) = z—1In(z) = $(1 _ n@)

De plus, par croissances comp

Donc : il_f)% f(z) = +o0.

arées : lim
r——+00

In(z)

T

=0.

T

)

On en déduit :

lim f(x) = +oo.

T—+00

O

2. Montrer que I'équation f(z) = 2, d’inconnue z € ]0, 400, admet exactement deux solutions, que
I’on note a et b, telles que 0 < a <1 < b.

Démonstration.

« La fonction f est :

x continue sur |0, 1] (car dérivable sur |0, 1]),

x strictement décroissante sur 0, 1[.
Ainsi f réalise une bijection de |0, 1[ dans f(]0, 1]).

7010 = | lim f(x), lim f(x)| =11,

Or2e 1,400

r—1—

+o0]

Donc I’équation f(x) = 2 admet une unique solution sur |0, 1[, notée a.
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o La fonction f est :
x continue sur ]1,4o00[ (car dérivable sur |1, +0o0]),
x strictement croissante sur |1, 4o00l.
Ainsi f réalise une bijection de |1, +oo[ dans f(]1, +o0]).
f(1,40c]) = | lim f(x), lim f(z)| =]1,+o0|

x—1— Tr—r-+00

Or2e 1,400l
Donc I'équation f(x) = 2 admet une unique solution sur |1, +oo[, notée b.

Finalement, I’équation f(z) = 2 admet exactement 2 solutions sur |0, +oo[ notées a et b

telles que 0 < a < 1 <b.

Commentaire \

« Il est important dans cette question d’avoir parfaitement en téte toutes les hypothéses
du théoréme de la bijection. En particulier, la fonction f doit étre strictement mo-
notone sur 'intervalle considéré.

« On ne pouvait donc pas appliquer le théoréme de la bijection directement sur l'inter-
valle |0, +oo[, mais il fallait découper cet intervalle en plusieurs sous-intervalles sur

lesquels f est strictement monotone (ici |0, 1] et |1, +00]). .

3. Montrer : b € [2,4]. On donne : In(2) ~ 0, 7.

Démonstration.
o Remarquons tout d’abord :
x f(2)=2-1n(2) <2,
x f(4) =4—1n(4) =4 —In(2%) = 4 — 2In(2) = 2(2 — In(2)).
De plus, In(2) ~ 0,7, donc : 2 —In(2) ~ 1,3 et ainsi : f(4) =2(2 —1n(2)) ~ 2,6 > 2.
x f(b) =2.
On a donc : f(2) < f(b) < f(4).

« Notons g la réciproque de f sur |1, +oo[. D’apreés le théoréme de la bijection, g : |1, 400 — |1, +00]
est strictement croissante sur |1, +oo[. En appliquant g de part et d’autre de I'inégalité précédente :

g(f(2)) < g(fv) < g(f4)
2 < b < 4

On a bien démontré : b € [2,4].

Commentaire

L’indication de I’énoncé In(2) ~ 0,7 ne permet pas de savoir s’il s’agit d’une sur ou d’une sous-
approximation. Un encadrement, tel que 0,6 < In(2) < 0, 8, permettrait de résoudre ce problém[%.
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Partie II : Etude d’une suite
On pose :ug=4 et VYneN, upt1 = In(u,) + 2.
4. Montrer que la suite (uy,)nen est bien définie et que 'on a : Vn € N, u,, € [b, +0o0].

Démonstration.
U, est bien défini

Up € [b, +00[

N

Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ou P(n): {

» Initialisation :
ug = 4. Or, d’aprés la question 3., b < 4. Donc : ugy € [b, +0|.
D’ou P(0).
» Hérédité : Soit n € N.
, . Un+1 €St bien défini
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. nt
pposons P(n) (1) e { et & 2t g6
Par hypothése de récurrence, u,, est bien défini et u,, € [b,4+o0].
- Comme u, = b > 2, on a en particulier u,, > 0.
Donc In(u,) est bien définie. D’out w41 est bien défini.

- Comme Un > b

(par croissance de

>
alors m(un) > In(d) la fonction In sur ]0, +o0|)

et In(u,)+2 > In(b)+2
I

Un+1
Enfin, par définition de b : f(b) = 2, ¢’est-a-dire b — In(b) = 2. Ainsi : In(b) = b — 2.
On obtient alors :
Ups1 = In(b)+2=(0-2)+2

D’ou P(n +1).

Par principe de récurrence, on obtient que (uy,) est bien définie et : Vn € N, w,, € [b, +o0].

Commentaire \

« Cette question est un classique des suites récurrentes.
Elle se traite généralement par récurrence.

« Il faut ici faire attention & bien énoncer I’hypothése de récurrence.
Pour montrer que « la suite (u,) est bien définie », on démontre en réalité :

VneN, P(n) ou P(n):leréel u, est bien défini .

5. Déterminer la monotonie de la suite (u,)pen. En déduire qu’elle converge et préciser sa limite.

Démonstration.
. SOlt n e N
Untl — Up = In(up) +2—uy = 2— (up, —In(uy)) = f(b) — f(uy)

Or, d’aprés la question précédente : u, > b.
De plus, par croissance de la fonction f sur [b, 400 : f(un) = f(b).
D'ott : upt1 — up = f(b) — f(uy) <O0.

Ainsi, la suite (uy,) est décroissante.
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Commentaire

On pouvait aussi démontrer la décroissance de la suite (u,) par récurrence.
Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) ot P(n) : tupt1 < Up.
» Initialisation :
up =In(ug) +2=Imn4)+2=2In(2)+2~2x0,7+2~3,4.
Donc uy < ug.
D’ou P(0).
» Hérédité : Soit n € N.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. upt2 < Upt1).

Tout d’abord Up1 < Up (par hypothése de récurrence)
e ) < e o
et In(up+1) +2 < In(uy) +2
I I
Un+2 Un+1
D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence, on en déduit : Vn € N, up41 < up.

\.

« La suite (u,) est donc :
x décroissante,

x minorée par b (car : Vn € N, u,, € [b, +00[).

On en déduit que la suite (uy,) converge. On note ¢ sa limite.

o - Tout d’abord : Vn € N, u,, > b.
Par passage a limite, on en déduit : £ > b.

- Ensuite : Vn € N, up41 = In(uy,) + 2.
Donc, par continuité de In sur |0, +oo[ : £ =1n(¢) + 2. Or :

(=) +2 & (—In(t)=2 < f(0)=2

Or, d’apreés la question 2., b est 'unique solution de I'équation f(z) = 2 sur |1, +o0].

Donc ¢ = b.

(up — b).

N

6. a) Montrer : VYn € N, up41 —b <

Démonstration.
On note h la fonction définie par h : z +— In(z) + 2.

« La fonction h est dérivable sur [b, +00[ en tant que somme de fonctions dérivables sur [b, +-o00].

1 1
Soit x € [b, +00[. Alors h/(z) = - > 0. Ainsi : Vz € [b, +oo[, |W(x)] = h(x) = e

Or, d’apres la question 8., b > 2. Donc, pour tout z € [b,+oo[ : x > b > 2.
Par décroissance de la fonction inverse sur ]0, +oo], on en déduit : — < —.

8|~
N |

Ainsi :

1
Va € [b,4+ool, W (x) < 3
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e On sait alors :

x h est dérivable sur [b, +o0],

1
x Va € [b,4o0[, |h (z)| = W (x) < 3

On en déduit, par I'inégalité des accroissements finis :
2 1
V(a,y) € b, +oo, | h(y) —hlx) | < 5 Iy — 2]

Soit n € N. En appliquant cette inégalité & y = u,, € [b, +oo[ et x = b € [b, +00[, on obtient :

1 1
h(un) = h(b) = [ h(un) =h(b) | <5 Jun =8 = 5 (un —b)

x h(ug) =In(uy) + 2 = upt1
x h(b) =In(b) +2=(b—2)+ 2 =0, car b est solution de I'équation f(x) = 2.

1
On en déduit : Vn € N, w1 — b < §(u" —b).
O
) 1
b) En déduire: Vvn e N, 0 < up —b < on 1"

Démonstration.

e Soit n € N. D’aprés la question 4. : u, > b.

Donc : u, —b > 0.

1
« Démontrons par récurrence : Vn € N, P(n) o P(n) : up, —b < S
» Initialisation :
D’une part : ug —b =4 —b.
1
D’autre part . F = F =2.
Ainsi: uwg—b = 4-0b
< 4-2 (car b > 2 d’apres la question 8)
1
= 2= 57
D’ou P(0).
» Hérédité : Soit n € N. )
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. upt1 — b < 27)
1
D’aprés la question précédente : upy1 — b < i(u" —b).
1
Or, par hypothése de récurrence : u, — b < 1"
En combinant ces deux résultats, on obtient :
1 1 1 1
Upy1 —b < i(un_b) < 9 gn—1 :27
D’ott P(n +1).
. ) 1
Par principe de récurrence : Vn € N, u, — b < n 1
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O

7. a) Ecrire une fonction Python d’en-téte def suite(n): qui, prenant en argument un entier n de
N, renvoie la valeur de u,.

Démonstration.
1 def suite(n):
2 u =4 # Initialisation de la variable u
3 for k in range(n):
4 u = np.log(u) + 2 # On met & jour n fois la variable u
5 return u

O

b) Recopier et compléter la ligne 3 de la fonction Python suivante afin que, prenant en argument
un réel epsilon strictement positif, elle renvoie une valeur approchée de b & epsilon prés.

def valeur_approchee (epsilon) :
n=20

n=n-+1

return suite(n)

{52 N U R | SR
=
(=
[
=
0]

Démonstration.

o D’apreés la question 6.b) :
1

Vn € N, Ogun—bQQn_l

1
S’il existe IV € N tel que oN1 < €, on obtiendra par transitivité :

O<uy—b<e

Donc uy est une valeur approchée de b & € prés.

o On compléte alors le programme Python de la fagon suivante :

3 while 1 / 2%x(n-1) > epsilon
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I.3. Suites implicites

Exercice 4
Pour tout entier n positif, on définit sur [0, +oo] la fonction f, par :

Vo € [0, +oof, fulz) = & +nax? -3

1. a) Montrer que f, est continue et dérivable sur son ensemble de définition.
Dresser son tableau de variations.

Démonstration.
La fonction f,, est dérivable sur R par somme de fonctions dérivables sur R.

Ve >0, fl(z) =e"+2nz >0

x 0 “+o0

Signe de f] (x) +

0

Variations de f,

b) Donner I’équation de la tangente de f,, en 1.

Démonstration.
La tangente de f,, en 1 a pour équation y = f,,(1) + f/ (1) (x — 1).
Or: fo(1)=el+n—3et f/ (1) =e' 4+ 2n. Ainsi :

L+ @z-1)=ec'+n-3+C +2n)(z-1)=-n—-3+(' +2n)x

La tangente de f, en 1 a pour équation y = —(n + 3) + (e' 4 2n) z.

¢) Tracer dans un méme repére les courbes de fy, f1 et fo.

Démonstration.

1l était important ici de tracer les tangentes en 1 de fo, f1, fa.

Afin d’avoir une idée plus précise du tracé, déterminons 1’équation de la tangente de f, en 0.
Ona: f,(0)=—2et f/(0)=1.

Ainsi, I’équation de la tangente de f, en 0 est y = —2 + .

Y
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d) Montrer que I'équation f,(x) = 0 a exactement une solution positive, notée u,,.

Démonstration.
La fonction f, est :

x continue sur [0, +00],
x strictement croissante sur [0, +o00].
Elle réalise donc une bijection de [0, +o0o[ sur f,, ([0, +00[) = [-2, +o0.

Ainsi, 0 € [—2, 400 admet un unique antécédent
up, € [0, +o00] par la fonction f,. O

e) Préciser la valeur de ug. Dans la suite on supposera que n > 1.

Démonstration.

La fonction fo : z — ¢® — 3 s’annule en up = In(3). B

f) Vérifier : Vn € N*, u,, €]0,1][.

Démonstration.
Soit n € N*.
e Ona:
x fn(0) =-2<0,
x fn(un) = 0 par définition,
x fa(l)=el4+n—3>0carn>1etel >2 71

fn(0) < fulun) < fn(1)

« D’apreés la question 1.d), la fonction f,, réalise une bijection de [0, 400 sur [—2, +o0].
D’aprés le théoréme de la bijection, f,; ! : [~2, +0o[ — [0, 4+0c[ est strictement croissante sur
[—2, +00[. En appliquant f, !, on obtient alors :

Lo (F0) < f (falun)) < f ' (Fu(D)

0 Unp, 1

On en déduit : 0 < u,, < 1. O

2. Ecrire une fonction Python qui prend un entier n et qui calcule une valeur approchée de u, a
0,001 preés par la méthode de dichotomie.

Démonstration.
Commengons par rappeler le cadre de la recherche par dichotomie.

Calcul approché d’un zéro d’une fonction par dichotomie
Données :

x une fonction f: R — R,

x un intervalle de recherche [a, b],

x une précision de recherche €.

Résultat : une valeur approchée a € prés d’un zéro (sur U'intervalle [a, b]) de la fonction f.

Autrement dit, une valeur approchée (a € prés) d'un réel x € [a,b] tel que : f(z) = 0.
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o La dichotomie est une méthode itérative dont le principe, comme son nom l’indique, est de
découper a chaque itération 'intervalle de recherche en deux nouveaux intervalles. L’intervalle
de recherche est découpé en son milieu. On obtient deux nouveaux intervalles :

x un intervalle dans lequel on sait que 1’on va trouver un zéro de f.
Cet intervalle est conservé pour l'itération suivante.

x un intervalle dans lequel ne se trouve pas forcément un zéro de f.
Cet intervalle n’est pas conservé dans la suite de I’algorithme.

La largeur de l'intervalle de recherche est ainsi divisée par 2 a4 chaque itération.
On itére jusqu’a obtenir un intervalle I contenant un zéro de f et de largeur plus faible que ¢.
Les points de cet intervalle I sont tous de bonnes approximations du zéro contenu dans I.

o C’est le théoréme des valeurs intermédiaires qui permet de choisir l'intervalle qu’il faut
garder a chaque étape. Rappelons son énoncé et précisons maintenant ’algorithme :

Théoréme des Valeurs Intermédiaires
Soit f : [a,b] — R continue sur 'intervalle [a, b].
Supposons : f(a) f(b) < 0.

Alors il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0.

Calcul des suites (an), (bm), (cm)

Cas f(a) <0et f(b) >0

o Initialement, ag = a, by = b

« A chaque tour de boucle (tant que by, — a,, > €) :

b
X Cm = w (point milieu de [ay,, b))
x si f(em) <0 alors : x si f(em) = 0 alors :
* m+41 = Cm * Am+41 = Am
* bm+1:bm * bm+1:Cm

« On construit ainsi une suite ([am, bm]), ¢y de segments emboités :
x contenant tous un zéro de f,
x dont la largeur est divisée par deux d’un rang au suivant.

« Il reste enfin a adapter cet algorithme & I’énoncé.
Soit n € N*. On cherche une valeur de z telle que : f,(z) = 0.
On se fixe initialement l'intervalle de recherche [0, 1] de sorte que l'équation f,(x) = 0 ne pos-
séde qu’une solution, a savoir la valeur u, qu’on cherche a approcher (d’aprés la question 1.d) et
1.f)). D’un point de vue informatique, on crée des variables g (comme « gauche ») et d (comme
« droite ») destinées a contenir les valeurs succesives de a,, et by,. Ces variables sont initialisées
respectivement a 0 et 1.

g=20
d =1

SN

On procéde alors de maniére itérative, tant que l'intervalle de recherche n’est pas de largeur plus
faible que la précision 0.001 escomptée.

4 while d - g > 0.001:
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Commentaire

On commence par définir le point milieu du segment de recherche.

5 m = (gtd) / 2

Puis on teste si f(m) < 0.
Si c’est le cas, la recherche s’effectue dans le demi-segment de droite.

if fn(n, m) < O:
g=nm

1~ =3}

Sinon, elle s’effectue dans le demi-segment de gauche.

else:
d=m

[© oo

En sortie de boucle, on est assuré que le segment de recherche, mis & jour au fur et & mesure
de l'algorithme, est de largeur plus faible que 0.001 et contient un zéro de f,,. Tout point de cet
intervalle est donc une valeur approchée a 0.001 prés de ce zéro.

On peut alors choisir de renvoyer le point le plus & gauche du segment.

12 return g

On peut tout aussi bien choisir le point le plus a droite :

12 return d

Ou encore le point milieu :

12 return (g + d) / 2

Ce dernier choix présente un avantage : tout point (dont le zéro recherché) du dernier intervalle

de recherche se situe & une distance d’au plus de ce point milieu.

0.001

On obtient ainsi une valeur approchée & du zéro recherché.

e On peut se demander combien de tours de boucle sont nécessaires pour obtenir le résultat. Pour
le déterminer, il suffit d’avoir en téte les éléments suivants :

x 'intervalle de recherche initial [0, 1] est de largeur 1.
x la largeur de l'intervalle de recherche est divisée par 2 & chaque tour de boucle.

R . 1
A la fin du m®™€ tour de boucle, l'intervalle de recherche est donc de largeur om

« D'algorithme s’arréte lorsque l'intervalle devient de largeur plus faible que 0.001 = 10~2.

On obtient le nombre d’itérations nécessaires en procédant par équivalence :

ar stricte décroissance de la
<1072 & 27 > 102 (par stric ‘
2m fonction inverse sur R+)
(par stricte croissance de la

>
S om 111(2) > 2 111(10) fonction In sur Rj.)

In(10)
In(2)
On retiendra que si 'on souhaite obtenir une précision de 2 chiffres aprés la virgule, il suffit
d’effectuer de I'ordre de 2 tours de boucle. Cette algorithme est donc extrémement rapide.

Ainsi : [2 X —‘ tours de boucle suffisent.
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Commentaire

o Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé avec beau-
coup de précision la réponse a cette question. Cependant, compléter correctement le programme
Python (on place ci-dessous le programme obtenu) démontre la bonne compréhension de 1’al-
gorithme demandé et permet d’obtenir tous les points alloués & cette question.

« On obtient le programme complet suivant.
(méme si ce n'était pas explicitement demandé par l’énoncé, on avait tout intérét a commencer
par coder les fonctions fy,)

def fn(n, x):
return np.exp(x) + n * x**2 - 3

def dichoto(n):
g=20
d =1
while d - g > 0.001:
m = (g+d)/2
if fn(n, m) < O:
g=mn
else:
d=m
return (g+d)/2

0 joo 1IN o ot e (w o e

k= B
[V = o

‘ =
w

O
3. a) Montrer : Vx €]0,1[, fori(z) > fu(z).
Démonstration.
Soient n € N* et x €]0, 1].
fos1(@) = folz) = @+ +1D2* =%) — (" +naz®*—3%) = 22 > 0
Ainsi, pour tout x €]0,1[, on a : frri(x) > fo(x). 0

b) En déduire le signe de f,(un+1), puis le sens de variation de la suite (uy,).

Démonstration.

o Comme u,4+1 €10, 1], on peut appliquer le résultat de la question précédente.

On obtient : fr(unt1) < fot1(Unt1).

En particulier, comme f,,11(up+1) = 0, alors : fr(up+1) < 0.

« D’apreés la question 1.d), la fonction f, réalise une bijection de [0, 400 sur [—2, +o0].
D’aprés le théoréme de la bijection, f, ! : [~2,+0o[ — [0, 400 est strictement croissante sur
[—2, 4+00[. En appliquant f,,; !, on obtient alors :

fr?l (fn(un+1)) < fr?l (fn(un))

Un+1 Un
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La suite (u,) est strictement décroissante.
~
o Cette question 8.b) consiste en I’étude de la suite (u,). On parle ici de « suite implicite »
car on n’a pas accés a la définition explicite de la suite (u,) mais simplement a la propriété
qui permet de définir chacun de ses termes, a savoir :
Pour tout n € N, u,, est I'unique solution dans [0, +00[ de I’équation f,(z) =0
On comprend alors que 'étude de (u,) va passer par I’étude des propriétés de la fonction P,.
« De cette définition, on tire la propriété : | Vm € N, fp,(uy,) =0
Cette propriété est au coeur de I’étude de la suite implicite (uy,).
C’est de cette propriété dont on se sert ici (en m = n) pour démontrer la monotonie de la
suite (uy,). Comme la suite (uy) est définie de maniére implicite, cette étude ne se réalise
pas directement en étudiant la différence u,41 —uy,. Il est par contre trés classique de passer
par l'inégalité :
fn(un-‘rl) < fn(un)
et de conclure : u, < up41 & l’aide d’une propriété de f,.
\ [_] v
¢) Montrer que (u,) est convergente. On note ¢ sa limite.
Démonstration.
La suite (uy,) est décroissante et minorée par 1. Elle
converge donc vers une limite £ qui vérifie 0 < £ < 1. B
d) On suppose dans cette question que ¢ > 0.
Calculer la limite de e +nu2 — 3 et en déduire une contradiction.
Démonstration.
Supposons : £ > 0. Alors :
x etn — el
n——+00
x nup: ~ nl? — 4oo.
n—-+oo n—-+oo
On en déduit que f(u,) =e“ + nu2 —3 — +oo.
n—-+00
Or, par définition de u,, on a : f,(u,) = 0, ce qui
contredit le calcul précédent. O
e) Donner enfin la valeur de /.
Démonstration.
D’aprés la question précédente, £ < 0. Comme de
plus0</<1l,ona:£=0 O
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n
f) Montrer que \/; uy, tend vers 1 quand n tend vers +oc.

Démonstration.

e Ona: fr(uy,) =0=e" +nu?

e On en déduit :

|3

u

3.

Ainsi : nu? =3 — e,

9 3—eUr
n

2

[3— ctn
et \/g\/u% = 26

Enfin, comme u,,

n—-+o0o

i n
— 0, on en déduit : \/j Up —
2 n—-+00

3—60_
2

2
o1
\/;

Commentaire

On a démontré :

Autrement dit : u,,

la
n—-+oo

2
m

2
Ceci signifie que les suites (uy,) et (\/j> ont méme comportement asymptotique.
n
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Exercice 5
Pour tout entier n non nul, on note h,, la fonction définie sur R’ par :

1
Ve >0, hp(z) = x“+1+x—n

1. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, la fonction h,, est strictement décroissante sur
10, 1] et strictement croissante sur [1, +00].

Démonstration.
Soit n € N*.

o La fonction h,, est dérivable sur RY car elle est la somme des fonctions :

x x> " + 1 dérivable sur R* car polynomiale.

1 i ) .
x x — — dérivable sur R% en tant qu’inverse de la fonction z > 2™ :
x

— dérivable sur R% car polynomiale,
— et qui ne s’annule pas sur RY .

e Soit x € Ri.

2n

, _ n—1 n " —1
hn(a) = nz R L s |

Comme n > 0 et 2"t > 0, la quantité h/,(z) est du signe de 2" — 1. On en déduit :

2n

R(x)>0 & 22" -1>0 & 22">1 & > 1

La derniére équivalence est obtenue par stricte croissance de la fonction z — 2™ sur R%.

« On en déduit le tableau de variations suivant.

T 0 1 +o00
Signe de hl,(z) — 0 +
+00 +00
Variations de h,, \ /
3

Commentaire

Afin de déterminer le signe de la quantité 22" — 1, on pouvait rédiger autrement.
o Une premiére méthode consiste a étudier la fonction g, : © — x?® — 1.
Cette fonction étant polynomiale, elle est dérivable sur R et pour tout x € R* :

g(z) = 2na®™1 >0
La fonction g, est donc strictement croissante sur |0, +oo[. Enfin, comme g,(1) =0 :
Yz e]o,1], 22" —-1<0 et Vz € ]1,400], 22" —1>0
« Une deuxiéme méthode consiste & factoriser 2" — 1 :
21 = ()12 = (@" - 1) (=" + 1)
Comme z > 0, alors 2 > 0 et 2™ 4+ 1 > 0. Le signe de 22" — 1 est donc celui de 2™ — 1. Or :

" =1 = (z—DA+z+... 42"
Comme 1+ 2+ ...+ 2" 1 > 0, le signe de 2" — 1 (et donc de z*® — 1) est celui de x — 1. 0
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2. En déduire que pour tout entier n non nul, I’équation h,(z) = 4 admet exactement deux solutions,
notées u, et v, et vérifiant : 0 < up, < 1 < vy,.

Démonstration.
Soit n € N*.

« La fonction h,, est :
x continue sur ]0, 1],
x strictement décroissante sur |0, 1[.
Elle réalise donc une bijection de ]0, 1[ sur h, (]0, 1[). Or

B (0,10) = on(1), lim B ()] = 13, +o0]

Comme 4 € |3, +00], 'équation h,(z) = 4 admet une unique solution sur |0, 1.
On note u,, cette solution.

o De méme, la fonction h,, est :
x continue sur |1, 400,
x strictement croissante sur |1, 4o00].

Elle réalise donc une bijection de ]1,400[ sur hy,(]1,400[). Or :

hn(]1a+oo[) = Jhn(1), lim hy(2)[ = |3, +oo]

T—+00

Comme 4 € |3, +o0[, I'équation h,(z) = 4 admet une unique solution sur |1, +oo].
On note v,, cette solution.

o On remarque enfin : h,(1) = 3 # 4. Ainsi, z = 1 n’est pas solution de l'équation h, () = 4.

Pour tout entier n non nul, I’équation h,(z) = 4 admet exactement deux solutions, notées
U, et v, et vérifiant : 0 < u, < 1 < vy,.

O
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3. a) Démontrer :
(l’ _ 1>(x2n+1 _ 1)

Ve >0, Vn € N*, hyiq(z) — hp(z) = )

Démonstration.
Soit £ > 0 et soit n € N*,

1 1
— n+1 n
hni1(x) — hp(x) = (:1: +X+:r”+1> - <:E +Z+x">

$2n+2 +1 $2n+1 +z
xn—i—l B xn+1

$2n+2 _ x2n+1 _ (:L‘ _ 1)
xn—l—l

(-1 (z—1)  (z—1)@" 1)

xn—i—l pn+l

(1’ _ 1)(x2n+1 _ 1)
xn—f—l 0

Ve >0, Vn € N*| hpt1(z) — hp(z) =

b) En déduire : Yn € N*| h,q1(vy,) > 4.

Démonstration.
Soit n € N*.

o D’aprés la question précédente, pour tout x > 0 :

2 1)(g2n ! _
s (2) — ha(e) = EDET D

Comme z > 0 alors 2"t > 0. Ainsi, la quantité h,1(z) — hn(7) est du signe du produit
(z — 1)(2®"*1 — 1). Notons alors que pour tout z > 1, "1 — 1 > 0 (vu précédemment).

Ainsi : Vn € N*, Vo > 1, hpqi(x) — hp(z) > 0.

« On applique 'inégalité précédente a v, > 1 (d’aprés la question 4.). On obtient :

hnt1(vn) — hp(vp) >0 ouencore  hpi1(vy) > hy(v,) =4

On a bien : Vn € N*| h,11(vy,) > 4.

c) Montrer alors que la suite (v,) est décroissante.

Démonstration.
Soit n € N*.

o Par définition de vy, 11, on a : hyy1(vp41) = 4. Ainsi, d’aprés la question précédente :
hn—i—l(vn) P hn—‘rl(vn-i-l)

e De plus, on sait d’aprés la question 4. :
x Up >1et vy > 1,

« la fonction hy,41 réalise une bijection de ]1, +o0o[ sur |3, 4+o00].
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La réciproque de cette bijection, définie de |3, 400[ sur |1, +o0[ est strictement croissante car
de méme monotonie que hy,4; sur |1, +oo[. En appliquant de part et d’autre de I'inégalité :

Up 2 Un+1

‘ On en conclut : Vn € N*, v, > wv,41. La suite (v,,) est donc décroissante.

Commentaire

« La Partie B consiste en I’étude de la suite (v,,). On parle ici de « suite implicite » car on n’a
pas accés a la définition explicite de la suite (v, ) mais simplement & la propriété qui permet
de définir chacun de ses termes, & savoir :

Pour tout n € N* v, est 'unique solution de 'équation h,(z) = 4 sur |1, 00|

On comprend alors que I’étude de (v,) va passer par I’étude des propriétés de la fonction hy,.

« De cette définition, on tire la propriété : | Vm € N*, h,,(vy,) =4

Cette propriété est au coeur de I’étude de la suite implicite (vy,).
On l'utilise en 5.b) pour m = n et en 5.¢) pour m =n + 1.

« Comme la suite (vy,) est définie de maniére implicite, on n’étudie pas la monotonie de (vy,) a
I’aide de la différence v, 11 — vy. Il est par contre trés classique de passer par I'inégalité :

Pt (Un) Z hpia (Un—i—l)

et de conclure : v, > wv,41 & l’aide d’'une propriété de hpy1. 0

\

4. a) Démontrer que la suite (v,) converge vers un réel ¢ et montrer : £ > 1.

Démonstration.
La suite (vy) est :

x décroissante d’apreés la question 5.¢),

x minorée par 1 (Vn € N*| v, > 1) d’aprés la question 4.

On en conclut que la suite (v,) converge vers un réel £ > 1. 0

b) En supposant que ¢ > 1, démontrer : lim v]' = +o0.
n—-+o0o

En déduire une contradiction.

Démonstration.
Dans cette question, on suppose ¢ > 1.

e Comme £ #0,0ona:v, ~ £ Ainsi:

n—-+oo

()" ~ " — +oo (carl>1)

n——+oo n—-+oo

1 . ] n _
On a bien : nEI—Poo (vp)" = +o0.
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¢)

5. a)

Commentaire \

Comme la suite (vy,) est & termes strictement positifs, on pouvait aussi écrire :

(vn)™ = exp (n In(vy,))

Puis : In(v,) ~ In(¢) puisque ¢ # 1.

n—-+oo
Ainsi : n In(v,) ~ nfl— +oo car £ > 0. Et enfin, par composition de limites :
n—-+oo
li 1 =
Jm - exp (n In(vy,)) +0o0

o Remarquons alors :

hn(vp) = (vp)"+ 1+ (vi)”

Comme lim (v,)™ = 400, on en conclut :
n—-+oo

lim Ay, (vy) = 400

n—-+4o0o

Or, par définition de la suite (v, ), pour tout n € N*, h,(v,) = 4 et ainsi :

lim hy,(v,) =4

n—-+oo

Contradiciton !

C’est encore une fois la propriété de définition des termes de la suite (vy,) qui est utilisée
ici (Vn € N*, hy,(v,) = 4). On insiste sur le fait que cette propriété est fondamentale
pour I’étude de la suite implicite (vy,). O

Déterminer la limite de (vy,).

Démonstration.
« En question 6.a), on a démontré que la suite (v,) converge vers un réel £ > 1.

o En question 6.b), on a démontré que '’hypothése ¢ > 1 menait & une contradiction.
On en conclut que sa négation est vérifiée, a savoir : £ < 1.

Ainsi, la suite (vy,,) converge ver £ = 1.

Commentaire

L’énoncé donne les réponses aux questions 6.a) et 6.b). Il est donc possible de traiter
la question 6.c), question bilan, sans avoir réussi a traiter les questions précédentes. O

Montrer : Vn > 1, v, < 3.

Démonstration.
Soit n € N*.

« Rappelons tout d’abord : v, > 1 (question 4.). D’autre part :

(car hy, est strictement

< <
Un K3 hn(vn) < ha(3) croissante sur |1, +o00[)

<4< hy(3) (par définition de vy,)
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e Or, comme 3" > 3 (puisque n > 0) :

1 1

Pour tout n € N*, on a bien : h,(3) > 4 et donc v, > 3.

Commentaire

« Encore une fois, c’est la propriété de définition des termes de la suite (v,) qui est utilisée
ici. C’est logique puisqu’on ne connait pas d’expression explicite des termes de (vy,).

o La présence de la quantification « Vn € N* » peut faire penser & utiliser une récurrence.
Ce type de raisonnement nécessite l’existence d’une propriété liant les termes de rangs
successifs afin pouvoir mettre en ceuvre I'étape d’hérédité. C’est pourquoi la récurrence est
Poutil de base de démonstration des propriétés des suites récurrentes d’ordre 1 (le terme au
rang n+ 1 s’exprime directement en fonction du terme au rang n). L’utilisation est plus rare
dans le cas des suites implicites mais était possible dans cette question. En effet, comme la
suite (vy,) est décroissante, on sait que pour tout n € N* :

Upt1 < Up

L’étape d’hérédité ne pose pas de probléme.

En effet, si 'on sait v, < 3, on obtient alors, par transitivité : vy,+1 < v, < 3.

Il reste alors & démontrer la propriété d’initialisation, & savoir v; < 3.

Encore une fois, il faut revenir a la propriété de définition des termes de la suite (vy,) :

1
hl(vl) =unv+1l1+— =4
U1

Ainsi: vy = 3 — % < 3 car v; > 0 (question 4.)). B

\.

b) Ecrire une fonction Python d’en-téte def hn(n, x): qui renvoie la valeur de h,(x) lorsqu’on
lui fournit un entier naturel » non nul et un réel z € R% en entrée.

Démonstration.

def hn(n, x):
return x*x*n + 1 + 1 / x**n

o=

Commentaire

Il n’y a aucune difficulté & coder en Python une fonction dont ’expression est donnée
dans I’énoncé. Il est donc impensable de ne pas traiter cette question. n
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¢) Compléter la fonction suivante pour qu’elle renvoie une valeur approchée a 107° prés de v, par
la méthode de dichotomie lorsqu’on lui fournit un entier n > 1 en entrée :

def Approxv(n):
a=1
b =23
while (b-a) > 10**(-5):
c = (atb)/2
if hn(n,c) < 4 :

0 Joo N & jov e (W o e

‘ =
(=}

Démonstration.
Commengons par rappeler le cadre de la recherche par dichotomie.

Calcul approché d’un zéro d’une fonction par dichotomie
Données :

x une fonction f: R — R,

x un intervalle de recherche [a, b],

x une précision de recherche €.

Reésultat : une valeur approchée a e prés d’un zéro (sur U'intervalle [a, b]) de la fonction f.

Autrement dit, une valeur approchée (a e prés) d’un réel x € [a, b] tel que : f(z) = 0.

o La dichotomie est une méthode itérative dont le principe, comme son nom l’indique, est de
découper a chaque itération 'intervalle de recherche en deux nouveaux intervalles. L’intervalle
de recherche est découpé en son milieu. On obtient deux nouveaux intervalles :

x un intervalle dans lequel on sait que 1’on va trouver un zéro de f.
Cet intervalle est conservé pour 'itération suivante.

x un intervalle dans lequel ne se trouve pas forcément un zéro de f.
Cet intervalle n’est pas conservé dans la suite de I'algorithme.

La largeur de l'intervalle de recherche est ainsi divisée par 2 & chaque itération.
On itére jusqu’a obtenir un intervalle I contenant un zéro de f et de largeur plus faible que €.
Les points de cet intervalle I sont tous de bonnes approximations du zéro contenu dans I.
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o C’est le théoréme des valeurs intermédiaires qui permet de choisir I'intervalle qu’il faut
garder a chaque étape. Rappelons son énoncé et précisons maintenant 1'algorithme :

Théoréme des Valeurs Intermédiaires
Soit f : [a,b] — R continue sur l'intervalle [a, b].
Supposons : f(a) f(b) < 0.

Alors il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0.

Calcul des suites (an), (bmn), (¢m)

Cas f(a) <0et f(b) >0

o Initialement, ag = a, bg = b

« A chaque tour de boucle (tant que by, — a,, > ¢€) :

b
X Cm = w (point milieu de [am,, b))
x si f(em) <0 alors : x si f(em) = 0 alors : |
* Uyl = Cm * Ayl = Gy as — b3
* bn+1 = b * bmt1 = Cm a4 H ba

o On construit ainsi une suite ([am, bm])mEN de segments emboités :
x contenant tous un zéro de f,
x dont la largeur est divisée par deux d’un rang au suivant.

« Il reste enfin & adapter cet algorithme & I’énoncé.
Soit n € N*. On cherche une valeur de x telle que : hy,(z) =4 ce qui s’écrit :

hn(z) —4=0 ouencore fp(x)=0 ou fn:xz+ hy(x)—4

On se fixe initialement l'intervalle de recherche [1,3] de sorte que ’équation f,(z) = 0 ne
posséde qu’une solution, & savoir la valeur v, qu’on cherche & approcher. D’un point de vue
informatique, on crée des variables a et b destinées & contenir les valeurs succesives de a,, et
b.,. Ces variables sont initialisées respectivement a 1 et 3.

a=1
b=23

jw I

On procéde alors de maniére itérative, tant que l'intervalle de recherche n’est pas de largeur
plus faible que la précision 1075 escomptée.

4 while b - a > 10%*(-5):

On commence par définir le point milieu du segment de recherche.

5 c = (atb) / 2

Puis on teste si fj,(c) < 0, c’est-a-dire si hy,(c) < 4.
Si c’est le cas, la recherche s’effectue dans le demi-segment de droite.

if hn(n, c) < 4:
a=c

N o
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Sinon, elle s’effectue dans le demi-segment de gauche.

else:
b=c

l© oo

En sortie de boucle, on est assuré que le segment de recherche, mis & jour au fur et & mesure
de l'algorithme, est de largeur plus faible que 107 et contient un zéro de f,. Tout point de
cet intervalle est donc une valeur approchée a 1075 prés de ce zéro.

On peut alors choisir de renvoyer le point le plus & gauche du segment.

12 return a

On peut tout aussi bien choisir le point le plus a droite :

12 return b

Ou encore le point milieu :

12 return (a + b) / 2

Ce dernier choix présente un avantage : tout point (dont le zéro recherché) du dernier intervalle
-5
de ce point milieu.

de recherche se situe & une distance d’au plus
-5
du zéro recherché.

On obtient ainsi une valeur approchée a

Commentaire

o On peut se demander combien de tours de boucle sont nécessaires pour obtenir le résultat.
Pour le déterminer, il suffit d’avoir en téte les éléments suivants :

x l'intervalle de recherche initial [1,3] est de largeur 2.
x la largeur de l'intervalle de recherche est divisée par 2 a chaque tour de boucle.

. . 2
A la fin du m®™€ tour de boucle, I'intervalle de recherche est donc de largeur om

« D'algorithme s’arréte lorsque l'intervalle devient de largeur plus faible que 1075.

On obtient le nombre d’itérations nécessaires en procédant par équivalence :

m . P .
2 <10 o= " > 109 (par #mc?e decrozssamie de la
2m 2 fonction inverse sur RY )
& 2 >2x10° (car 4 >0)

par stricte croissance de la
& m In(2) > In(2) +5 n(10) ]gonction In sur RY )

In(10
Ainsi : |5 M + 1| tours de boucle suffisent.
In(2)
On retiendra que si ’on souhaite obtenir une précision de 5 chiffres aprés la virgule, il suffit
d’effectuer de I'ordre de 5 tours de boucle. Cette algorithme est donc extrémement rapide.

o Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé avec
beaucoup de précision la réponse a cette question. Cependant, compléter correctement le
programme Python (on place ci-dessous le programme obtenu) démontre la bonne compré-
hension de l'algorithme demandé et permet d’obtenir tous les points alloués & cette question.
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o On obtient le programme complet suivant.

@ joo 1IN o lov e jw o e

I=

def Approxv(n):

a=1
b=3
while b - a > 10%*(-5):
c = (a+b)/2
if hn(n, c) < 4:
a=c
else:
b=c

return (a+b)/2
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II. Intégration

II.1. Calcul d’intégrales définies par une relation de récurrence

Exercice 6
On considére, pour tout entier naturel n, ’application ¢,, définie sur R par :

Vr€R, o, (z)=(1—z)"e

ainsi que l'intégrale :

1. Calculer Iy, I;.

Démonstration.

« La fonction ¢ : 2 +— (1 —2)° e72® = e72% est continue sur le segment [0, 1].

1
L’intégrale / ¢o(z) dx est donc bien définie.
0

1

1 —2x -1 1
Iy = /0 e 2 dr = {6_2 ]0 = 7(6_2—60) = 5(1—e_2)

« La fonction ¢; : # + (1 — ) e 2% est continue sur le segment [0, 1].

1
L’intégrale / 1(x) dx est donc bien définie. On procéde alors par intégration par parties (IPP).
0

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur [0,1]. On obtient :

! 2 1 9t 1 ! 2
L = / (l-z)e™de = —= [(1—2z)e ™" ] —/ e dx
0 2 o 2y
1 1 1
= —(I=e?-~-1Ih) = = (1-1
5 ( € ) =5l =5 (1-1I)
1 1 /1 1
S{ERT R
2( st SACEIER
1
= 1(1“‘6_2)
Iy = 1 (1—e2) et I = E (1+e72)
079 17y ' O

2. Déterminer le signe de I,, pour tout entier naturel n.
Démonstration.
Soit x € [0, 1] et soit n € N.
o Tout d’abord : (1 — z) > 0. On en déduit : (1 —x)™ > 0.
e De plus : e 2 > (.
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Ainsi : ¢, (x) > 0. Enfin, par positivité de 'intégrale, les bornes étant dans l’ordre croissant (0 < 1) :

1
/ on(z) de > 0
0

Ainsi, pour tout n € N : I, > 0. O
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3. a) Pour n € N, écrire 1,41 — I, sous forme d’une intégrale.

Démonstration.
Soit n € N.

1 1
Iy — 1, = /0 On+1(2) d:n—/o on(x) dr
1
- /0 (n1(z) — on(a)) da
_ /1 ((1 B l‘)n+1 e_QJ; N (1 o x)n e—Qx) dx
0
1
- /0 (H—a)= 1) (1—2)" e da

1
= —/ z(1—xz)" e 2 dz
0

1
Vn € N, InH—In:—/ x (l—2x)" e 2% dx
0

b) En déduire la monotonie de la suite (In,),,cx-

Démonstration.
Soit z € [0, 1] et soit n € N.
On procéde comme en question 2. :

ol‘>0

Ainsi : z(1 — x
croissant (0 <1

1
Ly — I, = —/ z(1—x) e 2 dr <0
0

On en déduit que la suite (I,,) est décroissante.

¢) En déduire enfin que la suite (1,,) est convergente. On note ¢ sa limite.

Démonstration.

) e 2* > 0. Enfin, par positivité de 'intégrale, les bornes étant dans 'ordre
)

La suite (I,,) est décroissante minorée. Elle est donc convergente vers une limite ¢ > 0.
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4. A Taide d’une intégration par parties, montrer :
VneN, 20,41 =1—(n+1)I,

Démonstration. .

Soit n € N. Rappelons : [,,11 = / (1—2)"t e 4.

0
On procéde par intégration par parties (IPP).
uw(z) = (1—z)"t! () = —(n+1) (1—a)"
V(z) = e v(iz) = —e

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, 1]. On obtient :

1 1
1 1 1
TEE— / (1—2)" e dz = —3 [(1—az) "t e ]0 ~3 (n+1) / (1—2)" e * dx
0 0
1 1
= —5(1— e —eo)—i(n—kl)ln
1
= -+ 1)
Ainsi: VneN, 2I,11=1—(n+1)I,. -
5. En déduire la valeur de £.
Démonstration.
D’aprés la question 3.b), on sait que la suite (I,,) admet une limite finie £ > 0.
Supposons par I’absurde que ¢ # 0.
D’apreés la question précédente :
2pyy = 1—(n+1)I,
1 1
+ +
8l 8l
2/ —0
Ce qui est impossible puisque 2¢ # —oo.
Ainsi, £ = 0. -
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I1.2. Intégrale fonction de ses bornes

Exercice 7 )
X
On considére la fonction G : z +— 1+t dt.

X
1. Donner 'ensemble de définition de G.

Démonstration.
Soit € R. Deux cas se présentent.

e Sixz >0:lafonction f:tr> 1+ t* est continue sur le segment [z, 2z].

2x
Ainsi, I'intégrale V' 1+ t4 dt est bien définie.

xT

e Siz <0:lafonction f: ¢+ +/1+ ¢+ est continue sur le segment [2z, z].

2z
Ainsi, l'intégrale V' 1+ t* dt est bien définie.

xT

La quantité G(z) étant définie pour tout x € R, la fonction G a pour ensemble de définition Rﬁ

2. Montrer que pour tout t > 0: t2 < V1+t* < 1+¢2

Démonstration.
Soit t > 0. On a :

2 < VIFtE < 1+42

trict ‘ .
N (t2)2 < (m)Q < (1 " t2)2 (/pfw“ stricte crozs/sance de la fonction
élévation au carré sur [0, +o0])

s <14+t < 142241
< +

_|_
s 0 1 < 1422

La derniére inégalité étant vérifiée, il en est de méme de la premiére.

VE>0,12 < VI+HE < 1+¢12

3. En déduire un encadrement de G(x), pour x € [0, +o0].

Démonstration.
Soit x € [0, +oo.

« D’apres la question précédente, pour tout ¢t > 0 :

2 < VIt < 1+482

Par croissance de l'intégration, les bornes étant dans l'ordre croissant (z < 2z car x > 0) :

2x 2x 2x
/ t2dt < V1+thdt < / (1+t2) dt
x x

xT

\
8
N
Q
&
N
~
+
\
8
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e Or: .
3 1 @ 1 1 7
|:3 ) = g [tS]j :g((2$)3—$3) = §(8l‘3—$3) = §$3
2x
43 2,3 3 7
8] - ) (5) -
. 7 3 3
On en déduit : Vo > 0, §$ < G <z+-z
O
4. Montrer alors : G(z) ~ gmg’.
r—+00
Démonstration.
Soit x > 0.

7
o D’aprés la question précédente, on obtient par division par 3 3 (>0):

G(x x
I < 7( 3) S v 37T 1
3T 37
. OI' .
x lim 1=1,
T—+00
. x . 3
x lim =—+1= lim —+1=1.
T—+00 §x3 z—4oo Tx?
Ainsi, d’apres le théoréme d’encadrement, que — 3 admet pour limite 1 lorsque x tend vers +oo.
=X
3
7
3
x) ~ —x
) x—+00 3 D

5. Démontrer que G réalise une bijection de Ry vers un intervalle & préciser.

Démonstration.

o La fonction f : ¢+ /1 +t* est continue sur R...
Elle admet donc une primitive F' de classe C! sur R,

e Pour tout z € R, :

6w) = [ st = [P0 = Feo) - P
x
La fonction Gy : o + F(2z) est de classe C! sur R, car elle est la composée G1 = F o h ot :
x h:x—2x est:
— de classe C! sur R, car polynomiale.
— telle que : A(Ry) C Ry.
x F est de classe C! sur R.

La fonction G est de classe C! sur R, car elle est la somme G = G; — F de deux
fonctions de classe C! sur R .

(le caractére dérivable est suffisant pour la question demandé comme on le voit ci-dessous)
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o On obtient alors, pour tout > 0 :
G'(z) = 2F'(22) — F'(z) = 2 f(2x) — f(z) = 21+ (22)* - V1+2* > 0

La fonction G est strictement croissante sur [0, 4-o00].

» La fonction G est :
x continue sur [0, +oo.
x strictement croissante sur [0, +00].

Elle réalise donc une bijection de [0, 400 sur G([0, +ool) ou :
G([0,+0c]) = [G(0), lim G(z)[= [0,+00]

T—+00

En effet :
0
} G(O):/ F(t) dt = 0.
0
7) o~ L

— +00.

X
T—r+o00 3 T—r+400

La fonction G réalise une bijection de [0, +oo] sur [0, +o0. 0

Exercice 8

2z
On consideére la fonction H : x — / exp(—t?) dt.
X
1. Déterminer ’ensemble de définition de H.

Démonstration.
Soit x € R. Deux cas se présentent.

e Siz >0 :lafonction f: ¢+ et est continue sur le segment [z, 2z].
2x

Ainsi, I'intégrale / e~ dt est bien définie.

xT

e Siz <0 :lafonction f: ¢+ et est continue sur le segment [2z, z].
2x
Ainsi, I'intégrale / e~ dt est bien définie.

xT

La quantité H(z) étant définie pour tout x € R, la fonction H a pour ensemble de
définition R. l

2. Démontrer que la fonction H est impaire.

Démonstration.

o D’apres la question précédente, la fonction H a pour ensemble de définition R, ensemble symé-
trique par rapport a 0.

o Soit x € R.

—2x 2x 2x
H(—z) = / exp(—t?) dt = / exp(—(—u)?) (—du) = —/ exp(—u?) du = —H(x)

—x

La deuxiéme égalité est obtenue en effectuant le changement de variable | u = —t

u=—t (et donct= —u)
S du=—dt et dt=—du
et=—x = u==x

et =—-2r = u=2
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Ainsi, la fonction H est impaire sur R.

3. Démontrer que la fonction H est de classe C' sur R et calculer sa dérivée.
En déduire les variations de H.

Démonstration.

o La fonction f: ¢+ e”
Elle admet donc une primitive F' de classe C' sur R.

2 .
t* est continue sur R.

e Pour tout z € R :

H@) = [ fwdt = [FO) [ = Feo) - F)

T
x

Ce changement de variable est valide car 1 : u — —u est de classe C! sur le segment d’extrémités
x et 2z ([z,2x] si x > 0 ou [2z,z] si z < 0).

La fonction U : 2 + F(2x) est de classe C! sur R car elle est la composée de deux fonctions de
classe C! sur R.

Ainsi, H est de classe C! sur R car elle est la somme H = U — F de deux fonctions de
classe C! sur R.

e Soit x € R.

Commentaire

H(z) = U(x)—F'(x)
= 2X F'(2z) — F'(x)
= 2x f(2x) — f(=x) (car F est une primitive de f)

- 9 e—(2;r)2 _ e—;r2

= 2" _ g2

Il faut faire attention a ’écriture de ce passage. Le probléme se situe généralement au
moment de la dérivation de la fonction U : x — F(2x). On trouve deux types d’erreurs.
1) Erreur dans 'application de la formule de dérivation d’une composée

U'(x) > (F(2x))

Formellement, on ne peut écrire : (F(2$))/ Le symbole de dérivation «’ » est réservé
a la dérivation de fonction. Ici, il est appliqué & une quantité. C’est un abus de
notation qui est souvent toléré mais qui est un peu dangereux car, comme tout abus,
il introduit une ambiguité.
Nommer U la fonction x — F(2z) est une bonne stratégie pour ne pas commettre ces
erreurs méme si cela a 'inconvénient d’introduire encore une nouvelle notation aprés
avoir introduit f puis F.
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o On détermine le signe de H'(x) en raisonnant par équivalence.
H'(z) >0
& 2e " 5 o

(en multipliant de part et

273" > 1
e = d’autre par ¢ > 0)

1
—322
@ p—
¢ 2
1 (car la fonction In est
& —3z2>1In () strictement croissante sur
10, 4-00[)
& 322 -In(2) <0 (car In(3) = —1n(2))
In(2
N n:()) ) <0

Le signe de la quantité H'(z) est donc 'opposé du signe de la quantité polynomiale :

B In(2) In(2) In(2)
Ple)=a® = == = ("’C‘ 3> (“ 3>

On en déduit le tableau de variation suivant.

Signe de P(x) + 0 - 0 +

Signe de H'(z) -

0 + 0
Variations de H \ / \

Commentaire

La fonction H étant impaire, on pouvait restreindre I'étude a [0,4o00[ et déduire les
variations de la fonction H sur | — oo, 0] par symétrie.

OJ
4. a) Soit x € Ry. Montrer que pour tout t € [x,2x] : exp(—42?) < exp(—t?) < exp(—z?).
Démonstration.
Soit x € Ry. Pour tout ¢ € [z,2x] :
r <t < 2z
done 2% < 2 < (20)2 (/pfn" crotssance d? la fonction
élévation au carré sur Ry )
et —2? > —t? > —4a? (par multiplication par —1 < 0)
) de
o 2 S 2 S 4 (par croissance
ainsi - exp(=2%) > exp(—#7) > exp(—dz”) la fonction exp sur R)
Pour tout t € [x,2z] : exp(—42?) < exp(—t?) < exp(—z?). O
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b) En déduire : Vo € RT, zexp(—42?) < H(z) < wexp(—z?).

Démonstration.
Soit x € Ry.

« D’apreés la question précédente, pour tout ¢ € [z, 2z] :
2 2 2
exp(—4z°) < exp(—t*) < exp(—z”)
« Par croissance de 'intégration, les bornes étant dans 'ordre croissant (z < 2z car x > 0) :

2z 2z 2x
/ exp(—42?) dt < / exp(—t?) dt < / exp(—2z?) dt

(2z — z) exp(—42?) H(x) (2z — z) exp(—a?)
Vr € Ry, wexp(—4z?) < H(z) < xexp(—a?) 0
Déterminer alors lim  H(x).
T—+00
Démonstration.
Soit > 0.

o D’aprés la question précédente :
zexp(—4z?) < H(z) < zexp(—z?)

QOI':

. _ 2\ _
x zgrfooxexp( 4x%) =0,

. .2 _
x xETooxexp( %) =0.

Ainsi, d’apres le théoréme d’encadrement, H(x) admet pour limite 0 lorsque x tend vers +oc.

lim H(z)=0

T—+00

Commentaire \

Le résultat : lir_ir_l rexp(—42?) = 0 N’EST PAS directement un résultat de croissances
T—r+00

comparées. On peut le démontrer en procédant comme suit :

5y T oz e
xexp(—4z®) = rialie e
x . , e’ o dz?
Or: — — 0 par croissances comparées. Et : — =e — 0.
et z—+oo edx T—400

Ainsi, on a bien : xexp(—42?) — 0.
T—+00
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Exercice 9

x

1
On considére la fonction : F(z) = /
0

e

1. Démontrer que F' est définie sur R.
Justifier que F' est dérivable sur R, et calculer sa dérivée.

Démonstration.
Soit z € R. Deux cas se présentent.
1
e Siz > 0:la fonction h : t+— T e est continue sur le segment [0, x].
x
1
Ainsi, 'intégrale / ——5 dt est bien définie.
o 1+t
1
e Siz <0:lafonction h :t— I e est continue sur le segment [z, 0].
€T
1
Ainsi, 'intégrale / ——5 dt est bien définie.
o 14t

La quantité F'(x) étant définie pour tout x € R, la fonction F' a pour ensemble de définition R.

1
o La fonction h : t — —— est continue sur R.
1+¢?
Elle admet donc une primitive H de classe C!' sur R.

e Pour tout z € R : N
Fa) = [ hoyd = (7O = 1@ -1

La fonction F' est de classe C! sur R car la fonction H Dest.

o De plus, pour tout x € R :
Fl(z) = H'(z) = h(x)

On en déduit : F' = h.

Commentaire

o On peut aussi rédiger en se servant du fait que la fonction F' est la primitive de A sur
R qui s’annule au point 0. On en déduit alors immédiatement que F est C' sur R et :
Ve e R, F'(z) = h(z).

o L’intérét de la démonstration aoptée dans la question est qu’elle est plus générale et
peut donc étre adaptée a tous les cas particuliers (comme on I’a vu dans les deux
exercices précédents).

2z
« Au passage, soulignons une erreur classique : la fonction z exp(—t2) dt (exer-

T
cice précédent) N’EST PAS une primitive de la fonction ¢ — exp(—t?) (attention aux
bornes de U'intégrale !).

o Il n’y a pas, dans le programme ECG, de théoréme permettant de dériver sous le
symbole d’intégration. Les tentatives de ce genre révélent une mauvaise compréhension
des objets étudiés.
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2. Monter que F' est impaire.

Démonstration.

e Pour tout x € R :

- 1 z 1 r 1
F(—z) = /0 mdt = /0 m(—du) = —/0 mdu = —F(x)

o La deuxiéme égalité est obtenue en effectuant le changement de variable | u = —t

u=—t (et donct= —u)
—du=—dt et dt=—du
et=0 = u=0

et=—x = u==<x

Ce changement de variable est valide car 1 : u — —u est de classe C! sur le segment d’extrémités
Oet z ([0,z] siz>0ou [z,0]siz<0).

Ainsi, la fonction F' est impaire sur R.

O
3. Déterminer la monotonie de F'.
Démonstration.
D’aprés la question 2., pour tout x € R :
F'(z) = h(z) = ! >0
B 1422
‘ Ainsi, la fonction I est strictement croissante sur R. -
ro1
4. Montrer : Vo > 1, /1 T dt < 1.
Démonstration.
Soit > 1.
« Pour tout ¢t € [1,x] :
2 < 14482
1 1 Scrod '
done  — > (par decmzssa*nce de la fonction
t? 1+ ¢2 inverse sur R )
1 . 1
Pour tout ¢ € [1,z] : e S e
« Par croissance de l'intégration, les bornes étant dans l'ordre croissant (1 < ) :
T 1 * 1 17" 17 1 1
/dtg/dt: —— = —| - = —-|-=-1] =1-=- <1
1 1+¢2 1 t? t t x x
1 1
ro1
P tout x > 1: —— dt < 1.
our tout x > /1 Ty s -
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5. En déduire que la fonction F' admet une limite en 4oco0.

Dans la suite, on note L = lim F(x).

T—>+00
Démonstration.
« La fonction F est croissante sur | — 0o, +00|.

Ainsi, d’aprés le théoréme de la limite monotone, la fonction F' admet une limite en +oo.

o D’aprés la question 4., pour tout x > 1 :

x 1
F = — dt
(2) /0 —

Lo S
= / dt +/1 T3 dt  (par la relation de Chasles (x))

o 1+t
L
< / TIe dt +1 (d’apres la question précédente)
0

1 (car pour tout t € [0,1] : 1+th2 <1et
< / 1dt+1 =141 = 2 par croissance de l'intégration, les

0 bornes étant dans ’ordre croissant)

La fonction F' est donc majorée sur [1, 400

On en déduit, toujours d’aprés le théoréme de la limite monotone, que la limite de F' en +o0 ﬁt finie.

1
6. On pose G(z) = F(z) + F <x)
a) Justifier que G est dérivable sur RY et calculer G'. Que dire de G'7

Démonstration.

1
o La fonction T : z — F <> est dérivable sur |0, +oo] car elle est la composée T'= F o s oul :
x

X 81X +— 7 est :

— dérivable sur |0, +oo.

— telle que 5(]0, +oo[) C R.
x F' dérivable sur R.

Ainsi, la fonction G est dérivable sur R% en tant que somme G = F' + T' des fonctions F
et T', toutes deux dérivables sur R? .

e Pour tout z > 0 :

o = v ()+ ()

_ h(x)—hC) x%

1 1 1 1 1

= - — = — =0
2 2 2 2 2
1+ 1+ (E) z 142 e+ 1
Pour tout > 0, G'(x) = 0.
On en déduit que la fonction G est constante sur R . O
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b) En faisant tendre x vers 400, montrer que L = 2F(1).

Démonstration.

« D’aprés la question précédente, la fonction G est constante sur R . On en déduit notamment :

VreRY, Gz) = G(1) = F(1) + F (1) — F(1) + F(1) = 2 F(1)

Ve e Ry, G(x) =2 F(1)

o En réécrivant la définition de la fonction GG, on obtient pour tout z > 0 :

2 F(1) = F(z)+F <1>

X

Or :
x lim F(x)=L.

T——+00
1

x lim F() = lim F(z)= F(0) =0.

T—+00 T x—0
Les quantités présentes possédant toutes une limite finie en 400, on obtient, par passage a la
limite :

. . 1
)
I I

2 F(1) L

Ainsi, on a bien : L =2 F(1).
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III. Equations différentielles linéaires & coefficients constants

II1.1. Equations différentielles d’ordre 1

Exercice 10

1. Déterminer toutes les fonctions ¢ définies et dérivables sur R et solutions de I’équation différentielle
vVt € R, ¢’ (t) = 2p(t).

Démonstration. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 & coefficients
constants. D’aprés le cours, les solutions sont de la forme

@ t— Ce?, CeR
O
2. Soit c un réel. Montrer que la fonction ¢ — cte?® est solution (particuliére) de I'équation différentielle
vVt € R, ¢ (t) = 2p(t) + ce™.
Démonstration. Notons f : t — cte?’. La fonction f est dérivable sur R et, pour tout t € R,
f(t) = ce® + 2cte®

donc
f'(t) = 2f(t) = ce® 4 2cte® — 2cte® = ce®

ce qui prouve bien que f est une solution particuliére de ’équation différentielle considérée. O
3. Déterminer toutes les fonctions ¢ définies et dérivables sur R et solutions de I’équation différentielle
vt € R, ¢ (t) = 2p(t) + ce?.

Démonstration. D’aprés les questions précédentes, les solutions de cette équation différentielle sont
de la forme
@t Ce® 4 cte®, CeR

Commentaire

Il faut bien distinguer les équations différentielles homogénes de celles qui comportent un
second membre car leur résolution est différente.

L’utilisation d’une constante indéterminée C' permet de signifier 'existence d’une famille de
solutions.
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I11.2. Equations différentielles d’ordre 2

Exercice 11
1. Résoudre I'équation différentielle
!
y —y=0

Démonstration. 11 s’agit d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 & coeflicients
constants. Le polyndéme caractéristique associé est

Plz)=2>-1=(z—1(z+1)
Ce polynéme posséde deux racines distinctes (—1 et 1) donc les solutions sont de la forme

t e de”t + pel, (\, 1) € R?

2. Montrer que la fonction ¢ — e’ est solution (particuliére) de I’équation différentielle
y'—y = (1+48%)e"

Démonstration. Notons f : ¢ — e, La fonction f est dérivable deux fois sur R et pour tout t € R,

ft) =e”
F(t) = 2te”
') = 2t” + 42

ce qui donne , , ,
f(t) = f(t) = et + 4t = (1 4 4t2)et

Ainsi, f est bien une solution particuliére de I’équation différentielle considérée. O
3. Déterminer toutes les solutions de I’équation différentielle
Y —y = (1+4t%)e”
Démonstration. D’aprés les deux questions précédentes, les solutions sont de la forme

s A + pet + e (A ) € R?

Exercice 12
1. Résoudre I'équation différentielle
y" =6y +9y =0

Démonstration. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 & coefficients
constants. Le polyndme caractéristique associé est

P(z) =2 —6x+9 = (z —3)
Ce polynéme posséde une unique racine (3) donc les solutions sont de la forme

t (A + pt)e®, (A, ) € R?
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2. Déterminer une solution (particuliére) de I’équation différentielle
y" — 6y + 9y =2 — 12t + 9¢>
sous la forme f : t +— a + bt + ct? ou (a,b, c) € R3.

Démonstration. Soit (a,b,c) € R? et soit f : ¢+ a + bt + ct?. La fonction f est dérivable deux fois
sur R. Pour tout t € R,

f'(t) = b+ 2ct
f'(t) = 2c

et donc
() = 6f'(t) + 9f(t) = (9a — 6b + 2¢) + (9b — 12¢)t + 9ct?

On en déduit par identification des coefficients que f est une solution particuliére de 1’équation
différentielle " — 69/ 4+ 9y = 2 — 12t + 9¢? si et seulement si

9a —6b+ 2¢c=2
9b — 12¢ = —12 (%)
9¢c=9

Or, on établit par remontées successives que

(¥) <= a=0,b=0,c=1

f 1t~ t? est une solution particuliére de I’équation différentielle 3/ — 6y’ + 9y = 2 — 12t + 9¢2.

O
3. Déterminer toutes les solutions de I’équation différentielle
y" — 6y + 9y =2 — 12t + 9¢*
Démonstration. D’aprés les deux questions précédentes, les solutions sont de la forme
ts N Fu)e® +12 (W p) €R?
O
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