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Préparation estivale 2023

Analyse - niveau 3 (correction)

I. Déterminer la régularité d’une fonction

« La définition suivante est hors-programme, I’exercice est un entrainement a raisonner sur des notions
nouvelles.

Une fonction f est continue par morceaux sur [a,b] s’il existe une subdivision
ag=a<a <--<ap=>b telle que pour tout i € [0,n — 1] :

x [ est continue sur |a;, aj+1],

x [ admet une limite & droite finie en a;,

x [ admet une limite a gauche finie en a;y 1.

On note alors fz le prolongement par continuité de f sur [a;, a;y1].

En notant F; une primitive de fz sur [a;,a;t1], on peut alors définir I’intégrale de a a b de la
fonction f :

Exercice 1
On considére la fonction :

1. Démontrer que la fonction f est continue par morceaux sur [—4,4].

/ab F(t) dt =

ajg

n
2.
=1

filt) dt = ; (Fi(a;) — Fi(ai1))

a;—1
f R —- R
0 six<—1
T T si—-l<z<l1
In(x)

Démonstration.

La fonction f est continue sur [—4, —1[ car est nulle sur cet intervalle.

X

sinon

La fonction f est continue sur | — 1, 1[ car polynomiale sur cet intervalle.

La fonction f est continue sur |1, 4[ car est le quotient g—; ol :

x g1 :x — In(z) est continue sur |1, 4],

X g2 T T

— est continue (car polynomiale) sur |1,4].

— ne s’annule pas sur |1, 4].

De plus, les limites & gauche et a droite en les points —1 et 1 sont toutes finies :
X lim f(l') = 0,
r——1-

lim f(zx)=-1,

X

z——11

x lim f(x) =1,
T—1~

x i =0.
S, 1@)

On en déduit que la fonction f est C, (continue par morceauz) sur [—4, 4].
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2. Justifier 'existence et calculer la valeur de 'intégrale suivante : / f(u) du.
-4

Démonstration.

4
« La fonction f est CY, sur [—4,4], donc l'intégrale / f(x) dz est bien définie.
-4

e Par définition :
/4f()d /_1f()d +/1f()d +/4f()d
T X = €T T T X T T
—4 —4 -1 1
—1 1

4
:/ 0dx+/ xd:v+/ m(@) 4,
—4 -1 1 €T

B 22 (In(x))>? 4 (on feconnfﬁt laaforme
b ) A
= % [22] +5 [(n(@)?]

= 5~ ) 4 (n(4)? ~ Ona)T?)

1 _ 4(In(2))*

= 3 (2In(2))* = 5 = 2(In(2))?

Commentaire \

« La fonction f N’EST PAS continue sur [—4, 4] car elle n’est pas continue en —1 (ni en 1).
Elle est par contre continue par morceaux sur [—4, 4] ce qui suffit pour démontrer que I'intégrale
f_4 4 f(t) dt est bien définie. On la calcule en appliquant la définition d’intégrale dans le cas
de telles fonctions : il s’agit de calculer les intégrales sur chaque « intervalle de continuité »
[a;, ais1] (Cest la fonction f; qui est continue sur [a;, a;41]).

o Méme si le calcul se fait en découpant sur des intervalles, ce n’est pas pour autant une appli-
cation du théoréme de Chasles. Le théoréme de Chasles s’applique apreés avoir démontré que
I'intégrale existait (¢f cours) et ne sert donc pas a la définir.

o On place ci-dessous une représentation graphique permettant de comprendre comment est
définie I'intégrale sur un segment [a, b] d’une fonction f qui est CY, sur [a, b].

La fonction f est continue par morceaux sur [ag, ag] car
elle vérifie les propriétés suivantes.

] « La fonction f est continue sur [ag, a1].
« La fonction f est continue sur Jaj, ag|.
« La fonction f est continue sur |ag, ag).

« La fonction f admet des limites finies (éventuellement

non égales) a gauche et a droite de a1 et as.
ap =a a;  a a3 ="b O
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3. Ecrire un programme en Python permettant de tracer le graphe de f au dessus du segment [—4, 4].

Démonstration. On propose le programme suivant :

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3

4 def f(x):

5 if x <= -1:

6 return O

7 elif x < 1:

8 return x

9 else:

10 return np.log(x) / x

11

12 abscisse = np.linspace(-4, 4, 1000)
13 ordonnee = [f(x) for x in abscissel
14 plt.plot(abscisse, ordonnee)

15 plt.grid()

La fonction f étant définie par morceaux, on utilise une structure conditionnelle (& l'aide des
commandes if, elif et else) pour définir la fonction f en Python.

La commande np.linspace(-4, 4, 1000) permet de créer une liste (ou un tableau unidimen-
sionnel, c’est pareil pour Python) qui contient 1000 nombres réguliérement espacés, commencgant
& —4 et finissant a 4.

On utilise ensuite une fonctionnalité de Python permettant de créer une liste par compréhension.

Ainsi, la commande [f(x) for x in abscisse] crée la liste contenant tous les nombres f(z)
pour z variant dans la liste abscisse.

Pour bien comprendre ce que fait plt.plot, notons xg, x1, ..., Zggg les nombres contenus dans la
liste abscisse et notons yo, y1, - - -, Yogg les nombres contenus dans la liste ordonnee. On rappelle
que, par construction, y; = f(z;).

La commande plt.plot(abscisse, ordonnee) trace tous les points de coordonnées (x;,y;) =
(x4, f(x;)) et les relie, dans l'ordre, par un segment de droite.

On obtient bien une approximation du graphe de f si le nombre de points est suffisamment élevé,
puisque le graphe de f est par définition

{(z, f(2)) € R? | z € [-4,4]}

La commande plt.grid() permet de tracer des lignes en dessous du graphe pour mieux visualiser
les valeurs prises par la fonction f.

Le tracé fait par Python fait apparaitre deux segments de droites verticaux, qui ne
devraient pas figurer sur un tracé a la main. Ces segments relient deux points qui sont de
part et d’autre d’'un point de discontinuité de f.
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II. Comparaison séries / intégrales

Exercice 2

1. On considére dans la suite une fonction f continue et décroissante sur R.
k+1
a) Montrer : Vk > 1, f(k+1) < / ft)dt < f(k).
k

Faire apparaitre sur une méme représentation graphique ces trois quantités sous forme d’aires.
(cela ne constitue pas une démonstration)

Démonstration.
Soit k > 1. Soit t € [k, k + 1] (autrement dit : k£ <t < k+1).
Comme f est décroissante, on a :

flk+1) < f@t) < f(k)
Ainsi, par croissance de 'intégration (les bornes sont bien ordonnées : k < k+1) :

k-+1 k41 E+1
/k flk+1) dt </k f)dt < /k Fk) dt

flk+1) = (K+1) = K) f(k+1) (K+1) - K)f(k) = [f(k)

N
=
=

k+1
VE>1, f(k+1) < / F(t) dt
k

ki \
k+1
CIfk+1) [ /k ) de k)

b) Montrer que, pour tout n > 1, on a :
n+1

n+1 n
S fk) < / FO dt < S fk)
k=2 1 k=1

Faire apparaitre sur une nouvelle représentation graphique ces trois quantités sous forme d’aires.
(cela ne constitue pas une démonstration)
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Démonstration.
Soit n > 1. En sommant les inégalités de la question précédente, on obtient :

n

S fk+1) < z/ W dt <SS k)
k=1 k=1 Jk
+1

k=1
I
n+1 n
5 K
n+1 n+1 n
e SIS R UR Wi
k=2 1 k=1

Représentation graphique : avec n =4

T . T
1 5\ 1 5\

5
Dm0 @[ foa O 5w -
k=2 1

¢) Démontrer enfin que, pour tout n > 2, on a :

n+1 n n
/2 fdt < S fh) < [ f) at

k=2 1

Démonstration.
Soit k> 2. Soit t € [k,k+1].Ona:t—1 < k < &
Comme f est décroissante, on a :

) < flk) < fE=1)

Ainsi, on a :

k1 k41 k41
/k 1) dt < /k F(k) dt </k FE—1) dt

I I
k

(K +1) = k) f(k) f(u) du

k—1

(le calcul de droite est obtenu par le changement de variable| u=t—1 |)
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Par sommation de ces inégalités, on obtient :

n k+1 n n k
> [ swa < S o< [ qwa

k=2 k=2
I 1
n+1 n
/ f(t) dt / ft) dt
2 1
n+1 n n
w2 [ pwd < 3w < [ d
2 k=2 1 [
. . . 1
2. On considére maintenant la fonction f: ¢ +— r
a) Démontrer que pour tout n > 1, on a :
no1
In(n+1)-In(2) < 3. 1 < In(n)
k=2
Démonstration.
1
 Notons tout d’abord que f:¢+— n est décroissante et continue sur [1,4o00].
e Soit n > 2. D’aprés la question 1.c¢), on a :
nHlg o1 "1
/ Sdt < Y - < / ~dt
2 t f=2 k 1t
I I
In(n+1)—In2) = [m(e) " [n(t) " = In(n) - Inft]
1
e Sin =1, alors, par convention : —=0
k=2 k
OrIn(1+1) —In(2) =0 et In(1) = 0. Donc on a toujours :
n 1
In(n+1) -In(2) < >0 + <In(n)
k=2
L
Vn>1In(n+1)—In(2) < > — <In(n)
k=2 k O
: L
b) En déduire un encadrement de ) =
k=1
Démonstration.
Soit n > 1.
no1 1 no1 no1
« On remarque : —=—4+ > —=1+> -
=1k 1 i3k =2 k
o D’aprés la question précédente, on a :
L
l+In(n+1)—In(2) < 1+ > z < 1+1In(n)
k=2
D’ou :
L
In(n+1)+1—-1In(2) < > z < 1+ 1In(n)
k=1
noq
Vn>=1,Inn+1)+1-In(2) < > — < 1+In(n)
=1k O
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¢) En déduire : — ~ In(n).
k‘:1 k‘ n——+oo
Démonstration.

D’aprés la question précédente, on a :

In(n+1)+1—1n(2) o kélllﬁ o 1+In(n) 1 1
In(n) S In(n) © In(n)  In(n)

« Etudions le membre de gauche.
x Tout d’abord :

ooy (0 (143))

In(n) In(n) In(n) =1+ In(n) n o0 L

1—1In(2
x Ensuite : ﬂ — 0

In(n) n—+too
In(n+1)+1—1In(2)
In(n) n—s+00

Ainsi : 1.
« Etudions le membre de droite.

1
— 0 donc 1+ —
In(n) n—+oo In(n) n—+oo

n
kzl

= — 1.
ln(n) n—-+00

=

On en déduit, par le théoréme d’encadrement :

no1
Ainsi, on a : -  ~ In(n).
" 1
d) Quelle est la nature de la série Y. —7?

n=>1 n
Démonstration. 0 1
Comme In(n) — +o0, on a, d’aprés la question précédente, > — — Ho00.

n—-+00 k—1 k n—+oco

1
La série Y, — est donc divergente.
n>1 n O

1
3. On considére maintenant la fonction ¢ : ¢ — ——— sur [2, 4o0].

tin(t)
a) Soit n > 1. Calculer / dz.
2 z In(x)
Démonstration.
1 g n+l 1 -
/2 znz @ = /2 Z—de = [In(|lnz) |, = In(ln(n + 1)) = In(In(2)).

n+1 1
/2 m dx =In(In(n 4+ 1)) — In(In(2))
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b)

d)

1
kn(k)

n+1
A T'aide de ce qui précéde, comparer / dr et Z
9 T ln( )

Démonstration.

La fonction f:x +— est décroissante sur [2, +00[.

1
x In(x)
En effet, elle est dérivable (méme de classe C*) sur [2, +oo[ en tant qu’inverse de la fonction
x— x In(z) :
x dérivable (méme de classe C*°) sur [2,+oo[ par produit de fonctions dérivables (méme de
classe C*°) sur [2, +o0|.
x et qui ne s’annule pas sur [2, +00].
1+ In(z)
(e In(2))?

Et pour tout x > 2, on a : f'(z) =

n 1 n+1 1
Ainsi, d’apreés la question 1.c), ona: ) > / dx.
— n 2

1
En déduire la nature de la série ) .
nx2 N ln( )

Démonstration.
D’aprés les questions précédentes, on a :

n n+1
> klr}(k) g /2 xhll@g)dw = In(In(n + 1)) — In(In(2))

Or, par théoréme de composition des limites : 1ir_ir_1 In(In(n+1)) = ll)Iil In(In(n)) = +oc.
n—-+0o0 n (o0}
Ainsi, Y. s oo
sl 2 Tl nore T

La série est donc divergente.
rgz nln(n) 0

Ecrire en Python une fonction sommeSI qui :

x prend en paramétre une variable n,
n

x renvoie la valeur de —_
&, (k)

Démonstration.

def sommeSI(n):
S=0
for k in range(2, n+1):
S=8S+1/ (k * np.log(k))
return S

Jov e o =
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