Feuille 1. Rappels élémentaires et compléments

sur les fonctions numériques

Exercices d’application du cours

Exercice 11.1

Déterminer l’ensemble de définition des
fonctions suivantes.

a. firz—>V3x+2

b. fo:z— ln(x21+23:—3)

C. f3:$'_>71n(x—2)
1
d. fire— ————
Jazw —x2 4+ 3x — 2
1
e. f5:x—

(2?2 — 6x) (2% — 22+ 1)
ferx— Va2 +az+1
frix—= Va2 —-5z+6

fs:z = In(z? — 2z +1)
2z -1
fg:m|—>ln< )

S5 W@ -

3x +1
jo fiorz—In(z+3)+In(2x+1)

Exercice 11.2

Montrer que les fonctions suivantes sont

paires.

xZ —T

a. flzR—>R,x»—>e te

1
b. forR—>R,z— ——
f2 T T

Exercice 11.3

Montrer que les fonctions suivantes sont im-

paires.
et —e "
a. flzR%R,xHT

1
b. for:R* >R,z +— —
xr

Exercice 11.4

définition de

puis encadrer f(x)

Donner I’ensemble de

frx — 7(6—3:1:)2
lorsque x € [0;1].

Exercice 11.5

Donner l’ensemble de définition de
fioz e1-2)° puis encadrer f(z) lorsque
x € [2;4].

Exercice 11.6

1) Montrer que f : z — 32?4224 1 admet
un maximum et un minimum sur [—1;1]
que 'on déterminera.

2) En déduire que f est bornée sur [—1;1].
3) Mémes questions en remplagant [—1;1]
par [—2;2].

Exercice 11.7

4z

24 x
admet un maximum et un minimum sur

1) Montrer que la fonction f : x +—

[0;2] que 'on déterminera.

2) En déduire que f est bornée sur [0;2].

Exercice 11.8

Ecrire sans les valeurs absolues les nombres
suivants ’\/5— 1‘ et [T — 5.
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Exercice 11.9

Donner la valeur des quantités suivantes en
fonction de x.

a. |z —1]

b. |z + 2]

c. |z —1|+ |z +2

Exercice 11.10

Montrer que, pour tout z € R, |—z| = |z|.

Exercice 11.11

Résoudre les (in)équations suivantes.
a. [z4+7 =1
b. 2z — 3| = |z + 1

|z +2|=—6

|z +2[=6

|z — 1] = |z + 1|

2z +3[—-2—z|=1

|20 — 3|+ |z + 1] =2

|x| >3

e+ 1| <4

|—2x + 1| < 4

|lx+2] >3

|z + 2| > -2

m. -3z +1| <1

n. |6z —1] >3

0. 2z —1| < |z —1]

p

q

0@ - 0 2 0

-5

e+l =]z -1 >3
V(e—12=z-5

Exercice 11.12

1
1) Simplifier A =3In3 —In (9)
In16 +1n8
2) Simplifier B = ———M8Mm—
) Simplifier 10In2 + Ind
forme d’un nombre rationnel.

3) Développer au maximum C = In(v/96).

e’ x 12

4) Simplifier ln< —

sous la

—5 5 | sous la forme
e bxe

m+nln2+ pln3 avec m,n,p € Z.
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Exercice 11.13

Résoudre les (in)équations suivantes :
a. In(z+2)=1
In(2x + 1) > In(2? + 2)
3Inz +In(z?) < 51n2
In(z% 4 2) = In(z + 3)
In(lnz) <0
In(z? - 1) —Inz <0
In <2x — 1) _ 9
r+1

In(2z) + In(z + 1) > 2

- 0 2 0 T

T ®m

Exercice 11.14

2¢t x e72 4 €2

et x b

Simplifier A =

Exercice 11.15

Résoudre les (in)équations suivantes :

a. 2t =4

b. e%e®tl =1

c. el 350

Exercice 11.16

Mettre sous forme exponentielle les quanti-
tés 2% et x>
Exercice 11.17

, , . 2
Résoudre I'équation z3 = 2.

Exercice 11.18

Résoudre dans N I'inéquation 0,99" < 0,5.

Exercice 11.19

A-t-on, pour tout z € R, 2 || = |22 ?

Exercice 11.20

Montrer que, pour tout n € N et tout
zeR, |z+1] = |z]+1.
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Exercice 11.21

Pour chacune des fonctions suivantes, don-
ner ’ensemble de définition et la fonction
dérivée.

a. fiiz—ad+z+3
fg: X — 3(1’2 +4)
fa:x— (=22 + 3)(5z — 3)
foixe (22 —17)2
f5: T = v —4
fe:xr—e
fr: x = In(—2x + 5)
fa:x = 2ay/x
forx— i

e ng©o

=0 - o

fiogrz—x

o

f11:$D—>

f12:a:>—>%—|—ln(x +1)
fiz:z—e”
fuurx—zhe
fis:z—>Vr+6

fie:  — In(z? + z + 1)

2z+1
fir: Tz e=t2

~ 2 v o s 3

1
f18: T Tz

flgil’*—)(

v

t. foo: x>

Exercice 11.22

Dans l'exercice précédent, calculer pour
chaque fonction I’équation de la tangente a

sa courbe représentative en a = 1.

Exercice 11.23

Montrer que pour tout r € R,e* > z + 1.

Exercice 11.24

Montrer que pour tout z € R ,Inz < z—1.

Exercices d’approfondissement

Exercice 11.25 - xx

Donner les ensembles de définition des fonc-

tions suivantes.
In(e™® — €?)

- J e B )

b. o 16 — 22
- 9|

o 222
o —2z+5

Exercice 11.26 - x

Quelle est la parité des fonctions suivantes :

1 2
a. flzxr—>ln(w+ )
x_
1 2 $3
b. T X
fo: (x2+1> V322 15

c. f3: x> x(2z+3)%In(2® + 1)

In(z2)
d fiiz— —/——
Jazz er® + x4 + 222

Exercice 11.27 - xxx

Démontrer les affirmations suivantes :

a. La somme de deux fonctions
(im)paires est (im)paire.

b. La multiplication dune fonction
(im)paire par un nombre réel reste
(im)paire.

c. Le produit ou le quotient de deux
fonctions paires est pair.

d. Le produit ou le quotient de deux
fonctions impaire est pair.

e. Le produit ou le quotient d’une fonc-
tion paire par une fonction impaire (ou
d’une fonction impaire par une fonction
paire) est impair.

f. La composée de deux fonctions im-
paires est impaire.

g. La composée go f d’une fonction paire
g avec une fonction impaire f est paire.

h. La composée go f d’une fonction quel-
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conque g avec une fonction paire f est paire.

Exercice 11.28 - xxxx

Démontrer les propriétés sur la somme, le
produit avec un réel, le produit et la com-
posée de fonctions monotones et strictement

monotones.

Exercice 11.29 - x

Ecrire les nombres suivants sans valeur ab-

solue :
a. A=|-6|
b. B = 2*3‘
_h_
15
d. =|-3|—|-3+1]
e. I'= 1—1’4—‘14-1’
T 2 2
f. F= 676‘

g. G=|4In6 — 21n4|

Exercice 11.30 - x

Ecrire les quantités suivantes en fonction de
x, sans valeur absolue :

a. A(z) = |z + 5|+ |2z — 6]

b. B(z) =222+ 3| — |4 — z|

Exercice 11.31 - x

Simplifier 422 — 8x + 4 a 'aide de la va-

leur absolue.

Exercice 11.32 - xx

Résoudre les (in)équations suivantes.

a. |[x—e|=-2

b. |z +5/ =6

c. lz+1—-1=|z—1]
d. [5e+3|=1-2z
e. [r+1]<3

f. lx—1]>3

g lz+1|+[z—1]>2
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h. |z -1 < |z — 3|+ 22

Exercice 11.33 - x

Exprimer uniquement a ’aide de In2 les
quantités suivantes :

a. A=In8

b. B =In(v?2)

c. C=In6—-1n3

d. D =1n(2¢?)

Exercice 11.34 - xx

Simplifier au maximum les expressions sui-

vantes :
a. A == €T$
b. B=¢" — (&)?
61’2+2a}
C. C = G(Q?T)z
d D— In(2x)
Inx
e. £ = 6211136
f. F=1In(2z) —Inz
o)
T
h. H=1In(V3+Vv2) +In(vV3 - v2)
i. I =1In(e") —In(e?) 4 In(ve)
1
j- J=In(e*Ve) +1n <>
e
In(e’)
k. K = —=%
In(e3)
I. L= 622$6_$
e —2x(eac)2
m. M = TleyE
A /65x+3
N N = 3 8a+1
2
0. O=1In (e X324 X €2>
e

Exercice 11.35 - xx

Résoudre les (in)équations suivantes :
a. In(1+e€")—2=0
b. n(z—1)—In(z+1)=0
c. In(2z) <1
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d. In(2-2%) <0 b. fo: x> 3z +9
e. 3771 _1<0 —7:c—|1—1
oo <! ¢ fire T
3 22 +1
g. (Inz)*+3nz+1=0 d. firxe ——
1 ety
h. ex_|_1<1 e. f5:x|—>m
i. Inz)? +3lnz+2=0 5
Joe = €+1— "6 2?2+x+1
k. ln(:c+3):§(lnx+ln3) g fr:x— —3In(z® — 3z +5)
h. fs: x> 2e 7*H

fo: s 27
1
. flor x> Ve

Exercice 11.36 - xx

e

Soit f la fonction définie sur R par N
f@) = 2]+ (lz) - o). k- fusz e <x_1)
1) Montrer que pour tout = € R,

lz+1] = |z] + 1.

2) En déduire que pour tout z € R,

Exercice 11.39 - xxx

flx+1) = f(z) + 1. Quen déduit-on pour Donner I'ensemble de définition, la dérivée
la courbe représentative de f ? et les variations des fonctions suivantes.
3) Représenter C; sur [0;1] puis, a l'aide a. firz— o+ -
de la question précédente, sur [—3;3]. La b. foraz >z — 1
fonction f semble-t-elle continue ? 1
C. f3: T -3
X
Exercice 11.37 - xxx d. fi:x— z’e”
. X =
Soit d la fonction définie pour tout = € R (: f5iw w;/igﬁ L
par d(z) = x — [z]. On lappelle la fonction Jorwime )
. . . g frix—In(z”+1)
partie fractionnaire. 1
1) Calculer d(3,786453),d(7), d(—2,3456). h. fg: 2 —In (x - x)
2) Montrer que, pour tout =z € R, i forx 21'
d(z + 1) = d(x). Que peut-on dire de d? z=+5

3) A quelle fonction d est-elle égale sur
[0;1]. Exercice 11.40 - xx
4) En déduire I'image de d.

Etudier les variations de la fonction définie
5) Montrer que, pour tout = € R : 2

x
sur Ry par f(x) = 1—:13—1—?—6_m puis mon-
2

_ x
d(z) =0 <= z € Z trer que pour tout z € Ry, e < 1—o+—.

2
Exercice 11.38 - xx
Donner ’ensemble de définition et la dérivée e (Ll -
des fonctions suivantes. 1) Soit u, v, w trois fonctions dérivables sur
a. fi:x— —br?+8x—4 un intervalle I. Montrer que uvw est déri-
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vable sur I et que :
(wvw) = v'vw + wv'w + vow'.

2) Calculer la dérivée de la fonction f :
x> 22es+/1 — z définie sur 1051

Exercice 11.42 - x

1 1
1) Mont tout z > 0, < .
) Montrer que, pour tout z \/x—i—S \/a:+1

2) Montrer que, pour tout )z € R, e**! e@tD)?,
3) Encadrer les fonctions suivantes :
a. z— 2% sur [—1;1].
b. 2 — ™" sur [2;4].
C. T ———— 0;1].
x n(l =27 sur ]0; 1]
Exercice 11.43 - xx

2
x
1) a. Montrer que z € Ry, e > 1+ z+ —.

2
1 1
b. En utilisant la méme méthode, en déduire que, pour tout x € Ry, e® > 14+ x + 5302 + 6.%'3.
c. Conjecturer une généralisation de la question précédente.
x
2) Montrer que pour tout z € Ry, In(1+2) >z — 5
, a b
3) Soit a,b € R’,. Etudier les variations de la fonction définie sur R’} par f(z) = — + —. En
x T
P . a b a
déduire que pour tout x € R}, — + — > 2 7
T

N | —

4) Montrer que, pour tout z € ]0;1[,2%(1 — z)'™* >

Exercice 11.44 - x

Soit f définie par f(z) = ——
X

T
1) Donner I’ensemble de définition de f.
2) Etudier les variations de f.

3) Tracer la courbe représentative de f en s’appuyant sur les questions précédentes.

Exercice 11.45 - xx

e(E

SOlt f déﬁnle par f(flf) = m

1) Déterminer Dy.

2) Démontrer que f est paire.
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T(1 — et
3) Démontrer que f est dérivable sur R et montrer que Vz € R, f'(z) = M.
e
4) Donner le tableau de variations de f.
1
5) Montrer que, pour tout x € Ry, —3 < f(z) 0.

lx-i-% < f(x).

6) Montrer que, pour tout = € Ry, ~3

Exercice 11.46 - xx

On définit les fonctions ch (cosinus hyperbolique) et sh (sinus hyperbolique) par
et +e " et —e " . . o x
ch(z) = —5 et sh(z) = — Soit également f la fonction définie par f(z) = b
sh(x

1) Etude des fonctions cosinus et sinus hyperboliques
Quels sont les ensembles de définition de ch et sh?
Etudier la parité de ch et sh.

Etudier les variations de sh. En déduire son signe.
Etudier les variations de ch.

Montrer que, pour tout z € R,chx > shz.

-0 Qa0 T

. Tracer les courbes représentatives des deux fonctions.
2) Etude de la fonction f
a. Donner I'ensemble de définition de f 7
b. Etudier la parité de f.
c. Pour tout = € R, on pose g(z) = shx — z chz. Etudier les variations de g et en déduire
son signe.
d. En déduire les variations de f.
e. Tracer la courbe représentative de f.
3) Quelques formules
a. Montrer que, pour tout z € R, ch?(x) — sh?(x) = 1.
b. Montrer que, pour tout a,b € R, ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b) = ch(a + b).
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