Epreuve n°l

ECG

CONCOURS BLANC N°1

Option Economique

MATHEMATIQUES

3 Septembre 2024

Exercice n°1

Un jeu vidéo comporte N phases de jeu : niveau 1, niveau 2, ... niveau N. On suppose que N est un entier au
moins égal 3. Le jeu commence au niveau 1. Ensuite, il faut réussir un niveau pour passer au suivant et ainsi de
suite jusqu’au dernier niveau. Le jeu s’arréte si I’on a échoue a I'un des niveaux ou si l’on a réussi tous les niveaux.
On suppose en outre que, lorsqu’on parvient au niveau k € [1, N], la probabilité de réussir ce k-iéme niveau est
égale 1/k.

On désigne par Xy la variable aléatoire donnant le nombre de niveaux entiérement franchis au moment ou le
jeu s’arréte. Ainsi, pour k = 1,2,..., N — 1, I'événement (X = k) signifie que 'on a échoué au niveau k + 1, et
I’événement (X = N) que l'on est vainqueur du jeu.

1. Démontrer que : P (Xy =k) = ; pour k=1,2,..N—1letque P(Xy=N)=—.

(k+1)

Soit Ay l’événement « le niveau k est franchi ». On a alors, pour k <n
Xy =kl=A1NAsN--NA_ 1 NA,NAp
On utilise le théoréme des probabilitées composées
P(XN =k) = P(A1)Pa,(A2)Pa,na,(As) X - Pa,nna,_ (Ak) Paynna, (Aki)

L’énoncé nous dit « lorsqu’on parvient au niveau k (k = 1,2,...,N ), la probabilité de réussir ce kéeme niveau est

1 1 1
égale 1/k ». On sait donc que P(A1) = =, Pa,(A2) = =, Pa,nna,_, (Ak) = a De plus

2 2
1 k
PAlm»nAk(AkH) =1- PA1D»--ﬂAk(Ak+1) =1- m = m
Donc R . f
P(Xy=k)==Xx =X - X =
(K =k) = 3 g g x X
Ce qui montre que
k
P(X k)= ——
v =k =G

Remarque : Cette formule est juste aussi pour [Xy = 1] = Ay N Ay
On a aussi
[Xn=N]=A1NAyN---NAx
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En utilisant le théoréme des probabilitées composées :

1 1 1 1
P(Xy=N)==x2=x---
Ky =N)=gxgx o1y
P k=1,2,..N -1 P(Xy=k)= r PX—]V—1
ourk=1,2,..N—1onaP(Xy= >_(k+1)! et P(Xy = )_ﬁ
* % *

2. Calculer E(Xx + 1). En déduire que E (Xy) = Sy — 1 avec

1
k=0
Que vaut lim FE (Xy)?

N——+oco
REPONSE:

Comme la variable aléatoire X + 1 est a support fini égal a [2, N + 1], elle admet donc une espérance et

N
EXy+1)= Z(k +1)P(X, =k) théoréme de transfert
k=2
N-1
k N+1
= (k+1) Gt 1) + ]\_; question précédente
= ! !
N-1
1 N 1
= = 1) + Nl + %l simplification factorielle
P ! ! !
= NZ_Z L + ! + ! changement d’indice
TR (NS N g

’ E(Xy+1)= Sy ‘

Or on sait que E(Xy + 1) = E(Xn) + 1, donc

| B(Xy) =Sy —1 |

On reconnait en Sy, la somme partielle de la série exponentielles, donc

lim SN =€
N—+400

donc

NlirJIrlooE(XN) -l

%k ok
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3. Exprimer E [(Xy + 1) (Xy — 1)] l'aide de Sy—3. En déduire V (X ) en fonction de Sy Sn—3 et N.

REPONSE:

N
E{(Xy+1)(Xy—1)] = Z(k —1)(k+1)P(Xny =k) théoréme de transfert
k=1
N-1
k (N-1)(N+1) .
= k (k:—l)(k:+1)(k+1>! + N question 1
=1
N-1
k (N-1)(N+1)
= E—1)(k+1
R T
N-1
1 (N -1)(N+1) s .
= propriétés factorielle
— |
P (k—2)! N!
N-3
1 N-1)(N+1
= -+ ( ])V(' +1) changement d’indice
— k! !
N-1)(N+1
= SN-3+ ( J)V(! )

N—-1)(N+1
B[(Xy +1) (X~ 1)) = Sy + DD
On a donc
E[(Xy+1) (Xy—1)] = B(X{ —1)
= B(X?) -1
Donc N DN+ 1
B(X2) =1+ Sy + DD
En utilisant la formule de Koenig-Huygens
V(Xy) = B(XY) - E(Xy)*
N—-1)(N+1
=14+Sy_3+ ( ])\7(' +1) (Sy —1)? questio ns précédentes
N—-1)(N+1
:SN_3+( ) )—S?V—FQSN
N!
N-—-1)(N+1
V(XN):SN,E;—F( ])V(' i )—5]2\;+23N
* ok ok
4. Montrer que lim V (Xy) = 3e — e%
N—+o0
On a comme dans la question précédente
lim Sy_3=e lim Sy =e lim S% = €2
N—+o0 N—+o0 N—+oo
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De plus pour N € N*, N —1 < N donc

_(N-D(N+1) _ N(N+1)

U< N! =N
Puis
0 (N-1)(N+1) - (N +1)
h N! (N —1)!
et finalement
Og(N—l)(NJrl)g(N—l)_i_ 1
N! (N-1)!  (N-=1)
et N It
0< (N=-1)(N+1) < 1 . 1
N! (N-=2)! (N-1)!
Comme lim N! = +oo, et en utilisant le théoréeme des encadrements
N—+o0
o (N-D((N+T)
NEEEbo N! =0
Ce qui nous permet de conclure que
li Xn) =3e— e
NlHLOV’( N)=3e—e
* k%
1
2 import numpy.random as rd
3
4
5 def jeux(N):
6 nf=0
7 while (rd.random()<1/(nf+1))and (nf<=N):

10

11

12

13

14

15

16

17

18

nf=nf+1
return nf

N=10%x*7
nbexp=10"5 # un grand nombre d’expériences
m=0
for i in range (nbexp)
m=m+jeux (n)

print (m/1000000)
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5. Exercice n°2

Toutes les matrices de cet exercice sont des éléments de My (R), des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients
réels. On note I la matrice identité de Ma(R). On dit qu’un élément A de My (R) est colinéaire & I, s'il existe un
réel A tel que A = Al

On définit les deux applications suivantes de M>(R) dans R, notées d et ¢ par : pour tout élément A = (a; j)1<ij<2
de M3 (R),
d(A) = a11a22 — a1 2021 et t(A) =a11 +az2
1. Soient (4, B) € Ma(R)?.
(a) Calculer d(27). En déduire que d n’est pas linéaire.

REPONSE:

On a2l = ((2) g) done d(2I) =2-2—0-0=[4] alors que d(I) = 1. Donc d (2I) # 2d (I).
Conclusion : ’ d n’est pas linéaire.‘

k) %k ok

(b) Montrer que d(AB) = d(A)d(B).

REPONSE:

Soit A = HAE et B = b biz
a1 G2 ba1  bao
(a1 aiz) (b1 b2\  [a11bi1 + a12ba1  a11b12 + aiobao
On a alors A B = —
a1 a2 ) \bar b2 a21b11 + az2ba1  az1b12 + aznbao

d(A)d(B) = (a11a22 — a12a21) (b11b22 — b12b21)

= a1a22b11b22 — a11a22012b21 — a12a21b11b22 + a12a21012021

et

d(AB) = (a11b11 + a12b21) (a21b12 + a22b22)
— (a21b11 + ag2b21) (a11b12 + ai2bo2)
= a11a21b11012 + a11a22b11b22 + a12a21012b21 + a12a22b21b22
— la11a21b11b12 + a11a22b12b21 4 a12a21b11b22 + a12a22b21b22]

= a11a22b11022 + a12a21b12b21 — a11a22b12b21 — a12a21b11b22
— d(A)d(B)

Conclusion : ’d (AB) = d(A)d(B) pour toutes matrices A et B‘

k) 3k ok

(c) En déduire que si il existe une matrice P € GLy(R) telle que A = PBP™!, d(A) = d(B).

REPONSE:

Si A et B sont semblables, il existe P tel que A = PBP~!
Donc d(A) =d (PBP™') =d(P)d(B)d(P™')=d(P)d (P ")d(B) =d(PP'B) =d(B)
On peut aussi remarquer que d (PPfl) =d(P)d (Pil) d’une part et d (PP”) =d(I)=1.
Donc d(P™') =d(P)™" etd(A) =d(PBP™')=d(P)d(B)d(P™") =d(B)
Conclusion : ’ si A et B sont semblables, on a : d(A) = d(B). ‘
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%k ok

2. Soient (A, B) € Ma(R)?, A € R.

(a) Montrer que ¢ est une application linéaire.

REPONSE:

t est définie sur Ms (R) a valeurs dans R donc application de Mo (R) dans R.

. ail a2 bi1 b2 aarr + Bbi1 aarz + Bbro
Soit A = tB= d A B =
o <a21 a22> ‘ (1721 b22> oncad+f (aagl + Bba1  aage + b

t (@A + BB) = aarr + Bbir + caz + b
= a (a1 + az) + B (bi1 + b22)
= at (A+) Bt (B)

Conclusion : ’ t est une application linéaire de My (R) dans R ‘

* 3k 3k

(b) Donner une base et la dimension de Ker(t) et Im(t).

REPONSE:

On aIm (t) C R et elle nest pas réduite a {0} (t(I) =2 ). Im (t) étant un sous espace de R on a donc
Conclusion : ’Im (t) =R et dim (Im (¢)) =1 ‘ Le théoréme du rang donne alors ’dim (Ker(t))=4—-1=3

* %k ok

(c) Montrer que t(AB) = t(BA).

REPONSE:

Soit A = <a11 a12> et B = <b11 bm) et donc

a1 G2 bar  bao

_ (a11b11 +a12b21  ai11b12 + a12b
AB = et
a1b11 + ag2ba1  az1bia + aznbar

t (AB) = a11bi1 + a12ba1 + ag1b12 + agbas et

_(a11b11 +a21b12  a12b11 + az2bi2
BA =
a11b21 + a21baa  aizbar + aobar

t (BA) = a11bi1 + a21b12 + ai2ba1 + azabaa

Conclusion : ’ si A et B sont deux éléments de Ma (R) on a : t(AB) = t(BA) ‘

* % %

(d) En déduire que si il existe une matrice P € GLy(R) telle que A = PBP™ !, t(A) = t(B).

REPONSE:

Donc si A et B sont semblables avecA = PBP™" on at(A) =t (PBP™") =t(PP 'B) =t(B)
Conclusion : ’ si A et B sont semblables, on a : t(A) =t(B).

* 3k 3k
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3. Soit A € M3(R), non colinéaire a I.
(a) Etablir Pexistence d’un unique couple (o, §) € R, A? = oA + S1I.

REPONSE:

Comme A et I sont deux matrices non colinéaires, elles forment une famille libre et o et B sont uniques.
Reste a démontrer l’emistence2:
(a1 a2 o [ af; +aza21  aiz (a1 + a) (B +aan Qa2
A= et A* = 5 et cA+ pl =
a1 a2 az (a1 + ag)  azy + ajas Qa1 B+ aazs
2
aiy + apasr = B+ aann a2 (ann + ae) = aars
2
as (a1 + age) = aazr  azy + ar2a21 = S+ aa
ce qui est vrai si (condition suffisante) o = ay; + age =t (A) et

Donc A? = aA + I <= (

2 2
B = ai; + a12a21 — aai; = aj; + ajgaz; — any (a1 + ag)
= ajpa2 — anax = —d(A) et

B = a3y + a12a21 — aagy = —d (A)
k ok ok

(b) Exprimer « et 8 en fonction de d(A) et t(A).

REPONSE:

a=t(A) et = —d(A) sont les seules solutions de A> = A+ BI.

k) 3k ok

4. Pour les cubes : Soit A une matrice de M»(R) non colinéaire & I. On note u 'endomorphisme de R? dont
A est la matrice associée dans la base canonique (eg, ez) de R2. On pose w = ey + es.

(a) Montrer que ej, ea, et w ne peuvent étre simultanément vecteurs propres de w.

REPONSE:

Si les trois sont vecteurs propres, il existe alors trois réels tels que u(e1) = ajer, u(e2) = ages et u(e; +e2) =
asz (e1 +e2)
et par linéarité : u(e; +ez) = u(e1) +u(e2) = aje; + ages.
Donc ag (e1 + e2) = aje; + agey et comme la famille (eq, eq) est libre alors ap = a3 = as.
Et pour tout vecteur v = xe; + yes on a u (v) = ayv donc u = a1ld et A = ol
La contraposée est alors
Conclusion : ’ les trois vecteurs e, es et w ne peuvent étre simultanément vecteurs propres de u‘

* %k ok

(b) En déduire qu’il existe au moins un éléments non nul z de R? tel que la famille (z,u(z)) soit une base
de R%.

REPONSE:

La famille(z,u (z)) n'est pas une base si les deuzx vecteurs x et u (x) sont liéés, donc si x est vecteur propre.
Or, un des trois vecteurs ey, ea et w n’est pas vecteurs propre et donc pour un de ces trois vecteurs (non nul)
(z,u (x)) es tlibre donc base (dimR? = 2).

Conclusion : | il existe au moins un élément non nul x de R? tel que la famille (z,u (x)) soit une base de R

X 3k 3k

(¢c) Montrer que la matrice M associée & u dans la base (z,u(z)) est de la forme , oll a et b sont

0 a
1 b
deux réels, indépendants de la base (x,u(x)), que 'on exprimera en fonction de d(A) et t(A).
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REPONSE:

On a u(x) =0z + lu(z) d’ou ses coordonénes dans la base (x,u (x))
Et comme A* = aA + BI. on a alors u* = au + BId et (u(x)) = Bz + au(z) donc avec a = B = —d(A) et
b=a=t(A) (indépendants de x )

Conclusion : | la matrice de u dans la base (z,u (x)) est <

* %k ok

(d) En déduire que la matrice A est semblable & sa transposée ‘A.

REPONSE:

(0 —d(A)
A est donc semblable o < 1 t(A) >

gt
et YA nlest pas colinéaire a I non plus, tA est semblable d < ? t(f(Af)l) )
Enfin, comme d (A) =d (*A) et t (A) =t (*A) alors

Conclusion :| A est semblable & sa transposée A

* k 3k

5. Soit A € Ma(R), A € R, et C(A) = {B € Ms(R)/AB = BA}.

(a) Montrer que C(A) est une sous-espace vectoriel de Ma(R).

REPONSE:

On vérifie les 3 critéres :
e C(A) Cc M2 (R)
o avec 0 la atrice nulle, A0 = 0A donc 0 € C(A)
e SiBetB €C(A) eta etf réels, A (aB + ﬁB/) = aAB + BAB' = aBA + BB'A = (aB + [5’3/) A
Donc aB + BB' € C(A)

Conclusion : ’C(A) est un sous-espace vectoriel de Mo (R) ‘

X 3k ok

(b) Déterminer une base et la dimension de C(A). (On discutera selon que A est ou non colinéaire a I.)

REPONSE:

Si A est colinéaire avec I alors toute matrice commute avec A et C(A) = My (R) et dim (C (A)) =4
0 —d(A) 1

Si A n’est pas colinéaire avec I alors il existe P inversible telle que A = P < 1 t(A) P
Soit B€ My (R) et B'= P 'BP = (CCL Z) on a :
_ 0 —d(A)\ o _ [0 —d(A)
AB_BA<:><1 £(A) )B_B 1 t(A)

e (0 DY (2 ) (o8 e a
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a b 0 —d(A)\ (b bt(A)—ad(A) one
()= (0 nin )
b=—cd(A) bt(A)—ad(A)=—-ed(A)
e=a+ct(A) et(A)—cd(A)=b+et(A)

b=—-cd(A) —cd(A) t(A)—ad(A)=—[a+ct(A)] d(A)
e=a+ct(A) 0=0

AB:BA<:>{

par substitution <= {

b=—cd(A)
<:>{ e=a+ct(A)

Donc C(A) = {P (‘CZ afjf‘&) Pl /ace R} et en notant M = P ( (1) —;%1) ) Plona

C(A) = Vect (I, M) famille qui est libre (si al+BM =0 alors P~' (ol + M) P =0 et al + 3 < (1] _tcéf:)l) > =0
dota=p=0)
Conclusion :‘(I, M) est une base de C(A) et donc dim (C(A)) =2 si A n'est pas colinéaire avec I‘

k k 3k
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Exercice n°3 - A ne faire que si le reste est fait.

On admet que, si une suite (ay),,cyy converge vers un réel £, alors on a : lim

On consideére la suite (u,) définie par ug = 0 et pour tout entier naturel n, u,+1 =

1. Etudier la convergence de la suite (uy,)

REPONSE:

1

n—+oo N

1 5% 89
Onaug=0;u; = —;us = —; U3 = ——.
! L= i =g T g \
On peut montrer par récurrence que pour tout n appartenant a N,0 < u,, < 1.
2
Uy — 1
o Pour tout n € Nyup41 — up = ("2>

o La suite (uy,) est croissante et majorée par 1 donc elle converge. D’aprés un théoréme de point fixe,

1
1—uy

2. Pour tout n € N, on pose w,, =

> 0 donc ’ la suite (uy) est croissante.

(a) Déterminer un équivalent de w,, lorsque n tend vers +oc.

REPONSE:

Pour tout n appartenant a N,

Wnp+4+1 —

Done i —wy) = =
onc lim (Wpg1 — wp)

D’apres la propriété donnée dans l’énoncé, on a donc : lim —

n—1
Or g (W1 — W) = Wy, — W = Wy, — 1, ainsi
k=0

n n

2 1
(b) En déduire que u,, =1 — —+o0 (—)

REPONSE:

Lorsque n tend vers 400, on a donc :

Wn,

B 1 1
_1—un+1 1—u,
1 1
1_# 1—u,
2 1
Cl-wu? 11—,
1
14 u,

n—+oo N

n—1

. Z(warl —wp) = 9

lim

n—-+oo N

—Wp =

1 n
—, d’ot w, ~ —.
5 ol Wy, 5

% 3k ok

1

n—1
Z ap = 4.
k=0

u? +1

sa limite vérifie

1 1 2 1 2 2 1
uTL:1——:1—n7:1—7X7:1—7(1—&—0(1)):1———1—0 —
wp, 5 +o(n) n  14+o(1) n n n
k sk ok
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Calculs

1. Calculer si elles existent les limites suivantes

14z +In(z)

(a) —————= en +o0.

1 + exp(z)

REPONSE:

On factorise par les termes prépondérants :

Par croissances comparées :

et

donc

e +Inx
b) ——~
(b) 224+

REPONSE:

De la méme facon :

en +oo.

Par croissances comparées :

et

donc

In(1 + 3z)

0.
97 en

(©)

On pose u = 3x.

1+z+In(z)  a X1+%+h‘—

1+exp(z) — e® 14+ L
|
lim n(z) = lim - 0
r—+o00 I r—+oo T
1 1
Iim —= lim — =0

r—+00 I r—+oo ¥

1 |
iy Lte+in(@)
z—+oo 1+ exp(z)
% % ok
e’ +lnzx e 1+ h]e@
2+x 2 1+1
1 xr
lim n(z) =0 et lim .
rz—+oo el T— 400 12
1
lim — =0
T——+00 I
) e’ +Inzx
lim 3 = 400
r—4o00 T4 4+ T

)k ok

X

- 2u
2x 3

(z)

T

In(1+3z) In(l+wu) 3 In(l+w)
=S X ——

U
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In(1
Or limu =20 et limM

=1 (tauzx d’accroissement usuel). Donc par composition :
z—0 u—0 u

_ In(1+3z) 3
hm —_— = =
z—0 2z 2

* % %

2

1 n
d (1-— .
()( n3> en +00

On passe ’expression sous forme exponentielle :

)

Comme lim — = 0
n—+oo n

9 1 5 —1 9 1 1
n“lnll—— | ~n"xXx — ouencorenln{l—— ) ~ ——
n3 ) 4oo n3 n3) 400 n

1 1
Donc lim —= = lim n°In (1 - 3> =0, et par composition :
n—+oo N n——+00 n

% 3k ok

2. Calculer les intégrales suivantes
e
(a) I :/ Inzdz
1

Si on ne connait pas une primitive de In on procede par intégration par parties. On pose alors

{u(w) = hno) , {u/(:z:) -

v(x) =

88|

Les fonctions u et v ainsi définies sont de classe C' sur [1,¢] et par IPP :

.71:/ lnxdx:[:cln(a:)]f—/ ldz=e—(e—1)=[1]
1 1

1
(b) 1'2:/0 (x+1)e "dx
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REPONSE:

On procéde par intégration par parties. On pose alors

wz) = e+l ful@) =
{ {

Vi) = e 7 v(z) =

1

—x

—€

Les fonctions u et v ainsi définies sont de classe C* sur [0,1] et par IPP :

1
B+ D+ [ et de = (o + Do+ e = 2

) %k ok

e (1 10
(c) Is = / (nz)” dz on pourra poser u = Inx
1

X
REPONSE:

e On pose u=1In(x) ou encore x = e“.

o La fonction x — In(z) est de classe C sur [1,¢].
e Ona dz=e"du.

e Sizx=1,u=0etsiz=c, u=1.

On effectue le changement de variables :

1,10 1 1171 1
0 e 0 11 0 11

% 3k ok

4
1—
(d) Iy = / Ve dx on pourra poser u = /.
1

NG

e On pose u = +/x ou encore © = u>.

o La fonction x — \/x est de classe C' sur [1,4].
e On a dzr = 2udu.

o Siz=1l,u=1letsix=4, u=2.

On effectue le changement de variables :

2 _ 2 2
I4:/ ux2udu:2/(1—u)du:2[u—u}
u 1 2
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1
(e) I5=/ "¢ dx
0
REPONSE:
X

Pour tout x € [0,1], e*7¢" = €% x . L’intégrande est donc de la forme u'e" ou u est définie par u(z) = €*.
Ainsi )

)k ok

3. Résoudre les équations et les inéquations suivantes.
(a) |z —2| > |z + 1

REPONSE:

Cette inéquation est définie sur R. Par définition on a
-2 ] > 2 1 ] > -1
w—2 =17 S S e | N
2—x sinon —1—x sinon
On distingue ainsi trois situations :
o Six < —1:
lz =22 z+1lle2-2>-1-a&2> -1
Donc tous les x €]—o0; —1] sont solutions de l'inéquation.
o Si—1<z<2: .
|z — 2| > \$+1\©2—$21+x@§2x

1
Donc tous les x € [—1; 5] sont solutions de l’inéquation.
o Six>2:
e =22 z+1ller—-—2>14+2ce -2>1
1l n’y a pas de solution.

L’ensemble des solutions est donc

S = o0 —1[U [—1;1}

2
k sk ok
(b) Va— =3
N
L’équation est définie sur R’
4
Vi—-—==3®2-3Vz-4=0u"-3u—-4=0
Vv
ot uw = \/x. On cherche les racines du trinémes, et on trouve u = —1 ou u = 4.

u=1& /xr = —1 Impossible
u=4sVr=4s12=16

L’ensemble des solutions est donc
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(c) exp(2x) +exp(z) =1

REPONSE:

L’équation est définie sur R. On pose u = e®. L’équation devient u® +u—1 =0 qui a deuz solutions :

—1++5

2
-1-+5
etT.
—1+V6 . 145 —14++5
U=————%e' =——Sor=h|—F7
2 2 2
—1-— —1 -
“—zﬁ‘:’e“z\/g

ce qui est impossible. L’ensemble des solutions est donc

)
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