Epreuve n°2

ECG
CONCOURS BLANC N°1

Option Economique

MATHEMATIQUES

5 Septembre 2024

Exercice n°1

On note B = (e, €2, e3) la base canonique de M3 ;(R).
On considére les matrices A , B et P définies par :

0 -2 -5 1 1 -1 1 1 1
A= -2 0 4 B = 02 0 P=| -1 -2 0
1 1 0 -1 1 1 0 1 0
Enfin, on pose :
1
u=e; —ey=|—1 et v= Ae; +e1.
0
1. (a) Calculer v.
On trouve
0 -2 -5 1 1 0 1 1
v=1| -2 0 4 ol o)=| -21+10]= _
1 1 0 0 0 1 0 1
k ok ok

(b) Montrer que la famille C = (u,v, e1) est une base de M3z ;(R).

x
Soit (a,b,c) €ER®. X = | y | € M3;(R).
z
a +b +c = x c = z—b—a c = z—2z+2z+y
X=au+bv+ce &< —a —2b = y&sia = 20—y &<a = —2z—y
c = x+z+vy
Sa = —2z2—y
b = z

Le systeme est de Cramer. | Donc la famille (u,v,e1) est bien une base de M3z 1(R).
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) 3k ok

(c) Montrer que P est inversible et calculer son inverse P!,

REPONSE:

xr a

Onpose X =|y| et A=|0b|. On résout PX = A.

z &

T 4y +z = a
PX=A& (-2 -2y =b
Y = ¢

On retrouve le méme systéme que précédemment. On trouve ainss

r = —b—2c
y = c
z = a+b+ec
0 -1 =2
La matrice P est donc inversible, d’inverser P~1 =0 0 1
1 1 1
E

2. (a) Déterminer la matrice A’ telle que PAP™L.

2 0 0
Un simple calcul donne |A"'= [0 —1 1
0 0 -1

) %k %

(b) Justifier sans calcul que A’ est inversible, puis que A est inversible. Donner 1’expression de
A~ en fonction de A1, P et P71

REPONSE:

. / . . L. N . . . .
La matrice A" est triangulaire supérieure & coefficients diagonauz non nuls, elle est donc inversible.

Comme A= PA'P~1 |A~t = pA~tp~L ‘

* ok ok
3. (a) Montrer : B* = 2B.
Simple calcul.
k ok ok

(b) Montrer que B n’est pas inversible.

REPONSE:

On raisonne par l'absurde. On suppose que B est inversible. Ainsi il existe une matrice C' telle que

BC = CB = I3. Comme B?* = B, en multipliant par C on obtient B>C = BC, puis en simplifiant,
B = I3. Ce dernier résultat est absurde. Donc | B n’est pas inversible.




) 3k ok

(C) Soit ) = {X € M3,1(R), BX = )\X}

i. Montrer que Ej est un sous-espace vectoriel de M3 1(R) engendré par un vecteur u;
que 'on précisera.

x
Soit X =1y | € Mg}l(R).
z
r +y —z = 0 r +y +z = 0 v
BX =0 2y = 0Lz« La+ 1y 2y = 0@{ 0
—z 4y 4z = 0 < % -0
x 1
Ainsi Ey = 0|, xzeR ) ="Vect 0
x 1
1
Donc Ey est le sous-espace vectoriel de Mz 1(R) engendré par u; = | 0
1

% 3k ok

ii. Montrer que Ey est un sous-espace vectoriel de M3 1(R) engendré par deux vecteurs us
et uz que 'on précisera.

REPONSE:

x
Soit X = [y | € M31(R).
z
r 4y —2 = 2z
BX =2X 2y = 2y<:>{ vty —E2 = O<:>{x:y—z
- +y —z = 0
—r +y +z = 2z
Yy—z 1 -1
Ainsi Eq = Y = Vect 11,10
z, (y,2) € R? 0 1
1 -1
Donc Ej est le sous-espace vectoriel de Mz 1(R) engendré parug = (1], etug=1| 0
1

) %k ok

On pose : € ={M € M3(R) | BM = MA}.

1. (a) Montrer que & est un sous-espace vectoriel de M3(R).

REPONSE:

— Par définition on a £ C M3(R)
— On remarque que 033 € (R) est dans €, car B0z 3 = 0334 = 03 3.
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— Soit (X,Y) € &?, AeR.
BOAX4+Y)=ABX +BY = AXA+YA=(MX+Y)A4

Donc A X +Y € €.

’Ainsz’ E est bien un sous-espace vectoriel de Mz(R). ‘

* % %

(b) Soit M une matrice appartenant a &.
Montrer que M n’est pas inversible. (On pourra raisonner par l’absurde).

REPONSE:

Soit M € . Raisonnons par l'absurde et supposons que M est inversible. Ainsi il existe une matrice
N € M3(R) telle que MN = NM = I3. Comme BM = M A en multipliant & droite par N on obtient

B=MAN

Comme M, A et N sont inversible, M AN l’est également, et donc B aussi. Ce qui est absurde d’apres
la question 3(b).
Donc M n’est pas inversible.




Exercice n°2

On dispose de deux piéces identiques donnant pile avec la probabilité p, élément de ]0, 1], et face
avec la probabilité g =1 — p.
Partie 1 : un premier jeu

Deux joueurs A et B s’affrontent lors de lancers de ces piéces de la facon suivante, les lancers de
chaque piéce étant supposés indépendants :

Pour la premiére manche, A et B lancent chacun leur piéce simultanément jusqu’a ce qu’ils ob-
tiennent pile, le gagnant du jeu étant celui qui a obtenu pile le premier. En cas d’égalité et en cas
d’égalité seulement, les joueurs participent & une deuxiéme manche dans les mémes conditions et avec
la méme régle, et ainsi de suite jusqu’a la victoire de 'un d’entre eux.

Pour tout k£ de N*, on note X}, (resp. Yj) la variable aléatoire égale au rang d’obtention du 1* pile
par A (resp. par B) lors de la k-iéme manche.

On note, toujours pour k dans N*, Ej, I'événement : « Il y a égalité a la fin de la k-iéme manche ».

On note F I’'événement : « Il y a perpéuellement éalité ».

On note G (resp. H ) 'évéement : « A (resp. B ) gagne a ce jeu », et pour tout entier naturel n
non nul, on note Gy, (resp. Hy, ) 'événement : « A (resp. B ) gagne le jeu a la n-iéme manche ».

1. Etude de la premiére manche.

(a) Justifier soigneusement la loi commune & X; et Yj.

REPONSE:

Les variables aléatoires X1 et Y1 correspondent au rang d’apparition pour la premiére fois de I’évé-
nement « obtenir pile » , qui est de probabilité p, au cours d’une succession d’épreuves de Bernoull:
wdentiques et indépendantes.

X1 et Y7 suivent donc la loi géométrique de paramétre p :

Xi(Q)=Y1(Q) =N VkeN" PXi=k)=PYi=k=(1-p)" " p=¢"p

(b) On note, J4 (resp. Jp) I’événement "le joueur A (resp. B) n’obtient jamais Pile", et F
I'événement "la premiére manche ne finit jamais". Calculer P(J4) et en déduire P(F).

La premiére manche dure éternellement si, el seulement si, A et B n’obtiennent jamais pile .

Donec P(F)=P(JaNnJg).
Or P(J4) = 0.
En effet :



P(Ja) =1— P(« A obtient un pile »)

+o0

=1-> P(X1=k)
k=1
“+oo

—1_ quqp

Comme P(Ja capJp) < P(Ja) (car JaNJg C Ja), on en déduit que alors

P(F) =0

* % %

(¢) Erire I'événement E; a l'aide des variables X et Y.

REPONSE:

L’événement E1 est réalisé si, et seulement si , X1 et Y1 prennent la méme valeur, donc ’ E, =[X; =Y] ‘

% 3k ok

(d) Montrer que P(FE) ZP (X1 =1) P(Y1 =14) puis que P(Ey) = 2.

1+q¢

D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
(Y1 = i])ien-,

P(E ZPElﬂYl_z ZP (X1 =Y N[y; =1
i=1

:fp([xlzz Ny =il = ZPXl_z (Y1 = ).

La derniére égalité étant obtenue par indépendance de X1 et Y7 .

i —

+0c0 +00
On en déduit : P(Ey) =Y P(X; =i)P(Y; =i) = qu gt lp =2 (¢ k=1 _

P’ [

T -9 +q |1+g

(e) Justifier sans aucun calcul que les événements G et H; sont équiprobables. En utilisant le
systéme complet d’événement (G, Hy, E1), déduire la probabilité de G en fonction de p et

q.



REPONSE:

Les joueurs A et B ont les mémes piéces et les lancent dans les mémes conditions , donc les proba-
bilités que A ou B gagnent sont les mémes .

On a donc P(G1) = P(Hy) et ’ Gy et Hy sont équiprobables| .

A ou B gagne ou alors il y a égalité , donc les événements G1,Hy et Fy forment un systéme com-
plets d’événements .
On en déduit

1= P(G1) + P(H1) + P(E1) = 2P(G1) + P(E1)

Et par conséquent :

T2

* K %
2. Calcul de la probabilité de I’événement G.
(a) Pour n entier naturel , justifier la relation suivante :

Ghn=ENEN.NE,_1N[X, <Y,]

L’événement G, est réalisé si, et seulement si, les n-1 premiéres manches ont donné égalité et si A
obtient pile avant B a la n-iéme manche, donc : |G, = E1N...NE,_1 N (X, <Y,). ‘

* %k ok

(b) Pour tout entier k supérieur ou égal a 2, calculer Pg,n_. g, ,(E)) puis en déduire :

n—1

REPONSE:

Pour entier k > 2,

Pg,. g, (Ex) = P( « égalité a la k-iéme manche ») = P(E) = 1o
q

D’apres la formule des probabilités composées :

Vn>2, P(G,)=PEN..NE,_1N(X,<Y,))
= P(E1)Pg,(E2) ... Pg,. B, y(En-1)Pr,. B, ,(Xn < Ya)
P q

Il
/N =
=
+
Q .
~— .

3
|
—
—
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) 3k ok

(c) Veérifier que le résultat précédent reste valable pour n = 1.

1-1
. q q
Pourn =1, on a bien = = P(G1) .
<1+q> T+q T+q TGV
k ko
1
(d) Exprimer G en fonction des G,, puis conclure, aprés calcul, que : P(G) = 5

REPONSE:

“+o0o
A gagne lorsque qu’il gagne une manche numéro n, pour un n dans N* | on a donc |G = U Gy
n=1

Les événements (G,),cn- Sont 2 a 2 incompatibles ( car A ne peut pas gagner a deuz manches diffe-
rentes) , on a donc

+o00 +oo +oo D n—1 q q +oo D n—1
}%G%:P<£AG%):22P@%):§:<1+q> 1+q:1+ﬂnﬂ(1+q>

n=1
l1+qy__P 1+gl+qg—p 14+qg—p 2¢ 2
L+q 14+¢
¥ % %

(e) Expliquer comment obtenir la probabilité de I’événement H : « B gagne a ce jeu » et en
déduire que ce jeu a presque sirement une fin, c’est a dire que P(E) = 0.

REPONSE:

Par symétrie (A et B ont autant de chance de gagner l'un que l'autre ) , on obtient la probabilisé de
l’événement H :

1
P(H) = P(« B gagne a ce jeu ») = P(« A gagne a ce jeu ») = P(G) = 5

et donc : 1 1
P( ce jeu a une fin ) = P(A ouBgagne):P(G)+P(H):§—|—§=1

puis finalement :

’P(E) = P( ce jeu s’élernise ) = O‘

X 3k ok

Partie 2 : un autre jeu

En paralléle du jeu précédent, A parie sur le fait que la manche gagnée par le vainqueur le sera par
un lancer d’écart et B parie le contraire.



3. (a) A l'aide du systéme complet d’événements (X = i);.y~, montrer que P(Y; = X3 +1) =
Pq
l+q

REPONSE:

D’aprés la formule des proﬁlggcl))ilité(s totales avec le systéme coc@g@olet d’événements (X1 = 1);cn- -

PVi=X+1)=) P(Mi=Xi+1n[X; =d)=» P(Vi=i+1N[Xs=i])
=1

i=1
+oo
= Z P(Y1 =1+ 1)P(X1=1i) par indépendance deXy et Y]
i=1
+oo +oo - 1
R i
=Y dpip=r"a) () =per—
i=1 =1 q
r’q P4

1-q)(1+q) |1+4¢q

% 3k ok

(b) En déduire la probabilité u que l'un des deux joueurs gagne & la premiére manche par un
lancer d’écart.

REPONSE:

La probabilité u que 'un des deux joueurs gagne a la premiére manche par un lancer d’écart est :
’LL:P(Y1:X1—|-1)+P(X1:Y1+1>

Donc, toujours par symétrie :

2
u:POﬁ:Xy+U+P@&:Y}+D:1Tq+qu:1f;

k k%

4. (a) Utiliser les événements Ej pour décrire 'événement K, « 'un des deux joueurs gagne a la
n-iéme manche par un lancer d’écart », ceci pour tout n de N*.

REPONSE:

OnaKy,=EN. NE1N[(Xp=Yy+1) UY,=X,+1)].

) %k %

(b) En déduire, pour tout entier naturel n non nul, la valeur de P(K,,).

REPONSE:

Donc d’apres la formule des probabilités composées :
PK,)=PEiN..NE,1N([(Xn=Y,+1) UY,=X,+1))
= P(E1) P, (E2) ... Pp,..p, 5 (En1) Py g, ([(Xn = Yo +1) U(Ya = X +1)])

P P 2pq
1+q 1+4+ql+gq

-
_ < p >"_1 2pq
l+gq l+gq|




10

11

12

13

14

) 3k ok

5. Donner finalement la probabilité de I’événement K

REPONSE:

: « A gagne ce pari ».

A gagne ce pari s’il le gagne & une manche numéro n, pour un desn de N*. On a donc

Les événements (Ky,), .- sont 2 a 2 incompatibles , donc :
- ~( p \"" 2 _ 2 "
PUX) ; () ,;(1+Q> 1+gq 1+qz<1+Q>
2pq 1 2pq 1 2prq  _ 2pq _
- P 1+
14+qq_ T +q —p 1 +q—0p 2q
l1+4q 1+gq

)k ok

Partie 3 : Informatique

On rappelle que la commande rd.geometric(p) permet a Python de simuler une variable aléatoire

suivant la loi géométrique de paramétre p.

6. Recopier et compléter le script Python suivant pour qu’il simule I’expérience décrite dans la partie
1 et affiche le nom du vainqueur du premier jeu ainsi que le numéro de la manche a laquelle il a

gagné

p=float (input (’Donner un reel entre 0 et 1’))

c=1
X=rd.geometric(p)
Y=rd.geometric(p)
while X==Y:
X=rd.geometric(p)
Y=rd.geometric(p)
c=c+l
print (c)
if K<Y
print (’4 gagne’)
else
print (’B gagne’)

% 3k ok

7. Compléter le script précédent pour permette de simuler le deuxiéme jeu et d’en donner le nom

du vainqueur.

10




REPONSE:

A gagne le 2-iéme jeu lorsque X =Y +1 ouY = X + 1, c’est a dire lorsque | X — Y| =1 .
Pour simuler le deuziéme jeu et en donner le nom du vainqueur, on rajoute :

if abs(X-Y)==1:

print (’4 gagne le deuziéme jeu’)
else:
print (’B gagne le deuxiéme jeu’)

11



Exercice n°3

On consideére la fonction ¢ définie sur | — oo, 1] par :
4+ (1—2z)In(l—2) siz<l1
Vl‘E]—OO,l], (,0(113):

1 six=1
Partie A : Etude de la fonction ¢

1. Montrer que la fonction ¢ est continue sur | — oo, 1].

REPONSE:

La fonction ¢ est continue :

e sur] — oo, 1] en tant que somme et produit de fonctions continues sur ] — oo, 1[.

Notons que la fonction g : x — In(1—2x) est continue sur |—oo, 1| car elle est la composée g = gaogy
de :

x gr:x—1—x qui est :
- continue sur | — oo, 1],
- telle que : g1(] — oo, 1[) C 10, +o0].
x g2 @ — In(x) qui est continue sur |0, +o0l.
o en 1. En effet :

x d’une part, avec le changement de variable u =1 —x :

lim (1—-2)In(l—2) = lim uln(u) = 0 (par croissances comparées)
z—1 u—0

Dot : lim p(z) =1+0=1.
z—1
x d’autre part : p(1) = 1.
On obtient bien : lim ¢(z) = ¢(1).
z—1

La fonction ¢ est donc continue sur | — oo, 1].

k) %k ok

2. a) Justifier que ¢ est de classe C' sur | — oo, 1[ et calculer, pour tout = € | — oo, 1], ¢/ (x).

REPONSE:

o La fonction ¢ est de classe C* sur | — oo, 1] en tant que somme et produit de fonctions de classe
C! sur] — oo, 1].

o Soit x € | —o0,1].

— X

Px) = 14 (—1) xIn(1—2) + (1 — ) x <—11 > — X —In(l—2)— ¥

Finalement : ¢’ : x — —In(1 — x).

12



) 3k ok

b) En déduire les variations de ¢ sur | — oo, 1].

o Soit x €] —o00,1].
(x)>0 & —In(l—=2)>0

< In(l—-2z)<0
(par stricte croissance de la

& 1- 0=1 ‘
v fonction exp sur R)

& 0<x

o On obtient le tableau de variations suivant.

T —00 0 1
Signe de ¢'(x) - 0 +
1
0

Détaillons le calcul de ¢(0) :

»(0) = 0—}-(1—9)*12(1—0) = In(1) =0

¢) La fonction ¢ est-elle dérivable en 17

Soit x — o0, 1[.
. | p(x) — (1)
z—1

r+(1—2z)In(l—2)—1

r—1
oz —1—(z—1)In(l—2x)
- r—1
_ (z—~T) (1 —In(1 — z))
r—T
= 1-In(1—-=x)

Or, avec le changement de variable u=1—x :

lim 1 —In(l —z) = lim 1 —In(u) = +oo

r—1 u—0

La fonction tauz d’accroissement T1(p) n'admet donc pas de limite finie en 1.

13



On en conclut que la fonction ¢ n’est pas dérivable en 1.

ESESES
3. Calculer la limite de ¢ en —o0.
Soit x € | — 00, 0[.
o) = x4+ (1—z)In(l —2)
= z+In(l—2)—2In(l —2)
_ 1 1 (la mise en facteur est licite car,
= ¢lh(l-2) <In(1—x)+1: 1> comme x <0 :zIn(l —x)#0)
Or :
o avec le changement de variable u=1—x : lim In(l1—z)= lim In(u) = +oo.
T—r—00 U—r+00
dnay e 3 1 —
T——00 I
e lim zIn(l-2z)=—-cc.
Tr——00

On en déduit : lim ¢(x) = +o00.
T——00

* ok ok
4. Etudier la convexité de .
La fonction ¢’ est de classe C* sur ] — 0o; 1[ comme composée de fonction de classe C*t. Pour tout
r<l1: )

¢ (z) = =27 >0

’La fonction ¢ est conveze sur | — oo; 1]. ‘

k k%

5. Donner ’équation de la tangente en 0 puis tracer l’allure de la courbe représentative de ¢ en soignant
le tracé aux voisinages de 0 et 1.

La tangente en 0 a pour équation
y=¢'(0)(z = 0)+¢(0)=0

1l s’agit donc d’une tangente horizontale.
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7
—2 —1.5 -1 —0.5 0.5 L

Commentaire

o D’apres la question 2.c) : Iim1 T1(¢)(x) = +00. On en déduit que la droite d’équation
Tr—r
x =1 est tangente a la courbe représentative de ¢ en 1.

o Comme la fonction ¢ est seulement définie a gauche de 1, il s’agit méme d’une demi-
tangente en 1.

BRI

1
6. a) Soit a €]0;1]. A ’aide d’une intégration par parties, calculer I'intégrale I, = / tIn(t)t .
a

REPONSE:

. SO’Lt a € ]O, ].]
On procede par intégration par parties (IPP).

t2

DO = o] =

Cette IPP est valide car les fonctions u et v sont de classe C' sur le segment [a, 1].

On obtient :
1 1 ' 11 1
/tln(t)dt = [tzln(t)} —/ —x =~ trat
] 2 o Ja t T2

1 1 1
= —— da’Infa) — = [t2]
2 2" |
1 1
= -5 a? ln(a)—z(l—az)
* %



l1-a
1
b) En déduire : F, = / o(x)dx et montrer que lim F, = —
0 a—0 4

REPONSE:

e On calcule :

[ ewa =

+(1—t) In(l —¢t) dt

tdt+/1 ' (1—1¢) In(1—t) dt

o Toul d’abord :

A
L
/Ol_a tdt = [;t2]: = %(1—@)2

1-a
o Pour calculer lintégrale / (1—t) In(1—t) dt, on effectue le changement de variable| w=1—1
0

u=1—t (etdonct=1—u)
— du=—dt et dt=—du
et=1—a = u=a

Ce changement de variable est valide car o : w1 —u est de classe C sur [0,1 — a].
On obtient alors :

/Ol_a (1—t)In(l—1t) dt = /1 win(u) (= du) — /: w In(u) du

e On sait :

x d’une part, par croissances comparées : hm A% In(A) =0,

« d’autre part : lim A% =0.
A—0

1
1
On en déduit que lim tIn(t) dt = —-.
a—0 J, 4

1 1
lim = (1—a)? ==
Comme L 5 ( a)

1
On en déduit : lim F, = -
a—0 4

) %k %
Partie B : Etude de deux séries
Soit x un réel appartenant a [0, 1].
tn
6. a) Veérifier, pour tout n de N* et tout ¢ de [0, z] : 17 - Z th = T ¢

16



REPONSE:

Soit n € N*. Soit t € [0,z]. Comme t #1 :

niltk e | "
= 1—-t 11—t 1-—t

1
Ainsi :¥n e N, Vvt e [0,z], — — 3 th = ——

n ok x n
b) En déduire, pour tout n de N* : —1In(1 —z) — > = = / : ¢ dt.
0

Soit n € N*. On intégre l’égalité de la question précédente entre O et x. On obtient :

z 1 n—lk x tn
/ <—Zt> it — / dt
o \l—t x> o 1—t

Etudions le membre de gauche. Par linéarité de Uintégrale :

[(E e [t g (e
0 1-—1t k=0 0 1-—t k=0 0

= [-W(1-t)] —nf [1tk+1]o

= L k+1

n—1
— (-4 =TT = S (ka —0’““)

K=o k+1
n=1 g k+1
a1~ ) kz::Q kE+1
n gk
= —In(1—2)— - (par décalage d’indice)
k=1

n ok T gn
Finalement : ¥Yn € N*, —In(1 —z) — >, — = / dt.
=1 k 0

% k%

t" 1
dt < ———————.
1t (n+1)(1-x)

x
7. Montrer, pour tout n de N* : 0 < /
0

n

dt lorsque l'entier n tend vers +oc.

X
t
En déduire la limite de / T
0

17



REPONSE:

Soit n € N*.
e Soitt €0, z].
Alors 0 < t < T
donc 0o > -t = —x
d’ot 1 > 1—-t > 1—=x
1 1 ScTot
alors 1 < < (par flecrézssance de la
1—t 1—x fonction inverse sur |0, +oo[)
" t"
ainsi  t" < < (cart"™ >0)
1-1¢ 1-—
t" t"
Par transitivité : vt € [0,z], 0 < < :
11—t " 1—-u

« Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant (0 < z) :

og/ dtg/ dt
0 1-—t¢ 0 1—=x

Or : ; ,
/x tn g = 1 /’” g 1 1 a1 _ 1zt
o 1l—= 1—-2 Jg l—2 [ n+1 l—2 n+1
On obtient :
T n l,n—f—l
0 < <
/0 1—¢ (n+1)(1—=x)
o De plus :
x < 1
done s - 1 (par croissance de t — t"
b sur Ry (car z >0))
vt 1
d’ou < car (n+1)(1—x) >0
(n+1)(1—=x) n+1)(1—=) (car ( ) ( ) )
On en conclut, par transitivité : 0 < / dt <
o 1—t nm+1)(1—=x)
o On remarque alors :
x lim 0=0,
n—-4o0o
li ! 0
im — =0.
. n—+00 (n+ 1) (1-— x)
T n
Par théoréeme d’encadrement : lim dt = 0.
sk e Jo 1—t
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xn +o00 $n
8. Montrer alors que la série > — converge et que l'ona: >, — = —In(l —x).

n>1 T n=1 N
REPONSE:

o D’apres la question 6.b), pour tout n € N* :

n k x n
D —ln(l—x)—/ LA
k 0

k=1 1=t
T tn n l'k
Or, d’aprés la question précédente :  lim dt = 0. On en déduit que la suite <Z >
noteo oo 1 =1 R nen
est convergente et :
n gk
lim > — = —In(l—2)+0

n xk‘ I.’Vl
o Par ailleurs, (Z > est la suite des sommes partielles de la série Y, —.
neN*

k=1 nx1 1
" +00 :Iik
On en déduit que la série — est convergente et : Y, — = —1In(1 —x).
n>1 =1 k
. . . N 1 a b
9. a) Déterminer deux réels a et b tels que : Vn € N*, — = — + .
n(n+1) n n+1
Soit (a,b) € R%,
1 b
dmew, — L _a,
n(n+1) n n+l1
1 1) +b
— Vn € N*, = a(nt1)+bn
n(n+1) n(n+1)
= VneN, 1 =a(n+1)+bn
= VneN 1 =a+(a+bn
= “ = 1 (par identification)
a + b =0 b
Lo Lo — Iy a —
<~ bo— 1
. . . N 1 a b
Finalement, en choisissant a =1 et b= —1, on a bien : Vn e N*, ——M = — + ——,
nn+1) n n+l
EJESES
b) En déduire que la série —— converge et que l'on a : —— = p(x).
) gln(n—kl) & ngln(n—l—l) #(z)
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REPONSE:

o Soit N € N*,
Nooogntt N, 1 1
= gt < — > d’aprés 9.a
PRI CES VA PR U (oprts 9:0)
N pntl N pntl
- 3 _
n=1 n 1 n + 1
N pn N anrl
=z = -
n=1 N n=1n+1
N gn N+l gn
=z )y —— — (par décalage d’indice)
n=1 N n=2 T
N pn NA1 g0 !
n=1 N n=1 T 1
N gn N+l gn
n=1 N n=1 T
T
o Or, d’apres la question 8., la série — est convergente.
n

n=1

xn+1
On en déduit que la série ——— est convergente.
D

o De plus, toujours d’aprés la question 8. :

+00 xn+1

Sty = rex (<0 -o) = (< -)

+o0 xn+1
On obtient : —— =2+ (1—2) In(l —2) = o(x).
nZ::ln CES (1 —2) In( ) = o(x)

1 oo 1
10. Montrer que la série ——— converge et que l'on a encore : — = p(1).
Tgln(nﬂ—l) & n;ln(n—}—l) (1)

REPONSE:

Soit N € N* :
N N 1 1
= - — d’aprés 9.a
Z:: (n—|—1) nzzjl <n n+1> (d’ap ))
1
- 1— ——— 5
Nl (par télescopage)
— 1
N—+400
On en déd z 5 Py— 1= (1)
n en déduit que la série —— est convergente et : —=1= .
1 n>1 n(n+1) o g n=1 n(n+1) v
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Partie C : Application en probabilité

Dans cette partie, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
noté (2, o7, P).

On considére une urne contenant initialement une boule bleue et une boule rouge. On procéde & des
tirages successifs d’une boule au hasard selon le protocole suivant :

x si on obtient une boule bleue, on la remet dans 'urne et on ajoute une boule bleue supplémentaire ;
x si on obtient une boule rouge, on la remet dans 'urne et on arréte I’expérience.

On suppose que toutes les boules sont indiscernables au toucher et on admet que 'expérience s’arréte
avec une probabilité égale a 1. On note N la variable aléatoire égale au nombre de boules présentes
dans 'urne & la fin de 'expérience.

11. a) Soit n € N. Exprimer 1’événement [N = n| en fonction des événements By et Ry.

REPONSE:

e Soitne N\{0,1}.
L’événement [N = n| est réalisé si et seulement si lorsque l'expérience s’arréte, 'urne contient n
boules, c¢’est-a-dire n — 1 boules bleues et 1 boules rouges. Autrement dit, [N = n] est réalisé si et
seulement si, lorsque l’expérience s’arréte on a ajouté n —1 — 1 =n — 2 boules bleues dans 'urne,
c’est-a-dire si et seulement si on a pioché n — 2 boules bleues puis la boule rouge. Ainsi :

[N:n] = BinNn...NBh,_aNR,_1

* % %

1

b) Montrer soigneusement : Vn € N\ {0, 1},IP’(N = n) = ﬁ
n(n—

REPONSE:

On en déduit par la formule des probabilités composées :
P([N =n])
= ]P’(Bl N...NB,_aN Rn—l)
= P(B1) x Pp(B2) x Ppnp,(Bs) x -+ x Ppn.np, ;(Ba-2)

1 2 3 n—2
= — X — X - X e X
2 3 4 n—1
Précisons cette derniére égalité :
1
X ]P)(Bl) = 5

X P A.nB, o (Rn—1) = — car chaque boule a méme probabilité d’étre tirée.
n
Plus précisément, si [’événement By N --- N By_o est réalisé, c’est que les n — 2 permiers tirages
ont donné une boule bleue.

Dans ce cas, l’événement Ry,_1 est réalisé si et seulement si lors du (n—1)“"¢ tirage la boule rouge
est tirée dans l’'urne contenant n boules.

Finalement, en procédant a des simplifications successives, on obtient :

1

PINV=r) = G
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1

Finalement, pour tout n € N\ {0,1}, P([N =n]) = n 1)

ey
(O S

¢) La variable aléatoire N admet-elle une espérance ?

REPONSE:

e Lav.a.r. N admet une espérance si et seulement si la série Y, nP([N = n]) est absolument conver-
n=2
gente. Cette série étant a termes positifs, cela revient o démontrer qu’elle est convergente.

N N 1 (d’apres la question
P(IN = = —_—
nz::g n (| n) nzz:g " w(n —1) précédente)
N-11
= > - (par décalage d’indice)
n=1 M
1
e Orla série Y, — est une série de Riemann d’ezposant 1 (1 # 2). Elle est donc divergente.
n>1 n
Ainsi, la série > nP([N = n]) est divergente.
n=2

On en déduit que la v.a.r. N n’admet pas d’espérance.

Xk %

On considére une suite (X, )nen+ de variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On suppose
que, pour tout n de N*, les variables aléatoires X1, ..., X,, et N sont mutuellement indépendantes.
On note F la fonction de répartition commune aux variables aléatoires X,, pour n appartenant a N*.
On définit la variable aléatoire T' = max(X7,..., Xx), ce qui signifie :

Vw e Q, T(w) = max (X1(w),..., Xyw(w))
Ainsi par ezemple, si N prend la valeur 3, alors T = max(X1, Xo, X3); si N prend la valeur 5, alors
T = HlaX(Xl, XQ, X3, X4, X5) ; etc.
13. a) Montrer : Vz € R, Vn € N\ {0,1}, Py—p, ([T < 2]) = (F(x)".

REPONSE:

Soit © € R. Soit n € N\ {0,1}.

o Notons tout d’abord que la probabilité¢ Piy—_, ([T' < z]) est bien définie car, d’apres la question
11.a) : P([N =n]) #0.

o Insuite :

T < x)

P(IN =n]nN
P =
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o On obtient alors :

b) En déduire : Vz € R, P([T < 2])

Soit x € R.
La famille ( [N =

=n|NI[T < z]).
= P([N =n]Nmax(X1,...,Xn) < z])
= P([N =n]Nmax(X1,...,X,) < z])
)
= BV = ([P <ay) (e
= p(V =) < ( f o)
B = () (o e v X Ko
Pl (T <al) = S i O
_ W X (F(l‘))n
P =T
= (F@)"

Vo € R, Vn € N\ {0,1}, Piy—y ([T < 2]) = (F(2))"

) 3k ok

Ainsi, par formule des probabilités totales :

P([T <

)

:;imwzn] [T < a))

g P(IN =n]) x (F(z))"

+oo 1

¢(F(x)).

n| )n>2 forme un systéeme complet d’événements.
=

(d’aprés la question précédente)

(d’aprés 11.a))

(par décalage d’indice)

(d’aprés 9. et 10., car, comme F' est une
fonction de répartition : F(x) € [0,1])

Ve e R, P([T < z])

¢(F(z))

EJEIES
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