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Correction du DL n° 1
Le 19/09/24

On définit les fonctions ch et sh par

T —x R
%7 et Sh($) — i

1. Exprimer la dérivées des fonctions ch et sh en fonction de ch et sh. Montrer que, pour tout « € R, ch(z) > 0.
Calculer sh(0) et déterminer le signe de sh(z).

REPONSE:

Les fonctions ch et sh sont de classe C*° sur R comme somme de fonctions de classe C*° sur R. Pour tout
reR:

ch(z) =

ch/(z) = sh(z) et sh'(x) = ch(x)

La fonction exponentielle étant strictement positive, on a directement que ’pour tout © € R, ch(x) >0 ‘
On en déduit que la fonction sh est strictement croissante sur R,

et comme ’ sh(0) = 0, sh est positive sur Ry et négative sur R_.

k) ok ok

2. Soit ug un réel fixé strictement supérieur a 1 . Déduire de la question précédente qu’il existe un unique réel
a > 0 tel que ch(a) = up.

REPONSE:

Comme sh est continue et positive sur Ry et ne s’annule qu’en 0 , la fonction ch est strictement croissante
sur Ry, d waleurs dans [ch(0);limy_ oo ch(x)[= [1,+00][. Comme elle également continue sur cet intervalle, et

ug € [1,+o0[, d’apreés le théoréme de la bijection ’ il existe un unique réel a > 0 tel que ch(a) = uo.‘

)k ok

3. On considere le programme Python suivant

REPONSE:

import numpy as np
u0=3/2

def ch(z):
return ((np.ezp (z)+np.ezxp (-z))/2)

a=0
b=2
c=(a+b)/2
while b-a>10%*(-3):
if (ch(a)-u0)*(ch(c)-u0)<0:

b=c
else:
a=c
c=(a+b)/2
print (c)
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%k ok

(a) Que fait ce programme ? Comment s’appelle ce type de programme ?

REPONSE:

’ Ce type de programme fait une recherche d’une valeur approchée de a a 1073 prés par un algorithme de dichotomie.

(b) Pourquoi a-t-on pris b =27

REPONSE:

On voit au début du programme que ug = 3, et comme ch(2) > % > ug (car e > 2), le théoréme des valeurs

intermédiaires nous assure que ’ la solution se trouve dans lintervalle [0, 2]‘

Xk ok

On considere la suite (uy,) de premier terme ug et définie par la relation de récurrence

up + 1
5

Up+1 =

4. (a) Vérifier que (uy) est bien définie.

REPONSE:

La suite est bien définie si pour tout n € N, u,, +1 > 0. Ceci se démontre facilement par récurrence.
* K ok

(b) Etudier les variations de f : z — HT“

REPONSE:

o La fonction x — HTx est de classe C*° sur | — 1;+00.

o La fonction racine est de classe C*° sur R x
1+
o Pour tout x > —1, =5* € R,

Par composition f est de classe C* sur | —1,+o0[ et pour tout x >0 :

’ donc f est strictement croissante sur | — 1, —i—oo[.‘

(c) Résoudre

14+ 1+x>
\/ =x, 1/ T
2 ’ 2

REPONSE:
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On résout HT‘T > x. Six €]—1,0], I’égalité n’est pas définie et l'inégalité est évidente car la racine est positive.
Soit x >0 :

1+
2

1
>m®4%£>x2@—%9+x+1>0

Le trinome a pour racine 1 et —%. 1l est négatif a lextérieur des racines.

’ L’ensemble des solutions de [’équation est {1} et celui de l’inéquation est | — 1, 1[‘

* 3k 3k

(d) En déduire le sens de variations de (uy,).

REPONSE:

Montrons par récurrence que pour tout n € N, w, > tpt1 > 1.

o Initialisation :
Pour n =0, on sait que ug > 1. D’aprés la question précédente, on en déduit que f(ug) < ug et la croissance
de f donne f(ug) > f(1), donc uy > 1. donc ug > uy > 1, ce qui conclut linitialisation.

o« Hérédité :
Soit n € N. On suppose que Uy > Up+1 > 1. Montrons que up+1 > Upio > 1.

D’aprés Uhypotheése de récurrence, uy > up+1 > 1. Comme la fonction f est strictement croissante sur |1, +oo],
f(uny1) > f(1) donc upyo > 1. De plus, d’aprés la question précédente,

funt1) < fluy) et donc  upi1 > Upyo > 1

¢ Conclusion :
Pour tout n € N, up > upyq > 1.

) %k ok

(e) Montrer que (uy) converge et préciser sa limite.

REPONSE:

La suite (uy,) est décroissante et minorée, donc d’aprés le TLM elle converge vers un réel £ > 1. La fonction
[ étant continue sur [1,+oc[, le théoréme du point fize nous assure que £ est solution de l’équation f(x) =z, et

donc ’ (un) converge vers 1 ‘

5. Montrer que pour tout = € R,

REPONSE:

Soit x € R,

2(ch (£ 2 1 2((63”/2)2—1-263”/26_‘”/2—1—(6_”3/2)2) eC+2+e7 e +e "
(C (2)) - 4 2 2

)k ok

6. En déduire, par récurrence, que pour tout entier n
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REPONSE:

e Initialisation :
Pourn =0, on sait que uy = ch (5% :) = ch(a) par définition.
o Hérédité :
Soit n € N. On suppose que u, = ch (2%) Montrons que upy+1 = ch (275%)

D’apres Uhypothése de récurrence,u, = ch (%), et d’apres la question précédente u, = 2 (Ch (2;%))2 —1.Donc
“”TH =ch (2;%)2 Ainsi

1+ u, a 2 a 2
Un—‘rl:f(un):\/ 9 :\/Ch<2n+l> :Ch<2n+1>
e Conclusion :

Pour tout entier n, u, = ch (2%)

7. Montrer que

REPONSE:

Calcul similaire a la question 5.

% %k Xk
8. Calculer sh’(0).
sh'(0) = ch(0) = 1|
% kX%
9. En déduire les équivalences suivantes
2
sh(z) RavE.2 et ch(zx)—1 oo

REPONSE:

Comme sh et ch sont de classe C*° sur R, on peut utiliser la formule de Taylor a l'ordre 1 et 2 au voisinage de
1et:

sh(z) = sh(0) 4+ sh'(0)z + o(x) ch(z) = ch(0) + ch'(0)z + Ch22(0>:v2 + o(z?)

ce qui donne
sh(z) =z +o(z) chz)=1+ % + o(z?)

On trouve dés lors

sh(z) ~ x, et ch(z)—1

x—0
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10. En déduire un équivalent de (u,, — 1) quand n tend vers +oo.

REPONSE:

FEn utilisant les questions précédentes, on trouve

2n
(6% «
un =1 =ch () =1 |

% 3k ok

Probléme - Oral HEC 2016

On suppose que toutes les variables aléatoires qui interviennent dans cet exercice sont définies sur un méme
espace probabilisé (2, A, P).
1. Pour tout réel = on note |x] la partie entiere de .

o) _

(a) Soit un réel x fixé. Montrer que lim,,_, 4o —
n
REPONSE:

Par définition de la partie entiére, pour n € N

lnz] <nx < [nx|+1

donc
nr—1< |nx] < nx

Comme n est positif

1 [nx]
r——< <z
n n
De plus
Iim z——=2= lim z— —
n—-+o0o n n—-+o0o n
En utilisant le théoréme des encadrements
limy yj0o — =2
n
%k %

(b) Pour tout réels x et y , établir 'équivalence |y| < zsiseulementsiy < |z] + 1.

REPONSE:

On utilise
n<r<n+1

(%) n = |z|siseulementsi {
n e 7z

Et la partie entiére de x est le plus grand entier inférieur a x ().

o supposons que |y| < x, |y| est donc un entier inférieur a x donc d’aprés (xx) :

ly] < |z]

donc
et donc en utilisant (x).

On vient de démontrer

Lycée Internationnal de Valbonne ECG 2 5/77



l<z=y<|z]+1

o On suppose maintenant que y < |x| + 1.

Donc || + 1 est un entier plus grand que y, donc ce n’est pas la partie entiére de y ni un entier plus petit
que la partie entiére (xx). Donc

Comme ces quantités sont des entiers
et en utilisant (*)

On vient de montrer

y<lz]+1=ly| <=z

’ ly| < xsiseulementsiy < |x| + 1.‘

k) %k ok

(c) Soit a et B deux réels vérifiant 0 < a < 4 < 1.

On note Ny (a, ) le nombre d’entiers k& qui vérifient a <
|na] et de|ng|

REPONSE:

Commencons par remarquer que

< . Exprimer Ny (a,3) en fonction de

3|

(ke N/k<at =0, |z]]

donc le nombre d’entiers naturels plus petit que x est [z] — 0+ 1
Soit a et B deux réels vérifiant 0 < a < [ < 1 fixés.
Soit k € N, comme n est positif
k
n

a < — < fsiseulementsina < k < nf

Donc
{keN/a<i§5}:{kGN/na<k<n6}
={k e N/k <np}\{k € N/k < na}

Le nombre recherché est donc le nombre d’entiers plus petits que nf3 (qui vaut |nf]+1) moins le nombre d’entiers
plus petit que na (qui vaut |na + 1)

’ On a Nyp(a,p) = [nB| — [na] ‘

* % %

2. Pour tout entier naturel n > 1, on note Y,, la variable aléatoire discrete dont la loi est donnée par

n

Wk e [0, n — 1] p(ynzﬁ):l
n

Soit Z une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur l'intervalle [0; 1]. On définit Z,, par

Soit « et B deux réels vérifiant 0 < a < B <1

Lycée Internationnal de Valbonne ECG 2 6/7?



(a) Montrer que lim,, 1o P(a <Y, <) =p—a.

REPONSE:

k
Y, suit une loi uniforme dont le support n’est pas habituel. Elle ne prend que des valeurs de la forme —

n
Soit n fixé

[a <Y, < U [Yn:ﬂ

done, l'union étant disjointe

Pla<Y,<pB)= P<Yn:k>

o
AN
| ==
n oz

I
™ =
S =

définition de la loi de Y,

| omih
o~
N 2
@

Q
N

lindice est k

Il
Sk
S
(]

=
z

Q
A
3| =M

N
=

1
= —-([nB] = [na)) question précédente
n
D’aprés la premiére question

=0 et lim M

n—+oo N n—+oo N

Donc

limy oo P (@ < Y, < B) = B — 0

% 3k ok

(b) Comparer les fonctions de répartition respective de Y;, et Z,,. Conclusion

REPONSE:

Xk ok
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