ECE2 Mathématiques

ESSEC II 2021

Une des situations les plus fréquentes dans I’entretien d’un site concerne la gestion des équipements et,
notammemt, le fait de prévoir le remplacement d’éléments défaillants. Imaginons par exemple qu’'un
local soit éclairé par une ampoule. Celle-ci a une durée de vie aléatoire ; quand elle tombe en panne, elle
est immédiatement remplacée par une nouvelle ampoule et ainsi de suite... Une bonne gestion nécessite
donc d’avoir connaissance du comportement des pannes successives, et notamment de ce comportement
en moyenne, pour pouvoir prévoir un stock d’ampoules de rechange. Une telle situation s’appelle un
processus de renouvellement et le but du probléme est I’étude d’un modéle probabiliste la décrivant.
Dans la premiére partie, on examine le comportement asymptotique des temps de panne. Dans la
deuxiéme, on regarde quelques propriétés de base du processus. Enfin la troisiéme est consacrée a la
détermination du comportement asymptotique du nombre de pannes moyen.

Toutes les variables aléatoires intervenant dans le probléme sont définies sur un espace probabilisé
(Q, o, P).

Pour toute variable aléatoire Y, on notera E(Y") son espérance et V(Y') sa variance quand elles existent.
On admettra en outre la propriété suivante : si Y et Z sont deux variables aléatoires positives telles
que Y < Z et E(Z) existe, alors Y admet une espérance et : E(Y) < E(Z).

Commentaire \

o Il convient de s’arréter sur ce résultat généralement appelé « théoréme de domination ».
C’est un résultat assez classique en probabilités et qui est présent dans le programme ECS
mais absent du programme ECE. Dans le programme officiel ECS, il s’énonce comme suit.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles.
x 0<| X | <Y (cequisignifie: Vw € Q, 0 < | X(w)| <Y (w) )

x la v.a.r. Y admet une espérance

On suppose :

Alors la v.a.r. X admet une espérance et :
| E(X) | < E(Y)

« Cette présentation, légérement différente de celle de ’énoncé, est en réalité tout a fait équi-
valente (chaque énoncé permet de démontrer I’autre).

« Dans cette présentation, il n’est pas supposé que X et Y sont des v.a.r. & valeurs positives.
Evidemment :

x si X est a valeurs positives, alors : | X| = X et on retrouve alors la présentation de 1’énoncé.
x comme 0 < ‘ X | < Y alors en particulier : Y > 0 (la v.a.r. Y est a valeurs positives).

L’énoncé de I’épreuve et celui du programme officiel sont équivalents (I'un démontre I’autre).
L’intérét de I’énoncé du programme est qu’il peut étre utilisé avec une v.a.r. X qui n’est pas
positive.

e Il est & noter que le théoréme de domination peut s’utiliser auss bien :
x pour des v.a.r. discrétes,

x pour des v.a.r. & densité,

x pour des v.a.r. qui ne sont ni discrétes ni & densité.
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Commentaire \

« Profitons-en pour rappeler briévement que ’ensemble des v.a.r. discrétes et I’ensemble des
v.a.r. 4 densité sont disjoints mais que ces deux ensembles ne forment pas une partition
de l'ensemble des v.a.r. . Ainsi, une v.a.r. ne peut étre a la fois discréte et & densité mais
peut étre ni discréte ni & densité. Les v.a.r. qui vérifient cette derniére propriété sont un peu
délicates & étudier au sein du programme EC. En particulier, si on sait parfaitement définir
I’espérance d’une v.a.r. discréte ou a densité, on ne sait pas, dans le cadre du programme,
définir I'espérance d’une v.a.r. ni discréte ni & densité. On joue alors un peu les apprentis
sorciers : on peut, sous les hypothéses du théoréme de domination, démontrer qu'une v.a.r.
X ni discréte, ni & densité, admet une espérance E(X) (et méme conclure | E(X) | < E(Y))
sans pour autant savoir calculer E(X).

« En réalité, il existe une théorie permettant d’unifier, sous une méme écriture, les définitions
de 'espérance dans le cas des v.a.r. discrétes, & densité ou quelconques. Cette théorie n’est
pas a notre portée en ECE / ECS mais permet de justifier 'utilisation de certains théorémes
du programme dans le cas de v.a.r. quelconques.

Pour tout le probléme, on se donne une suite de variables aléatoires réelles (X,,),>1 positives, indépen-

dantes et de méme loi. On notera, pour tout réel ¢, F(t) = P([X; < ]) la fonction de répartition de
la variable aléatoire X;. On suppose F(0) = IP’( (X1 =0] ) < 1. De plus, on suppose que X; admet un
moment d’ordre 4, E (X7).

Commentaire \

Rappelons qu'une fonction est un mécanisme d’association. La fonction de répartition de la
v.a.r. X1, notée ici F' est définie par :

F: R - R
t = F@l)=P([X;<t])

Pour t € R, F(t) n’est pas une fonction mais une quantité (un réel). Il serait heureux que les
énoncés d’épreuves du TOP3 évitent de faire la confusion entre fonction et quantité.

On pose Sy = 0 et, pour tout entier n > 1: 5, = > X;.

Premiére partie : Comportement asymptotique des temps de panne
1. a) (i) Soit 7 un entier naturel tel que 1 < r < 4. Démontrer : X7 < 1+ X7,

Démonstration.
« Remarquons tout d’abord :

X <14 XE & Ywe (X)) <1+ (X))’

D’aprés I’énoncé, X est une v.a.r. a valeurs positives. Ainsi : Vw € Q, X;(w) > 0.
On va alors démontrer :

Va € [0, +oof, 2" < 1+ (%)

En appliquant cette inégalité pour x = X;(w) > 0 (pour tout w € ), on obtiendra alors
I'inégalité souhaitée initialement.
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« Démontrons I'inégalité (x). Deux cas se présentent :
x six € [0,1] alors :

<1

tricte croissance de

d re@y =1 (parstric

onc 2" < (1) Uapplication x +— " sur [0, +o0])
donc 2" <1 <1+4+2a* (carz* >0 puisque x > 0)

x si x € [1,+o0] alors :

(par croissance de l'application

4—r > r__
done ™" > (1)" =1 z— 247" sur [0, +oo|)

donc 24" xa2">1x2" (caraz” >0)

4
donc z* > a"

etenfin 14+ z*>a*> 2"

On a bien démontré : Vr € [1,4], Vo > 0, 2" < 1+ 2%, ce
qui permet d’obtenir 'inégalité souhaitée.

Commentaire

Pour démontrer I'inégalité (), il est assez naturel d’introduire la fonction h : x + z*—2"+1.
Sir # 4 (le cas 7 = 4 peut se traiter & part), h est une fonction polynomiale de degré 4.
Cependant, ’étude de h exige le méme type d’arguments que ceux présents dans la rédaction
ci-dessus. Il vaut donc mieux opter pour la rédaction proposée. 0

i ontrer que pour tout r € {1,2,3,4}, admet une espérance.
ii) Mont tout 1,2,3,4}, X] admet é

Démonstration.

Soit r € [1,4]. On a :

x les v.a.r. X7 est X{ + 1 sont positives car X7 I'est.

x XT < 1+ X{ d’aprés la question précédente.

x la v.ar. 1+ X{ admet une espérance en tant que transformée affine de la v.a.r. Xi qui

admet une espérance d’aprés I'énoncé (cette propriété équivaut au fait que X7 admet un
moment d’ordre 4).

En appliquant le théoréme de domination ay = X{ et Z =14+ X f, on obtient que X| admet
une espérance.

On a bien démontré que pour tout r € [1,4], X; admet un moment d’ordre r.

Commentaire \

Les questions 1.a)(i) et 1.a)(ii) étaient déja présentes, sous une présentation légeére-
ment différentes (on demandait d’établir une inégalité sur les réels et pas sur les v.a.r. )
dans I’énoncé ESSEC-II 2020 en question 7.a) (i) et 7.a)(ii). C’était d’ailleurs source
de probléme dans cet énoncé car le concepteur avait omis de présenter le théoréme de
domination. On renvoie a cet énoncé pour plus de détails (et notamment pour une
démonstration de la question 1.a) (%) dans le cadre de v.a.r. discrétes ou a densité).
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On notera tout au long du probléme : p = E(X;).

(iii)

(iv)

Démontrer : pu > 0.

Démonstration.

o D’aprés I’énoncé, X7 est a valeurs positives.

On en déduit, par croissance de l'espérance : p =E(X;) > 0.

o Il reste & démontrer : p # 0. On procede par 'absurde.
Supposons p = E(X;) =0.
Comme X est & valeurs positives, on en conclut : P([X; =0]) = 1.
Or, d’aprés I'énoncé : P([X; =0]) < 1.
Absurde!

On en conclut : p > 0.

Commentaire

On utilise ici la propriété suivante :

P([X=0])=1

x X >0 (X esta valeurs positives) }
(X est presque sirement nulle)

x E(X)=0 (X est centrée)

Il est simple de démontrer cette propriété pour les v.a.r. discrétes et c’est généralement
dans ce chapitre qu’on la trouve. On I'utilise ici pour une v.a.r. quelconque ce qui est
permis par le programme officiel. Il stipule en effet : « On admettra que les propriétés
opératoires usuelles de 'espérance et de la variance se généralisent aux variables aléatoires
quelconques ».

]

\

J

Montrer que la variable aléatoire X; — p admet un moment d’ordre 4.

Démonstration.
Remarquons : A
(X1 —p)" = X{—4pXP+6 2 X7 — 443X + 4

On a démontré en question 1.a) (i) que pour tout r € [1,4], X] admet une espérance.

4 o .. ., . .
La v.a.r. (X 1— u) apparait comme combinaison linéaire de v.a.r. qui admettent toutes une
espérance. Elle admet donc une espérance.

O

Ainsi : X7 — 4 admet un moment d’ordre 4.
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2. Soit (Ap)n>1 une suite d’événements telle que la série de terme général P(A,,) converge.

“+oo
On pose pour tout entier n > 1: B, = |J As.
k=n

“+oo
a) Démontrer : VYn > 1, B, D By11. On pose : B= () B,.

n=1
Démonstration.
Soit n > 1.
o0 400
Bn:UAk:AnU UAk = A, U By11 D Bpii
k=n k=n+1
Ainsi : Vn > 1, B, D Bpy1- O

b) Montrer ’équivalence entre les deux assertions suivantes :
() w e B;

(%) w appartient & Ay pour une infinité de valeurs de k.

Démonstration.
Soit w € 2. Remarquons tout d’abord :

+o0
weB & we () B
1

n—

< YneN weB,
+o00

& VneN L we |J Ax
k_

=n

& VneN Jdk>n,we A

/

(s % %)

On démontre alors (x) < (x*) par double implication. Dans ce qui suit, on note K ’ensemble
des indices qui vérifient : w € Aj. Autrement dit :

K = {keN'|we A}

(=) Supposons w € B. Démontrons que w appartient a Ay pour une infinité de valeurs de k.

On procéde par I'absurde.

« On suppose que w appartient & A pour un nombre au plus fini de valeurs de k.
Ainsi, 'ensemble K est fini. Il posséde donc un plus grand élément noté kj;.

o Comme w € B alors (%) est vérifice. En particulier, si on note n = kps + 1, on conclut
d’apres (x*%) qu'il existe k > n tel que : w € Ag. On a donc trouvé k > n =ky +1 > ky
tel que w € Ay, ce qui contredit la définition de k.
Absurde!

On en conclut bien que w appartient & Ay pour une infinité de valeurs de k.
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Commentaire

o En début de question, on a démontré que B est réalisé par w si et seulement si il pour tout

(<) Supposons que w appartient & Ay pour une infinité de valeurs de k.

Démontrons alors (x * %), ce qui permet de conclure : w € B.
On procéde de nouveau par 'absurde.

On suppose qu’il existe ng € N* tel que : Vk > n, w &€ Ai. On a alors :
K C [1l,ng—1]

En particulier, on en conclut que K est fini.

Absurde!

On a bien démontré : (x * %) et ainsi, d’aprés 1’équivalence de début de question : w € K.

On a bien : (%) < (xx).

rang n € N*, il existe un rang ultérieur k pour lequel Ay est réalisé par w. On comprend
bien que si tel est le cas, alors w réalise une infinité d’événements de la famille (Ag)gen=-
En effet :

x sin =1, alors on sait qu’il existe k1 > 1 tel que w réalise Ay, .

x en prenant alors n = k1 + 1, on sait qu'il existe ko > k1 + 1 tel que w réalise Ay, .
x en prenant alors n = ko 4 1, on sait qu’il existe k3 > ko + 1 tel que w réalise Ay,.
X ...

En opérant ainsi, on crée une suite (k;);en+ strictement croissante d’indices qui vérifie :
Vi € N*, w € Ay, ce qui démontre que w appartient a A pour une infinité de valeurs de k.

Le point précédent démontre le sens direct de I’équivalence souhaitée. Dans le corrigé, on
a préféré mettre en avant une démonstration plus rigoureuse. Cependant, il est probable
qu’un tel niveau de détail n’était pas attendu.

Il est assez fréquent, dans les sujets ESSEC-II, de tomber sur des questions qui :
x en toute rigueur, exigent une démonstration technique et relativement longue.
x se comprennent plutot bien et peuvent étre expliquées « avec les mains ».

Pour ce type de questions (et uniquement celles-ci), les correcteurs des sujets ESSEC-II
se contentent généralement de vérifier que les candidats ont compris le mécanisme le plus
important de la question. Il y a donc fort & parier que toute idée pertinente, méme si peu
rigoureuse, pourra apporté des points sur une telle question. Ce sera par exemple le cas de
la question 8.b)(#it) & suivre qui exige un formalisme bien trop important si on souhaite la
traiter rigoureusement.

+00 400
Dans cette question, on manipule I’événement : (| |J Ag.
n=1 k=n
+00 +oo
Il est aussi relativement fréquent d’étudier 'événement : C' = |J () Ax.
n=1 k=n

On peut alors remarquer :

welC & dneN Vkxn, we A,

il existe un rang n € N* & partir duquel w réalise tous les
événements Ay

< w appartient & Ay pour une infinité successive d’éléments k
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c) Démontrer : P(B) = lim P(B,).

n—-4o0o
Démonstration.

o Tout d’abord :

#(02)

— lm P ( A Bn> (d’apres le théoréme
n=1

m—+00 de la limite monotone)

« D’aprés la question 2.a), (Bp)nen+ est une suite décroissante d’événements. On en déduit :

n=1
On en conclut : P(B) ml_l}I_Ii_loo P(By,). 0
d) Montrer que si C' et D sont deux événements, on a : P(CU D) < P(C)+P(D).
Démonstration.
P(CUD) = P(C)+P(D)-P(CND)
< P(C)+P(D) (car P(CN D) >0)
On a bien : VC € &/, VD € o/, P(CUD) < P(C)+P(D). 0

+o0o
e) Démontrer : P(B,) < > P(Ag).
ki

=N

Démonstration.
Soit n € N*.

o Tout d’abord :

P(Bn)

#(U )

T L”j A (d’apres le théoréme
m—too -\, F de la limite monotone)

m
« Démontrons alors par récurrence : Ym > n, P(n), ot P(n) : P ( U Ak> <
k=n

k=n
» Initialisation :

n

o D’une part : P ( U Ak> =P(4,).
k=n

o D’autre part : Y P(Ax) =P(A4,).
k=n

On a bien : P(4,) < P(4,). D'oa P(n).
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» Hérédité : soit m > n.

m+1 m+-1
Supposons P(m) et démontrons P(m + 1) (i.e. : ]P’( U Ak> < >0 P(Ag) )

k=n
() - #((@ ) 22

m (d’apres la question 2.d) appliquée en
S P<kL:JnAk> +]P)(Am+1) C:UAkGJZ{GtD:AmJ,_lE,,Q()
k=n
= > P(Ax) + P(Apn+t1) (par hypothese de récurrence)
k=n
D’ou P(m + 1).
Par principe de récurrence : Vm > < U Ak> < Y0 P(Ag).
k=n

e On a donc, pour tout m > n :

P(0a) < £ raay

k=n

m

D’aprés le début de la question, la suite ( < U Ak>> est convergente. La suite < > IP’(Ak)>
m2=n

>n k=n

car il est supposé en question 2 que la série Y P(A4,,) est convergente.

Par passage a la limite, on a alors :

m —+o00
P(B,) = lim IP’<kU Ak> < lim Y PA) = 3 P(4)

m——+00 m—r-+00 k—n k—n

“+oo
On a bien : Vn € N*, P(B,,) < > P(Ag).
k=n

Commentaire \

Les questions 2.d) et 2.e) font fortement penser aux questions 6.a) et 6.b) du sujet
ESSEC-I 2020 (partie Inégalité de Boole). Ces résultats ne sont pas présents dans le
programme officiel. Comme ces résultats sont amenés a servir dans le reste du sujet, les
concepteurs sont obligés de les faire apparaitre dans ’énoncé. Ils auraient pu les admettre.
Ils ont fait ici le choix de demander leur démonstration ce qui doit étre considéré comme

une opportunité de prendre des points. -

f) En déduire : P(B) = 0.

Démonstration.

« Rappelons tout d’abord que d’aprés la question 2.c¢) :

P(B) = lim P(B,)

n—-+o0o




ECE2

Mathématiques

+o0o
« D’aprés la question précédente, pour tout n € N*: 0 < P(B,) < > P(Ag). Or:

k=n
X hHl O = 0.
n—4o0o
. +oo
x ngrfoo kz::n P(Ag). En effet :
+o0 n—1 +o0
P(Ax) = > P(Ax) + > P(Ag)
k=1 k=1 k=n
o +o0 +o00 n—1 +o0 400
etainsi Y P(Ax) = > PAx) — > P(Ar) — > P(Ax)— > P(4x) = 0
k=n k=1 k=1 n—too k4 k=1

Commentaire \

Le point développé ici est une illustration d’un résultat classique sur les séries.
Etant donnée une série > u,, convergente, de somme notée S et dont la suite des
sommes partielles est notée (S, )nen on a, pour tout n € N :

“+o00 n —+00
> Uk = > w o+ X w
k=0 k=0 k=n+1
| ——— | S —— | S —
S = Sn + R,
+o00o
La quantité R, = > wy est appelé reste d’ordre n de la série > u,.
k=n+1

La suite (R;,) ainsi construite est convergente de limite nulle. En effet :

R, =585-5 — S§-5=0
n—-+o0o

\ J

On en conclut, par le théoréme d’encadrement : lim P(B,) = 0.
n—+00

On a bien : P(B) = 0.

Commentaire \

o Considérons ’expérience consistant & effectuer une infinité de lancers d’un méme dé a 6
faces équilibré. Pour tout & € N*, on note Ay 1’événement :

Ay, : « obtenir 6 lors du k®™¢ lancer »

On peut alors démontrer, a I’aide du théoréme de la limite monotone, que :
x la probabilité d’obtenir une infinité successive de 6 est nulle. Autrement dit : P(C') = 0.

x la probabilité d’obtenir une infinité de 6 vaut 1. Autrement dit : P(B) = 1.
Cela se comprend plutét bien car, comme le dé est équilibré, on s’attend, lors d’une
succession infinie de lancers de dés, & obtenir une infinité de chacune des faces du dé.

o Ce dernier point peut sembler, & premiére vue, en contradiction avec le résultat de I’énoncé.
C’est le cas uniquement car ’exemple précédent ne vérifie pas les hypothéses décrites en
question 2. En effet, pour tout n € N* : P(A4,,) = % (le dé étant supposé équilibré). La série
> % n’est pas convergente ce qui nous empéche de pouvoir conclure via la démonstration
présentée dans I’énoncé. =
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3. Soit (Yi)k>1 une suite de variables aléatoires réelles positives indépendantes, centrées et de méme
loi. On suppose que Y; admet un moment d’ordre 4 et on note V(Y7) = E(Y?) = 02 et E(Y}!) = p*.

n
On pose enfin, pour tout entier n > 1: 3, = > Y.

k=1
Commentaire

o On a déja mis en avant, en question 1.a) (%), la propriété :

P(IX = 0]) =1

(X est presque strement nulle)

x E(X)=0 (X est centrée)

x X >0 (X esta valeurs positives) }

Autrement dit, toute v.a.r. centrée positive est nulle presque siirement. On doit donc

conclure des hypothéses de I’énoncé que la suite (Yy)ren+ est constituée de v.a.r. toutes
nulles presque stirement.

o C’est en réalité une erreur d’énoncé. S’il est important pour la suite de supposer que les
v.a.r. de la suite (Yj)ren+ sont centrées, il est en revanche inutile de faire ’hypothése
qu’elles sont positives. Nous supposerons donc dans toute cette partie que ces v.a.r.
sont centrées mais de signe quelconque.

> €:|> =0.

\

by
a) Montrer que pour tout réel € > 0 donné, ona: lim P ([ -
n—-+oo n

Démonstration.
Les v.a.r. de la suite (Yi)g>1 :
x sont indépendantes,

x admettent toutes la méme espérance (car elles ont méme loi), égale a 0 (car elles sont centrées),
« admettent toutes la méme variance o>

D’aprés la loi faible des grands nombres :

Ve > 0, lim IP’([

n—-+o00

1
En—0‘26}> =0
n

e D

2

n

Ainsi:V5>0,}P’<[

b) Soit € € R

) >\ 4
(i) Démontrer : IP’([ 2> 5]) :IP’< ( n) >54]>.
n n
Démonstration.
Soit n € N*. On sait :
x la v.a.r. est & valeurs dans R
n
x € &€ R+.

Ainsi, par stricte croissance de la fonction z + 24 sur R, on obtient :
Y

([2)>) - =([(3)">))
o[- )2 ([ ()" ] :

n

10
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4
ede((2))
€ n
n

4
Soit n € N*. Considérons la variable aléatoire Z = <> . On est dans le cadre d’application
n

n

n

(ii) Démontrer : P <[

Démonstration.

de l'inégalité de Markov :
o\ 4
x 4= <n) est & valeurs positives,
n
) Xn ,
x la v.a.r. Z admet une espérance. En effet, la v.a.r. — admet un moment d’ordre 4 en tant

n
que combinaison linéaire des v.a.r. Y7, ..., Y, qui admettent un moment d’ordre 4.
En appliquant I'inégalité de Markov a la v.a.r. Z et e > 0 :

P([2 =€)

N

I I
) 1 =) ‘apré :

S e - P Zn)og 2 r 2in (d ,a]?res la question
n gl n précédente)

n

n

2

n

(|

Finalement : P ([

(iit) Démontrer :

() = Y Y432
k=1 k=1

INGE

n
Yk;2 }/jQ + Z Y Wi
j=1 k=1
J#k
ou Wy, désigne une variable aléatoire fonction de Y7, ..., Yx_1, Yii1, .., ¥, (on ne cherchera
pas a expliciter cette variable aléatoire).

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Vn € N*, P(n) ou P(n):

4 n 4 n n 9 <o n
(Xn)” = XY +3 2 X YPY + ) VW
= k=1

k=1 k=1 j—1
J#k
ou W}, désigne une variable aléatoire fonction de Y7, ..., Y1, Yer1, .-+, Y.

» Initialisation :
o d’une part : (2;)* = Y.

o d’autre part :

1 1 1 1
SYEE3Y Y YEYP4+ Y VW
k=1 k=1 j=1 k=1

J#k

1

j=1
j#1
1
car la somme est vide
= Y14 + Y1 W1 ( 7.;1 )
J#1

11
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Ainsi, en posant Wi = 0 (la v.a.r. W ne dépend alors pas de Y; comme voulu), on obtient :

)t = Y3y %
' k=1 F

k=1 j=

j#k
D’ou P(1).
» Hérédité : soit n € N*.
Supposons P(n) et démontrons P(n+1) (i.e. (Zny1)* =

ol Zy, désigne une variable aléatoire fonction de Y7, ...,

(Zn+1)4

- (En + Yn+1)4

= (Z) 4+ 4(20)? Vo1 +6(20) Y2, +4%, Y3, +

1
Y24+ S VW,
k=1

n+1l n+l1

Z VEi+3 Y > Y2Y2+Z Y Zs,

k=1 j=1
j#k

Yk‘—17 Yk+17 e YTL; Yn+1)'

(par définitiond de ¥,,11)

v (par formule du binéme

ntl de Newton)
n n n n
= ZYf—}—BZ > Y,ij2 >
k=1 k=1 j=1 =
J#k
n 2 n N
9 3 (par hypothese de
—|— 4 (Zn) n+1 + 6 <k§1 Yk) Y +1 + 4 <k§1 Yk; +1 + }/n-l-l Técurrence)
n+1
= ZY4+3Z Z Y2Y2+ZYka+4( 3 Yo
k=1 j=1
J#k
n
FO(X VY S ONY) v+ S nY,
k=1 j=1 k=1
JFk
n+1
= ZY4+3Z 5 Y2Y2+ZYka+4( P Yo
k=1 k=1 j=1
j#k
n 9 9 n n 9 n 3
+ 6 VPV +6 > X VRV, 44 ) VY, (%)
k=1 k=1 ;_1 k=1
£
o Commencgons par rassembler les termes en vert. On remarque :
n n n n+l n+4l
33 > Y2YP 4+ 63 VY 3 Y VY,
k=1 j= k=1 k=1 j=1
JF#k j#k
Autrement dit :
n n 9 <2 n 2,9 n+l n+l1 9
oo YYS + 2 VY, oY VY
k=1 j=1 k=1 klj_l
j7k i#k

12
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En effet
n+1 n+1
> (X vy
k=1 j=1

n n+1 99 n+1 9 5

_ kzl( > kaj)+ S Y2,V
= j=1 7=1
itk i#En+1

k=1 j=1
JiFk
S 2
- B0 (£ o) f
= j=1 J=
JFk
S 2 2 2y 2y
= kZI(Yk Z Y) ZY +1+ZY n+1
J#k
n : )
_ 9 vr2 2y (car la variable j est muette
N kzz:l ( 721 Y'Y > 2 Z Vel dans la derniére somme)
J#k

« Rassemblons maintenant les termes en bleu.

n n
ZYMW+KMx4()—+Z<nx6 3 ViY2)+ 2 (Yix4vi,)
k=1 k=1 =1 k=1

JF#k

n
_ §%< <W%+6 Z YJCH+4Y+J)+KHIXMEMS
J#k
On pose alors :

n
x Vke[Ln], Zy=Wr+ Y Y;Y2,+4Y2,
j=1
J#k
Notons que, comme la v.a.r. Wi ne dépend pas de Y; par hypothése de récurrence, alors la
v.a.r. Z ne dépend pas non plus de Yy (elle dépend de Y7, ..., Yi_1, Yir1, - .., Yoi1).
X Lnp41 = 4 (En)g
n
Notons que, comme ¥,, = Y Y%, alors la v.a.r. Z,41 ainsi définie ne dépend pas de Y41
k=1
(elle dépend de Y7, ..., Yy,).

On obtient alors :

> (Vi (We+6 3 VY2 4V ) + Yo x4 (50)°

k=1 j=1
J#k
n+1
= Z YiZyp +Yoi1Znyr = Y Y Zg
k=1 k=1

13
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Finalement, en reprenant ’égalité (), on obtient :

n+1 4 n+1 n+1 9,9 n+1
Ear)' = LY+ (X Y+ Y iz
k=1 k=1 N j—1 k=1
J#k
ou Zj, désigne une variable aléatoire fonction de Yy, ..., Yi—1, Y41, -+, Y, Yot1.

D’ou P(n +1).

n n n n
Par principe de récurrence, pour tout n € N* : (3,)* = 3 Yi+3 Y > Y2 ng + > YWy
k=1 k=1 ;—1
J

J#k
ou Wy, désigne une variable aléatoire fonction de Y7, ..., Yi_1, Yiy1, ..., Yn.

Commentaire .

« Un tel niveau de détail n’était sans doute pas attendu. Une explication moins rigoureuse aurait
stirement permis d’obtenir la totalité des points alloués & cette question.

o On pouvait démontrer ’égalité voulue en développant directement l’expression initiale. La
démarche est la suivante.

1) En développant une somme & la puissance 4, on obtient des termes de degré 4. Autrement
dit, on obtient ici des termes de la forme :

YYPYIY) aveem+ptgtr=4

2) Dans le cas ot 'entier m est égal a 4, les autres entiers sont nuls et on obtient alors un terme
de la forme Yi4 (on obtient un terme de forme similaire si I'un des entiers p, ¢ ou r est égal
ad).

3) Dans le cas ol 'entier m est égal & 3, alors I’'un des autres entiers vaut 1, par exemple p, et
les autres sont nuls. On obtient alors un terme de la forme Y;-?’ Y;.

Remarquons que ce terme est de la forme Y; W; ot W) ne dépend pas de Y;. Ce terme sera

n
donc comptabilisé dans la somme > Yj Wy.
k=1

4) Dans le cas ou I'entier m est égal & 2, deux cas se présentent :

x soit I'un des autres entiers, par exemple p, est égal a 2, alors les autres entiers sont nuls.
On obtient alors un terme de la forme Yf Yj2.

x soit deux des autres entiers, par exemple p et g, sont égaux & 1, alors le dernier entier est
nul. On obtient alors un terme de la forme Y? Y; ;. Ce terme est de la forme Y; W; ou

n
W; ne dépend pas de Yj. Il sera donc comptabilisé dans la somme ) Yy Wj.
k=1

5) Dans le cas ot 'entier m est égal a 1, alors on obtient un terme de la forme Y; W; ou W; ne
n

dépend pas de Y;. Ce terme sera donc comptabilisé dans la somme > Yy W.
k=1
6) Dans le cas ot 'entier m est égal a 0, on effectue la disjonction de cas des étapes 2) & avec
les entiers p puis ¢ puis r.

On obtient alors la formule de ’énoncé.
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(iv) Démontrer : E <(En)4) =npt+3n(n—-1)0%

Démonstration.
Soit n € N*.

« Rappelons tout d’abord que la v.a.r. ¥,, admet un moment d’ordre 4 en tant que somme de v.a.r.
qui en admettent un.

o D’aprés la question précédente :

E(®)') = E(LY+3% X Y2+ YW
k=1 k=1 j=1 k=1
JiFk

v 4 LN 22 L (par linéarité de
kgl e (Yk) 3 kzz:l j; E (Yk Y; ) + k; E (¥ W) lespérance)
J#k
e De plus :

x d’aprés I’énoncé, les v.a.r. Y7, ..., Y, ont méme loi. Elles ont donc les mémes moments. Ainsi :

Vk e [1,n], E(Y) = p!

o On utilise ici I'implication suivante : « si deux v.a.r. ont méme loi, alors elles ont
les mémes moments ». Ou encore, pour toutes v.a.r. U et V :

UetVont mémeloi = VneN, EU")=EV")

En particulier, U et V ont méme espérance, méme moment d’ordre 2 (et donc
méme variance), méme moment d’ordre 3, 4, etc.

« Attention : la réciproque est fausse !

¥n e N*, E(U")=E(V") 3 UetV ont méme loi

En particulier, les assertions suivantes sont égalements fausses :
E(U) =E(V) >< U et V ont méme loi
V({U) =V(V) >< U et V ont méme loi

E(U) =E(V) A .
V(U) = V(V) } >4< U et V ont méme loi

Par exemple, en considérant U < P (1) et V — £(1), alors U et V ont méme
espérance et méme variance (mais elles n’ont évidemment pas méme loi).

\.

J

«x pour tout k € [1,n] et tout j € [1,n] tels que j # k, les v.a.r. Y} et Y]? sont indépendantes
par lemme des coalitions (car les v.a.r. Y et Yj le sont). Ainsi :

E(YZY}?) = E(Y)xE(Y}?) = o®x0® = o'

x enfin, pour tout k € [1,n], comme I'expression de Wy, ne fait pas mention de Y, ces 2 v.a.r. sont
indépendantes, toujours par lemme des coalitions (car les v.a.r. Y7,
indépendantes). Ainsi :

= OxE(W) =0 (car Yy, est centrée)

..., Y, sont mutuellement

15
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« On obtient finalement :

E()) = Lotesy (X o)+ 30

E((En)4> —npt+3n(n—1)0

4
() <
n n
~

Il est important de noter que la constante C' de I’énoncé ne dépend pas de n. Rappelons en effet
que, lorsqu’on est en présence de quantificateurs de natures différentes, I’ordre est important.
« Par exemple, si on dispose d’une fonction f: R — R, les propositions :

VzeR,AM eR, f(z) <M  3IMeRVzeR, f(z) < M

n’ont pas du tout le méme sens. La seconde signifie que la fonction f est bornée (on est
capable de trouver un réel M qui majore TOUTES les valeurs de f(x) i.e. un majorant de
f(z) avec z qui parcourt R en entier). La premiére proposition signifie que pour chaque
valeur particuliére de z, on est capable de trouver un réel M (qui peut dépendre de x !) tel
que, pour cette valeur particuliére de = on ait : f(x) < M. Toute fonction satisfait cette
proposition car, on peut poser, pour chaque choix de x : M = f(x). On obtient bien alors :

flz) < M.

o Dans cette question, il est demandé de démontrer :

4
ao>o,vneN*,E((2n)) < S
n mn

La quantification de la constante C précédant celle de I’entier n, son expression ne doit pas
dépendre de n.
Il est & noter que si I’énoncé avait souhaité que ’on détermine une constante C' dépendant de
n, il aurait sans doute insisté sur cette dépendance en utilisant la notation C,, (au lieu de C).
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Démonstration.
Soit n € N*.

o Tout d’abord :

_ 4 (par linéarité de
£ <(En) ) lespérance)

1 4 4 (d’apres la question
ot (np*+3n(n—1)c?) précédente)

e Or:

x d’une part :

AR

(N

done 2 < o (car p* > 0)
n

x d’autre part :

—1
n < 1
n
-1
donc 3o A < 30t (car30420)
n
On en déduit : .
1
p——|—304n < ,04—1-304
n
D’on, comme — >0 :
n

17
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(vi) Démontrer : P <[ = > 1}) < —.
n ns nz
Démonstration.
Soit n € N*,

1
« D’apres la question 3.b)(4i) appliquée a € = —
ns

o Or, d’apres la question précédente :

donc

1 v, \*
doi 11@(()) < C
nz n n2

o Ainsi, par transitivité :

) 1 1 =\ C
n ns n2 n n2
by 1 C
n ns n2 O
. . Yn 1
4. On définit, pour tout entier n > 1, '’événement A,, = [ — > 1}
n ng

a) Montrer que la série de terme général P(A,,) est convergente.

Démonstration.
On sait :

x d’apreés la question précédente : ¥n € N*, 0 <P (A,) <

T Q

1
x la série > — est une série de Riemann d’exposant % (% > 1). Elle est donc convergente.
n=1l n2

C
Et la série > — l'est aussi.

n>1 n2
(on ne change pas la nature d’une série en multipliant son terme général par un réel non nul)

Par critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série > P(A,,) est convergente.
n>t [

18
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b) En déduire que la probabilité pour que A,, se produise pour une infinité de valeurs de n est nulle.

Démonstration.

D’aprés la question précédente, la série > P(A,,) est convergente. On peut alors appliquer les
n=1
résultats de la question 2. Ainsi, en notant :

+o00
x pour tout n € N*, B, = |J A,
k=n

+oo
« B= () Bu.

n=1

on peut conclure avec 2.f) : P(B) = 0.

Autrement dit, d’aprés la question 2.b), la probabilité pour que A,, se produise
pour une infinité de valeurs de n est nulle. O

by
c¢) Montrer que 'événement | lim — = 0| a pour probabilité 1.
n—+o0o N

Commentaire \

e On est ici confronté a ce qui semble étre un nouvel objet : une limite de variables

. . % . . . .
aléatoires hrJrrl ~™ . Cet objet est en fait une variable aléatoire que 1’énoncé
n—+oo nN

aurait pu définir. Plus précisément, il s’agit de la variable aléatoire définie par :
Q - RU{—o00,+o0}

w +—  lim Zn (@)
n—-+oo n

o Ainsi, I’événement [ lim == :0} est l'ensemble des w € Q tels que

n—+oo n
Yo (w

n—-+o0o n

= (0. Autrement dit :

» »
we[lim ”:0] o lim =@ g

n—+oo N n—-+4oo n

On se raméne alors a ’étude, pour tout w € 2, de la limite de la suite réelle
<En(w)

) qui est bien un objet connu.
n n=1
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\
« La construction d’un tel objet n’est pas si nouvelle que cela. On définit par exemple
de maniére similaire le maximum ou le minimum de v.a.r. . En effet, si X1, ..., X,
sont des variables aléatoires réelles, alors on définit la nouvelle variable aléatoire
M,, = max(Xy,...,X,) par :
Q —- R
w = max(X1(w),..., Xp(w))
Ce n’est cependant pas si simple de définir rigoureusement la limite de v.a.r. . En
) Yin(w
effet, pour tout w € (2, la suite <n()) peut :
n n=1
x ne pas admettre de limite,
x admettre une limite infinie (c’est par exemple le cas des suites (Sp(w)),>; en
question 5.a))
o On prendra garde a ne pas inventer de propriétés a la vue d’un nouvel objet. Par
exemple ici, I’égalité suivante est évidemment fausse :
b by
IP’([ lim =2 :OD X lim IP([" :()D
n—+oo N n—+00 n
Démonstration.

e On vient de démontrer en question précédente que la probabilité que I’événement A,, se pro-

duise pour une infinité de valeurs de n est nulle, c’est-a-dire : P(B) = 0. Ainsi : P(B) = 1.

n—+oo N

by
Comme on cherche & démontrer P ([ lim =2 = O]) =1, il suffit alors de montrer :
— by
B C [ lim = = o]
n—+oo N

En effet, dans ce cas, par croissance de ’application P :

P(B) < IP<[ lim E”:o])

n—+o00 N

I YA\
1 1

D’oﬁ:P([ lim Z:n:()}) =1.
n—+oo N

« Commencons par expliciter '’événement B. Démontrons alors que B est réalisé si et seulement
si il existe un rang a partir duquel A,, est tout le temps réalisé.

Soit w € Q.
“+00 +00
x Tout d’abord, par déinition : B= (| |J Ag. Alors :
n=1 k=n
_ 400 fo0
B = U N A4
n=1 k=n
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x Ainsi :
_ +oco [/4oo
weB & we Y ( Ak>
n=1 k=n

+oo
& dngeN, we (| Ax

k=ng
& IngeN*, Vn>ng, we A
Autrement dit, w réalise B si et seulement s’il existe un rang ng € N* a partir duquel w
réalise tous les événements Ay.
o Démontrons maintenant I'inclusion :
— by
B C [ lim — = O]

n—+o0o N

Soit w € B. D’aprés le point précédent, il existe ng € N* tel que, pour tout n > ng : w € A,,.

|

Yin(w 1
Autrement dit, comme A,, = [ n(w) 1], on obtient :
Yin(w 1
vn = no, n )’ < =
n ns

1
Or: lim — = 0. Ainsi, par théoréme d’encadrement :

n—-+o0o né

Yin
lim ()

n—-+00 n

=0

by
c’est-a-dire : w € [ lim = = 0].
n—+oo N

— b))
On a bien démontré : B C [ lim =2 = O]
n—+oo N

Finalement, avec le premier point de cette démonstration,
. . Xy
on obtient : P lim —=0|)]=1.
n—+oo N D

Commentaire \

o Pour la culture, on peut remarquer que, lors des questions 3.a) & 4.c), ’énoncé nous fait

by
démontrer différents types de convergences pour la suite de v.a.r. <n> .
N/ nenx

1) la convergence en probabilité en question 3.a).
- La définition de la convergence en probabilité d’une suite de v.a.r. (X, ),en+ vers une

v.a.r. X est la suivante :

Ve >0, lim P([|X,—X|>¢])=0
n—-4o00

On note alors : X, £ox

n—-+00
) ) . X i
- On a donc démontré que la suite de v.a.r. | — converge en probabilité vers la
"/ nen+
, N s Zn P
v.a.r. constante égale a 0, ce que 'on note : — — 0.
n n—+oo
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Commentaire

2) la convergence en moyenne d’ordre 4 en question 3.b)(v).
- Soit r € N*. La définition de la convergence en moyenne d’ordre r d’une suite de v.a.r.
(Xn)nen+ vers une v.a.r. X est la suivante :

lim E(|X,—X|") =0

n—-+4o0o

Lr

On note alors : X,, — X.
n—-+00
. 2 : Zn ’
- On a donc démontré que la suite de v.a.r. [ — converge en moyenne d’ordre 4 vers
n Z,ELEN*
4
la v.a.r. constante égale & 0, ce que 1’on note : —+ % 0. En effet, d’aprés 3.b)(v) :
n n—+oo

4
ex((3)) <5
n n

S 4
D’oui, par théoréme d’encadrement : lim [E << - O> ) =0.

n—-+o00 n
3) la convergence presque stre en question 40)

- La définition de la convergence presque stre d’une suite de v.a.r. (X,,),en+ vers une v.a.r.

X est la suivante :
p([ lim Xn:XD _
n—-+oo

p.s.

On note alors : X,, — X.
n—+oo
) ) . Y, .
- On a donc démontré que la suite de v.a.r. [ — converge presque strement vers la
/) pens
, R .S.

v.a.r. constante égale a 0, ce que I'on note : —* 2% .

n n—-+oo

En plus de ces trois types de convergences, on connait également la convergence en loi (qui
n’est pas étudiée ici).

o Il existe des relations d’implication entre ces quatre types de convergences, que l'on peut
résumer avec le schéma suivant :

Chacune des réciproques est fausse en toute généralité.
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d) Montrer que I’événement [

Démonstration.

S,
lim —= = ,u} a pour probabilité 1.

n—+oo N

« On souhaite appliquer les questions 3. a 4.¢). On ne peut cependant pas les appliquer direc-
tement & la suite de v.a.r. (Xg)gen+ car ces v.a.r. ne sont pas centrées. On pose alors, pour
tout k € N* : Yy, = X — p.

« Vérifions qu’avec la suite de v.a.r. (Y)r>1, nous sommes bien dans le cadre d’application des

questions 3. a 4.c).

La suite (Yj)g>1 est une suite de v.a.r. :

x indépendantes par lemme des coalitions (car les v.a.r. de la suite (Xj)r>1 le sont),

x (rappelons que l'on a supprimé ’hypothése de positivité des Yy, dans la remarque associée a

la question 3.)

x centrées. En effet, comme X; admet une espérance égale a u, alors Y7 admet une espérance
et, par linéarité de ’espérance :

E(Y1) = E(X1 —p) = E(X1) —p =

p—p =0

x de méme loi, car les v.a.r. de la suite (Xj)i>1 le sont,

x admettant un moment d’ordre 4, d’apres 1.a)(iv).

n
Alors, d’aprés 4.¢) (en notant toujours, pour tout n € N*, ¥, = >~ Yy) :
k=1

e Or, pour tout n € N* :

P<[ lim En:oD .
n—+oo N

S Ly = () - S
— = - E = = k—H) = — k=R | = — [
n N k=1 " k=1 N \k=1
Onendéduit:ﬂ”([lim — — —0]>—1.
n—+oo N
. . Sp
Finalement : P lim —=pu|) =1
n—+oo N 0

5. a) Montrer que, pour tout w € €, la suite de réels (Sp(w)),,»; est croissante.

Démonstration.
Soit w € Q. Soit n € N*.

Spt1(w) = Sn(w) =

n+1 n
> Xp(w) = >0 Xi(w)
k=1 k=1

(car X411 est a

X >
nt1(w) = 0 valeurs positives)

La suite (Sn(w)),>; est donc croissante.
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On considére la fonction Soo définie sur 2 par Soo(w) = lim Sp(w) avec Soo(w) = 400 si

n—-+o00

(Sn(w)), > diverge.

\.

Commentaire \

Notons que la variable aléatoire S, est ainsi bien définie. En effet, pour tout w € Q, d’aprés
la question précédente, la suite (Sp(w)), >, est croissante. Ainsi, par théoréme de la limite
monotone, deux cas se présentent :
x soit cette suite est de plus majorée, et alors elle est convergente.
On peut alors définir Soo(w) par le réel lim S, (w).
n—-+00

x soit cette suite est de plus non majorée, et alors elle diverge vers +oo.
Dans ce cas, on peut définir Sy (w) par lim S, (w) = +oc.
n—-+oo

b)

S
Montrer que si Soo(w) € Ry, alors :  lim n(w) =0.

n—-+oo n
Démonstration.
Soit w € Q. Supposons : Sy (w) € R4
Alors, par définition de Sy, on en déduit : lim Sy, (w) € Ry. Autrement dit, la suite (Sp(w)),,5,

n—-+00
est convergente. Notons ¢ sa limite. On en déduit :

x lim Sn(w) = E,

n——+o0o
1
X lim —=0.
n—+oo N
Sn(w
Ainsi, par produit de limites : lim n() =0.
n—-+oo n D

En déduire : P([Ssx = +00]) = 1.

Démonstration.
e Soit w € (. D’aprés la question 5.a), seulement deux cas se présentent :
x 801t (Sp(w)),>; converge, et alors : Soo(w) = nll)riloo Sn(w) € Ry,
x 801t (Sp(w)),>; diverge vers 400, et alors : Sy (w) = +00
Autrement dit :
x d'une part : Q = [Soo € Ry| U [Se = +00],
x d’autre part, les événements [So € Ry] et [Soo = +00] sont incompatibles.

Ainsi, la famille ( [So € R4], [Soo = +00] ) forme un systéme complet d’événements.

On en déduit : P([Se = o0]) =1 —P([Seo € R4 ]).

e De plus, on a démontré en 5.b) :

Sp(w)

Vwe D, Seo(w)eRy = lim
n—-+4oo n

Autrement dit :

Sn
we[Sw ERL] = we[lim :0]
n—+oo N

On obtient : [Se € R4] C [ lim Sn _ 0}
n—+o0o N
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e Or, d’aprés 4.¢) : P ([ lim S = ,u]) =1.D’ou :

n—+ooc N

IP’<[ lim Sn#u}) = 1—P<[lim Sﬂ’:u}) =1-1=20
n—+oc N n—+oo N

De plus, d’aprés 1.a)(%ii) : 4 # 0. On en déduit :

[lim Sn:O} C {lim Sn#u]

n—+oco n n—+oo n

(si une valeur est nulle, alors elle ne peut étre égale a p, car p est forcément différent de 0)

Donc, par croissance de P :

(am ) < #(lom 500

WV Il
0 0
S
Ainsi:[P’([lim n:()]):().
n—+oo M
. S
e Or, comme précisé dans le 2°™° point : [Soo € Ry | C [ lim — = O].
n—+oo n

D’ot, par croissance de P :

e cn < 7([um, % =d])

\% Il
0 0

Donc : P([Se € R4]) = 0.

Finalement : P([Seo = +0]) =1 —P([Seo € R4]) = 1. .
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Deuxiéme partie : Le processus de renouvellement
On a montré dans la partie précédente qu’avec probabilité 1, la suite (S, (w)),,; tend vers I'infini. On
peut donc définir, pour tout réel t > 0, la variable aléatoire :
Ny = max{k € N | S <t}

C’est le processus de renouvellement associé a la suite (Xp,)n>1.
6. a) Soient deux réels s et ¢ tels que 0 < s < ¢t. Démontrer : Ng < Ny

Démonstration.

e Soit k € {k € N| Sy < s}. Alors, par transitivité :

S, < s< t
Dou: k € {k € N| Sk <t}. On en déduit en particulier :

E < max{keN| S, <t}
I

Ny
« Comme ceci est valable pour tout k € {k € N | S; < s}, on obtient en particulier :

max{k € N| S, <s} < N
I

N

Finalement, si s < t, alors : Ny < N,

b) Soient n € N et ¢t € Ry. Montrer 1'égalité des événements [N; > n] et [S,, < t].

Démonstration.
« Démontrons : [Ny > n| C [S, < .
Soit w € [Ny = n|. Alors : N¢(w) = n.
De plus, par définition de Ny : Sy, () (w) < t. Or, d’aprés la question 5.a), la suite (S, (w)),,cn-
est croissante. Ainsi, comme 1 < Ny(w), on obtient :
Sn(w) < SNt(w) (w> <t
En particulier : Sy (w) < t. Autrement dit : w € [S,, < t].
On en déduit : [Ny = n] C [S, < t].
« Démontrons : [S,, < t] C [Ny = n].
Soit w € [S,, < t]. Alors : S, (w) < t.
On en déduit : n € {k € N | Si(w)

t}. Alors, en particulier :

max{k € N | Sk(w) < t}
I

Ni(w)
Ainsi : n < Ny(w). Autrement dit : w € [Ny > n].
On en déduit : [S,, < t] C [Ny = n].

<
n <

Finalement : [N; > n] = [S,, < t].
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¢) Pour w € Q donné, montrer que la limite ltligl Ny(w) existe (elle est éventuellement infinie).
—+00

On note Noo(w) cette limite.

Démonstration.
Soit w € 2. On note f la fonction définie par :

f+ Ry = R
t = Ny(w)
D’aprés la question 6.a), pour tout (s,t) € (Ry)? :
s<t = Nsw) < N(w)
Autrement dit :

s<t = f(s) < f(t)

La fonction f est donc croissante sur R;.. Par théoréme de la limite monotone, on en déduit que
deux cas se présentent :

x soit la fonction f est majorée, et alors elle admet une limite finie en 4o00.

Ainsi, la limite lim Ny(w) = lim f(¢) existe et est finie.
t——+4o00 t—+o00

x soit la fonction f n’est pas majorée, et alors elle admet 400 comme limite en 4oc0.
Ainsi : lim Ny(w) = lim f(t) = 4o0.
t——+o0 t——+o0

On en conclut que, pour tout w € €2, la limite tligrn Ny(w) existe.
—+00

Commentaire \

Cette question permet de justifier la notation N, introduite par ’énoncé. On peut la définir
plus précisément de maniére similaire a la variable aléatoire So, introduite en question 5.a) :

Noo @ Q@ — RU{+o0}

w o t—lg‘rnoo Nt(w)

avec toujours la convention Noo(w) = 00 si lim Ny(w) = +o0.
t—4o00 -

d) Soient w € et K € N. On suppose : Ny (w) = K.
(i) Montrer qu’il existe T, > 0 tel que : Vt > T, Ny(w) = K.

Démonstration.
o D’aprés I’énoncé, on sait :

x par hypothése : Noo(w) = K. Clest-a-dire : lim Ny(w) = K.

t—+o00
x par définition de V; : Vt € Ry, Ny(w) € N.

Autrement dit, la fonction ¢ — N¢(w) admet une limite en +oo (elle admet pour limite K) et
est a valeurs entiéres.
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o Démontrons qu’elle est alors constante dans un voisinage de +oo, c¢’est-a-dire :
JAeR,, VE2 A, Ny(w) =K

L’idée pour le démontrer est d’encadrer, pour tout ¢ > A, le réel Ny(w) entre K —e et K +¢
pour un ¢ suffisamment petit. En effet, si 'on parvient a obtenir un tel encadrement, comme
Ni(w) € N et que le seul entier de l'intervalle [K — ¢, K + ¢] est K, on en déduira bien :
Nt((,d) =K.

x Commencons par écrire la définition de : tli+m Ni(w) = K. Pour tout ¢ > 0, il existe
—+o00
A € R, tel que, pour tout t > A :
|Nt(w) — K| < €
donc - < N(w)— K < €
dou K-—¢ < Ni(w) < K+e¢

1
Comme cet encadrement est valable pour tout € > 0, en particulier, pour € = n on obtient :

1 1
K—= < N(w) < K+-
1 1) *

x On sait de plus : Vi € Ry, Ny(w) € N. Ainsi, comme K est un entier, pour tout ¢t > A :

1 1
donc Ni(w) =K
Nt(w) eN
On peut se convaincre que K est le seul entier de 'intervalle [K — %, K+ }1] avec le schéma
ci-dessous.
\ [ [ 1] \
\ L, I, \
K—1 K-3 g K+3 K+1

On en déduit qu’il existe A > 0 tel que : Vt > A, Ny(w) = K.

« Il reste & démontrer qu'il existe Ty, > 0 (et non Tj, > 0) tel que : V¢ > T,,, Ny(w) = K. Deux
cas se présentent :

x si A > 0, alors on choisit : T,, = A et on a la proposition voulue.

Vit >0, Ni(w)=K
Autrement dit, la fonction ¢ — Ny(w) est constante égale & K. On en déduit en particulier :
Vi>1, Ni(w)=K

Ainsi, en choisissant T, = 1 (qui est bien strictement positif), on obtient la proposition
voulue.

Finalement, il existe bien T, > 0 tel que : Vt > T,,, N;(w) = K.
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Commentaire .

On démontre dans cette question que la fonction ¢ +— N¢(w) est constante au voisinage
de 4+00. On peut en fait démontrer, avec exactement le méme raisonnement, pour toute
fonction f réelle a valeurs réelles :

f est constante au voisinage

f est a valeurs entiéres de +o0
\ [:

f admet une limite finie en 400 }
=

(it) Montrer qu’alors Sk (w) < Ty, et Sk41(w) > ¢ pour tout t > T,,.

Démonstration.

« D’apres la question précédente : V¢ > T,,, Ny(w) = K. En particulier : N7 (w) = K.
D’ou : NTw(w) > K.

D’aprés 6.b), on en déduit : Sk (w) < T,.

« Démontrons par l'absurde : Vt > T,,,, Sx+1(w) > t.
Supposons qu’il existe ty > T,,, Sk+1(w) < to.

x D’une part, d’aprés 6.b) : Ny, (w) > K + 1.
x D’autre part, comme ty > T,,, d’aprés 6.d) (i) : Ny, (w) = K.
Absurde!

On en déduit : Vt > T, Sg+1(w) > t.

Commentaire \

Les correcteurs auraient sans doute aussi accepté une démonstration faisant intervenir la
définition de Ny :
« D’apres la question précédente : V¢ > T,,, N¢y(w) = K. En particulier : N7, (w) = K.

« Ainsi, par définition de Ny, (w), 'entier K est le plus grand k € N tel que : Si(w) < To,.
En particulier : S (w) < Ty,

e Soit t > Tw~
Comme N;(w) = K, on a toujours que K est le plus grand entier k tel que : Sk(w) < ¢.
On en déduit que K + 1 est le premier entier k a partir duquel : Sk(w) > t.

En particulier : Sxy1(w) > t.
\ r

(i11) En déduire que si Noo(w) = K alors nécessairement X g 1(w) > t pour tout ¢ réel positif, ce

qui est absurde.

Démonstration.
Supposons : Ny (w) = K.

o On remarque tout d’abord :
Xg1(w) = Skm(w) — Sk (w)

o De plus, d’apres 6.d) (i) et 6.d)(i), il existe T,, > 0 tel que :
x Sk(w) <T,. Dou : —Sk(w) = —T1,.
x Vt > T,, Sk+1(w) > t.
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e Soit t > T,,. On obtient :
SK_H(LU) — SK(LU) > t-T,
I
Xg+1(w)

e Soit u > 0.

En appliquant 'inégalité précédente a t = u + T, > T,,, on obtient :

XK_H(W) > (u + %) -
1
u
Vu >0, Xkgy1(w) >u

e On sait alors :

X hm t = —+00

t——400
x YVt >0, XK+1(LU) >t
Par théoréme de comparaison, on obtient :
tl}iﬂoo Xgsi(w) = o0
I
Xg+1(w)
Absurde! (car Xg 1 est une variable aléatoire réelle)
O

(i) Conclure : P([Noo = +00]) = 1.
Démonstration.
« Pour aboutir a ce résultat, nous allons démontrer le résultat (plus fort) suivant :
[Noo = 0] = Q
Autrement dit : Vw € Q, w € [Ny = 00]. C’est-a-dire :
Vw € Q, Noo(w) =00

e On procéde a un raisonnement par l’absurde.
Supposons qu’il existe wy € 2 tel que : Noo(wp) # oo.
D’aprés 6.c), on en déduit que Noo(wp) est finie. Il existe donc K € N tel que : Noo(wp) = K.
Absurde! (d’aprés 6.d) (4i))

On en déduit : [Ny = 00| = Q.

On en conclut : P([Nog = o0] ) =P() = 1.

O

7. On souhaite écrire une fonction Scilab qui simule informatiquement la variable N;. On suppose
que la fonction X renvoie une réalisation de la variable aléatoire X. Compléter la fonction suivante,
qui prend en argument un nombre réel ¢, et renvoie une réalisation de N, :

1 function N = Renouvellement (t)
2 N=20;

3 S=0;

4 while ...

5 e

6 endfunction
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Démonstration.
On propose le script suivant.

function N = Renouvellement (t)
N=20;
S=0;
while S <=t
S =8+ X0
N N+ 1
end

endfunction

o N o for e jw o =

Détaillons les éléments de cette fonction.

« Début de la fonction
On commence par préciser la structure de la fonction :

x cette fonction se nomme Renouvellement,
x elle prend en paramétre la variable t,

x elle admet pour variable de sortie la variable N.

1 function N = Renouvellement (t)

La variable N est initialisée a 0.

La variable S, qui contiendra des simulations de chaque v.a.r. de la suite (Sn)n cnyeo ©st initialisée
a 0 (choix naturel d’initialisation lorsqu’on souhaite coder une somme puisque 0 est I’élément
neutre de 'opérateur de sommation).

e ¥}
n
]
o

o Structure itérative
Les lignes 4 & 7 consistent & déterminer le plus grand entier n tel que : S, < t. On doit donc
calculer les simulations des v.a.r. successives de la suite (Sn) tant que S, < t. Pour cela, on

neN*
met en place une structure itérative (boucle while).

4 while S <=t

Tant que S, < t, on calcule S, 11 et on stocke toujours cette valeur dans S (on utilise ici la
relation : Sp41 = Sp + Xpg1) ¢

5 S=8+X0O

On rappelle que, d’aprés I’énoncé, la fonction X renvoie une simulation de la v.a.r. X et que les
v.a.r. de la suite (X )nen+ ont méme loi que X.

On met alors & jour en conséquence la variable N : on 'incrémente de 1 pour signaler qu’on a
calculé Spq1.

[
=
I
=
+
[y

o Fin de la fonction
A Dissue de cette boucle, la variable N contient le plus grand entier n tel que S,, < t. Autrement
dit, la variable N contient une simulation de la v.a.r. Ny.
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Commentaire

Afin de permettre une bonne compréhension des mécanismes en jeu, on a détaillé la réponse
a cette question. Cependant, compléter correctement la fonction Scilab démontre la bonne
compréhension de ces mécanismes et permet certainement d’obtenir la majorité des points
alloués a cette question. On procédera de méme dans les autres questions Scilab.

8. a) Montrer que pour tout n € N et pour tout ¢t € R :

B(IN, =n]) = P([N; > n]) = B(N, > n + 1))

Démonstration.
Soit n € N et soit t € Ry.

e On commence par remarquer :

[Nt > n+1] (car Ny est a valeurs entiéres)

Commentaire

o Il est important de comprendre que 1’égalité :

[Nt>n] = [Nt>n] U [Nt:n]

we[Ne=2n] & N(w) =k
& N(w) >k 00U N(w) =k
& we[Ny>n] 0U we [Ny =n)]

& we [Ny >n] U [N =n]

« En revanche, 'égalité :
[Nt > n] =[Ny = n+1]
tion. Pour tout w € Q :
we[Ne>n] & N(w) >n
< Ny(w) =2 n+1  (car N(w) est un entier)
& we [Ny =zn+1]

Rappelons que dire que N; est & valeurs dans N signifie :

est vérifiée pour TOUTE v.a.r. , sans hypothése supplémentaire. En effet, pour tout w € Q2 :

n’est vérifiée que pour les v.a.r. & valeurs entiéres. On peut le constater dans la démonstra-

Autrement dit, toutes les valeurs prises par N; sont des entiers naturels positifs. Cela ne
veut pas dire pour autant que Ny prend toutes les valeurs entiéres positives. En particulier,
une v.a.r. V; telle que N (2) = [1,10] est bien une v.a.r. & valeurs entiéres car Ny ne prend
pour valeur que des entiers positifs (plus précisément tous les entiers compris entre 1 et 10).

32




ECE2 Mathématiques

« Comme les événements [N; > n + 1] et [Ny = n| sont incompatibles, on en déduit :

P([N;>n]) = P([Ne =2n+1]) +P([N,=n])

Don:VneN,Vte Ry, P([Ny=n]) =P([Ny =n]) —P([Ny =n+1]).

b) Pour tout réel ¢ > 0, pour tout entier naturel n, on note : F,(t) = P([S, < t]).
(i) Déterminer Fy et F}.

Démonstration.
SOlt t € R+.

« Tout d’abord :
Fo(t) = P([S <1])
= P([0<t]) (car par définition, Sy =0)

= P(Q) (car on a supposé t > 0)

o Ensuite :

Yt >0, Fo(t) = 1 et Fi(t) = F(t).

(45) Démontrer : P([N; = n] ) = F,(t) — Foy1(t).

Démonstration.
Soit n € N.

P([N;=n]) = P([N:>n])—P([N: >n+1]) (dapres la question précédente)
= P([Sn <t]) —P([Sn+1 <1]) (d’aprés la question 6.b))

= Fo(t) — Fhyi(t) (par définition)

On a bien : Vt € Ry, Vn € N, P([N; = n]) = F,(t) — Foqa(t).

O

9. Soient U, V, U’ et V' quatre variables aléatoires a valeurs dans N. On suppose que U et U’ suivent

la méme loi et que pour tous entiers naturels k et j tels que P([U = k]) # 0, on a :
Pu—k([V =141) = Py (V' =7])
Montrer que V et V' suivent la méme loi.

Démonstration.

« D’aprés I'énoncé : U(Q) C Net U'(Q2) C N.

En particulier, les familles ([U = k] )keN et ([U' =] >keN sont des
systémes complets d’événements.
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o Soit 7 € N. D’aprés la formule des probabilités totales :
. +OO .
P(IV=7) = X P(U=HNV=)

+oo )

= I;OP([U: kl) x Py ([V =4])
+o0

= Y P([U=k)xPrey(V'=4]) (par hypothese de I’énoncé)
k=0

T . (car, par hypothése, les v.a.r.
— ! __ ! ’ )
N kZ::O P( "= k]) X Pror=x ( V= J]) U et U" ont méme loi)

— SR =KV =j)
k=0

= P([V'=4])

Les v.a.r. V et V' sont toutes deux a valeurs entiéres. De plus : Vj € N,
P([V =4]) =B([V' =j]).

Ces deux v.a.r. ont bien méme loi. O

10. Soit (Z,)n>1 une suite de variables de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre p.
On note : W =min{k > 1| Z; = 1}.

a) Démontrer pour tout i > 1 : P([W =1i]) = p(1 —p)*~L.

Démonstration.
Soit ¢ € N*.
o Tout d’abord, remarquons :
L’événement [W = i] est réalisé
< i est le plus petit indice k tel que Zy prend la valeur 1
& Z; est la premiére v.a.r. de la suite (Z) & prendre la valeur 1

& Z1 prend pour valeur 0

ET Z, prend pour valeur 0

ET Z;_1 prend pour valeur 0

ET Z; prend pour valeur 1

i—1
< L’événement ( N %k = 0]) N [Z; = 1] est réalisé
k=1
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e On en déduit :

(car les v.a.r. de la famille
(Zn)n>1 sont indépendantes)

(car les v.a.r. de la famille
(Zp)n>1 suivent toutes la loi
de Bernoulli de paramétre p)

On a bien : Vi > 1, P([W

ij)=p @1 —-p)yt

k
b) Pour tout entier n > 1, on pose : W, = min{k >1]> 7= n}
=1

(i) Montrer que pour tout k£ > n, on a :

Démonstration.
Soit n > 1 et soit j > n.

o Tout d’abord, remarquons :

L’événement [W,, = j| est réalisé

J—1

=1

J
ET > Z; prend pour valeur n
=1

j—1
> Z; prend pour valeur n
=1

ET

j—1
=1

ET Z; prend pour valeur 1

j—1

o Zj=n—1
=1

L’événement N

=1

> Z; ne prend pour valeur n

-1

>~ Z; prend pour valeur n — 1

[Z;

k
j est le plus petit indice k tel que >  Z; prend la valeur n

j—1
(Z Zl> + Z; prend pour valeur n
=1

1] est réalisé

(W

il =

j—1
E Zl =n—1
=1

N (2 =1]
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e On en déduit :

P

(car, d’apres le lemme des

i - i1
=P < Y Zi=n—1 ) xP([Z; =1]) coalitions, les v.a.r. > Z

=1 =1
et Z; sont indépendantes)

n—1

_ <<J - 1) 1 _p)(jl)(n1)> xP([Z;=1]) (car ZZI Z = B(j—1p) (+)

n—1

<.7 - 1) pn—l (1 _p)j—” X p (C(I,T Zj — B(p))

Notons que (x) est vérifié car les v.a.r. de la famille (Z,,),>1 sont indépendantes et de méme
loi de Bernoulli de paramétre p.

On a bien : Vn > 1,Vj > n, P([W,, =j]) = <]_1> P (1= p)i—.

n—1

Commentaire \

« Pour bien comprendre les v.a.r. présentes dans cette question (W et W,,), on peut intro-
duire un contexte d’expérience aléatoire.

Contexte aléatoire :

Considérons une 7piiéjcie de monnaie qui donne Pile avec probabilité p € |0, 1.

On considére Iexpérience consistant a effectuer une infinité de lancers (supposés indépen-
dants) de cette piéce.

Pour tout i € N*, on note Z; la v.a.r. qui prend la valeur 1 si on obtient Pile lors du ™€

tirage et qui prend la valeur 0 sinon.

Ce contexte étant établi, on peut alors remarquer que :
x lav.a.r. W prend pour valeur le rang d’apparition du premier Pile. Et ainsi: W < G (p).
x la v.a.r. Wy, est le nombre de tirages nécessaires pour obtenir n Pile.

o Ce n’est pas la premiére fois aux concours que l'on introduit une v.a.r. prenant pour valeur
le nombre de tirages nécessaires pour atteindre (ou dépasser), une valeur n. C’était pas
exemple le cas & ECRICOME 2017. Dans ce sujet, 'expérience aléatoire consistait a effectuer
une série illimitée de tirages d’une boule avec remise dans une urne contenant n boules
numérotées de 1 & n. On considérait alors la v.a.r. T, prenant pour valeur le nombre de
tirages nécessaires pour que, pour la premiére fois, la somme des numéros de boules obtenues
soit supérieure ou égale a n.

\ J

(ii) Montrer que pour tout k > net j > k+1,ona:
Pty ((Wng1 =4]) = p(1—p) !

Démonstration.

Soit k > n et soit j > k + 1.

e Tout d’abord :

P([Wo = 0 W1 = 1)
P([W, = k])

Piyw =i ([Waa1 = j]) =
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L’événement [W, = k] N [Wy41 = j] est réalisé

=

ET
=

ET

ET
4

ET

ET
4

ET

ET
=

ET

ET
=

ET

ET

i
k est le plus petit indice i pour lequel Y Z; prend pour valeur n
=1

i
j est le plus petit indice i pour lequel >  Z; prend pour valeur n + 1
=1

i
k est le plus petit indice i pour lequel Y  Z; prend pour valeur n
=1
j—1
Z; prend pour valeur n
=1

Zj prend pour valeur 1

i
k est le plus petit indice i pour lequel > Z; prend pour valeur n
=1

k j—1
(Z Zl> + Y. Z; prend pour valeur n
=1 I=k+1
Zj prend pour valeur 1
7

k est le plus petit indice i pour lequel > Z; prend pour valeur n
=1

j—1
> Z; prend pour valeur 0
I=k+1

Zj prend pour valeur 1

i
k est le plus petit indice i pour lequel > Z; prend pour valeur n
=1

les v.a.r. Zg41, ..., Zn—1 prennent toutes pour valeur 0

Zj prend pour valeur 1

Iévénément [W,, = k] est réalisé
j—1

lévénément () [Z; = 0] est réalisé
I=k+1

I'événément [Z; = 1] est réalisé

Finalement : [W, = k] N [Wys1 =j] = [Wh =k N ( jhl [Z) = 0]) Nnl[z; =
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e On en déduit :

B([Wa = K] 1 [Wass = 31)
_ P ([Wn — KN ( N :()]) Nz, = 1])
I=k+1
- P([ankJ)xP(jﬁl [Zl:m)xp([zj:u)
I=k+1
— P(Wa=H)x TI P(1Z=0])xp
I=k+1
— P([W = H]) x (1 - p)iD=GD+1 5

o Finalement :

(d’apres le lemme des coalitions, les

j—1
N [Z=0]

I=k+1
1] sont indépendants)

événements [W,, = kj,

et [ZJ

(car les v.a.r. de la famille
(Zp)nen+ sont indépendantes)

(car : ¥l € N*, Z; — B(p))

P([Wy, = k] N Wit = j))

Py, =k (W1 = 4])

Wx(l

P([W, =k])

—p)Flxp

P([Wr=TH)

Vk>2n,Vj2k+1, P[Wn:k]([Wn—i-l = j]) = p(l —p)j_k_l. 0
¢) On suppose que pour tout entier i > 1 : P([X; =i]) = p(1 — p)*~ L.
(i) Montrer que pour tous entiers j et k tels que j > k+ 1, on a :
Pis, =k ([Sn+1 = J]) = p(1—p) """

Démonstration.

Soit k € N et soit j > k + 1.

« Tout d’abord : .

P([Sn=k] N [Sp+1=1])

Pis, k) ([Sn41 =17]) =

P([S, =k])
e De plus :
[Sn=k] N [Spp1=4] = [Sp=k N [Sn+ Xpni1 = J]
= [Sp=k] N [k+ Xny1 = J]
= [Sp=FknN[Xpp1=7—F]
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o Finalement :

P([Sn = K] N [Sny1 = j])

Pis,=k)([Snt1=13]) =

P([Sn = K])
_ P([Sn=K N [Xnp1=J—K)
P([Sn:k])

w [ED( [XnJrl =j— k‘]) (CCU”T d apres le lemme des

= coalitions, Sy, et X1 sont
w indépendantes)

(car, d’apres Uénoncé, X,11

et X1 suivent la méme loi)

= P([X1=j—#)

(en appliquant la formule de

_ oYkl
(1-p) Uénoncé eni=j—k>1)

On en conclut : Vk € N, Vj > k41, Pig, ) ([Sny1=4]) =p (1 —p)i—k-L, 0

(it) En déduire que pour tout entier n > 1, S, a méme loi que W,,.

Démonstration.
Démontrons par récurrence : Yn € N*, P(n) ou P(n) : les v.a.r. S, et W, ont méme loi.
» Initialisation :

o D’une part : S1 = X1 — G (p) (énoncé de la question 10.c)).

o D’autre part :
k
Wy = min{k:>1|ZZl:1} = min{k>1|Zy=1} =
I=1

En effet, le rang k de la premiére v.a.r. Z; qui prend la valeur 1 est aussi la plus petite valeur
k
de k pour laquelle Y Z; prend la valeur 1 et inversement.
=1
De plus : W — G (p) d’aprés la question 10.a).

Ainsi, S; et Wi ont méme loi. D’ou P(1).
Hérédité : soit n € N*.
Supposons P(n) et démontrons P(n + 1) (i.e. les v.a.xr. Sy41 et Wy 41 ont méme loi).
Démontrons que les v.a.r. U = W,,, V = W41, U = S, et V' = S, 41 vérifient les hypothéses
de la question 9.
x On constate tout d’abord que ces v.a.r. sont toutes a valeurs dans N.
x De plus, W,, et S, suivent la méme loi par hypothése de récurrence.
x Soit (k,j) € N x N, tel que P([W,, = k]) # 0 c’est-a-dire tel que k > n
Deux cas se présentent.

Si j € [0, 4], alors
Pivw,=#) ([Was1 =3]) = 0
Démontrons-cette égalité.
Si événement [W,, = k] est réalisé, c’est qu'il est nécessaire de faire la somme des k v.a.r.
Z1, ..., Z} pour atteindre pour la premiére fois n.

Dans ce cas, on ne peut atteindre pour la premiére fois n 4+ 1 en sommant j < k v.a.r. .

De la méme maniére :

Prs, =k ([Snt1=17]) = 0
Ainsi : Vk > n, Vi € [[O,k]], ]P)[Wn ( ntl =J ) ( Sn+1 = ]])
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Sij>k+1,alors d’aprés 10.b)(4i) et 10.c)(3) :

Piv,—i ((Was1 =14]) = p(1—p)F1 = P,y ([Snt1 = 4])

Ainsi : Vk = n,Vj = k+1, Py, ([Wai1 =J]) = Prs, =k ([Sns1 =7])

Finalement : Vk > n, Vj € N, Py, _y (Whi1=14]) = Pls,—k ([Sns1=14])

On peut alors conclure, d’aprés la question 9, que les v.a.r. Wy, 41 et Sp,+1 ont méme loi.
D’ou P(n+1).

Par principe de récurrence : Vn € N*, P(n).

d) Montrer que pour tout réel t > 0 et tout entier naturel n non nul, on a :
(k-1 (k-1
pvi=n) = 3 (P raeptre £ (V) mna g
k=n \10—1 k=n+1 \ T

S
ou [t| désigne le plus grand entier naturel inférieur ou égal a ¢ (par convention », =0sir > s).

fe=r
Démonstration.
Soit n € N* et soit t > 0.
« Tout d’abord :
P([Nt=n]) = Fu(t) — Fpa(t) (d’aprés la question 8.b) (i)

= IP’( [Sp < t]) — ]P’( [Snt1 < t]) (par définition de F,, et Fp11)

(car, d’apres la question précédente, Sy, et W,
ont méme loi et Spy1 et Wy ont méme loi)

= P([Wn<t]) =P([Wps1 <t])

o Ensuite, pour tout m € N* :

(Wi <t] = [Wp < [t]] (car Wi, est a valeurs entiéres)
= U [Wn =k (car W, est a valeurs dans [m, +oo[)

Et ainsi :

P([ngt]) - P(ttj [Wm:k]>
k

L) (car les événements de la famille
- ,Em ]P)( (Win = K] ) ( (Wi = K] )k?m sont 2 a 2 incompatibles)
(k-1
= gy 1 _ k—m
Py <m B 1> p" (1 -p)
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o Finalement, en combinant ces égalités et choisissant successivement m =net m=n+1:

L] — ) _
PN =al) = ga(i—Dlﬂu_”w7“}2%1ann{x)ﬂwwl_mkmﬂ)

* (k-1 A
VneN* Vvt 2 0,P([Ny=n]) = ) pt(l—p)s = > p" (1 —p)Fn
k=n \T — k=n+1 \ T O
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Troisiéme partie : Théoréme du renouvellement

Le but de cette partie est d’obtenir des propriétés asymptotiques, en moyenne, du processus de renou-
vellement.

11. a) Montrer que pour tout réel ¢t > 0 : Sy, <t < Sn,+1.

Commentaire .

« L’énoncé demande ici de manipuler la variable aléatoire réelle Sy, sans I’expliquer. Voici
sa définition :

si la v.a.r. N; prend la valeur n, alors Sy, prend la valeur S,

On aurait aimé que ’énoncé introduise cette v.a.r. correctement de la fagon suivante :

SNt:Q—>]R

Ne(w)
w = Syww) = 1;—:1 X (w)

e On remarque que I’énoncé introduit seulement en question 18. la notation Sy ou J est
une v.a.r. & valeurs dans N. On peut regretter que cette définition intervienne si tard
aprés sa manipulation pour J = N;. C’est peut-étre pour éviter d’induire en erreur les
candidats en leur laissant penser que c’est cette écriture sous forme de somme qu’il faut
utiliser dans cette question (alors que l'on va essentiellement utiliser la définition de la
v.a.r. Ng).

Démonstration.
Soit ¢ > 0. Soit w € .

« On a toujours : Ny(w) = Ny(w).
Ainsi, en appliquant la question 6.b) & n = Ny(w) € N, on obtient :

Snywy(w) <t

« Démontrons par I'absurde : Sy, ()41(w) > t.
Supposons : Sy, (w)+1(w) < t.
Alors, d’aprés 6.b) appliquée & n = Ny(w) + 1 € N, on obtient : N;(w) > Ny(w) + 1.
Absurde!

Finalement : Vw € Q, Sy, () (w) <t < Sy, )41 (W)

Vt 20, Sy, <t < Sn,+1

Commentaire \

Comme en en question 6.d)(ii), on pouvait également démontrer cet encadrement a
l'aide de la définition de V; (et c’est sans doute ce qu’attendait I’énoncé). Explicitons
cette démonstration.
Soit t > 0. Soit w € Q.
L’entier Ny(w) est le plus grand entier k tel que : Sk(w) < t. Alors :

« en particulier : Sy, (w) < t.

« lentier Ny(w) + 1 est le premier entier k tel que : Sk(w) > t.
En particulier : Sy, (y)+1(w) > t.
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b) En déduire que pour tout w € €1, il existe T, > 0 tel que pour tout réel t > T, :

SNt(OJ) 3 SNt+1(w)
N S M@ S T NW)

Démonstration.
Soit w € Q.

o D’aprés 6.d)(iv) : [Noo = +00] = Q.
(on rappelle qu’on avait démontré ce résultat plus fort que celui demandé)
Alors :
lim Ny(w) = Noo(w) = 400

t—+oo
Par définition de la limite, on en déduit qu’il existe T, > 0 tel que :
Vt =T, Ni(w)>0
e Soit t > T,,,. D’aprés la question précédente :
Snyw) (W) <t < Sy, (w)+1(w)

Comme N;(w) > 0, on obtient :

SN (w) (W) t SNy (w)+1(W)
M) SN ST NW)

Pour tout w € , il existe T, > 0 tel que :

SNy (w) (W) ot SNy (w)+1(w)

vt > T, < < :
Nt(CU) Nt((ﬂ) Nt(&]) O

S
¢) Montrer que I’événement [ lim % = 4 a pour probabilité 1.
t

t——4o00

Commentaire \

o L’idée est ici la suivante :

x d’apres la question 6.d)(iv), la v.a.r. Ny admet pour limite +00 en 400 presque
stirement,

SRR | Sn A
x d’apres la question 4.d), la v.a.r. converge vers p presque stirement.
n

S
Alors, par théoréme de composition des limites, la v.a.r. 2N admet pour limite p
t
en +o00 presque strement.

o On remarque donc que 'argument clé de la démonstration est ’inclusion :

Sn SN,
li Ny = Nl L — = li —t =
< |:t—g-noo t —|—OO:| |:nau;£loo n M:| > = |:t—g—noo Nt H
C’est donc cette inclusion que 'on commencera par démontrer.

« On peut penser que I'explication peu rigoureuse du 1" point permettait sans doute
d’obtenir la majorité des points alloués & cette question.
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Démonstration.

« Démontrons : ([Noo = 4o00| N [ lim Sn = 4) C [ lim SN, = M}
n

n—-+oo t—+o00 N}

Soit w € ([Noo = 4o0] N { lim S :,u]>. Alors :

n—+oco n

w € [N = ] ET we{hm Sn:,u]

n—+oo N
donc Noo(w) = 400 ET lim Sn(w) =pu
n—-+oo n
d'ot  lim Ny(w)= 400 ET lim Su(w) =L
t——+o00 n——+00 n
SNt(w) (W)

Ainsi, par théoréme de composition des limites : lim

I AT = p. Autrement dit :

. SN,
w e LE.IFOO N, ”}

. . Sni . SNti
e[ 5] © [

S
« Démontrons maintenant : [P <[NOo = +o0] N [ lim — = u}) =

n—+oo N

Pour cela, on va démontrer le résultat plus général suivant :

P(A) =1

V(A, B) € o2,
P(B) = 1

} = P(ANB)=1

Soit (A, B) € &7
Supposons : P(A) =1 et P(B) = 1.

x D’apres la formule du crible :

P(ANB) = P(A)+P(B)-P(AUB) = 1+1-P(AUB) = 2—-P(AUB)

x Or :
0 < PAUB) < 1
donc 0 > -P(AuB) > -1
dot 2 > 2-PAUB) > 1
ainsi 2 > PANB) > 1
On a de plus toujours : P(AN B) < 1.
Finalement : P(AN B) = 1.
P(A) =1
Y(A,B) € &2, = P(ANB)=1
P(B)=1
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On sait :

x d’apreés 6.d)(iv) : P([No = 00]) =1

x d’apres 4.d) : ]P’({ lim Sn:ﬂ]) =

Ainsi, d’aprés la propriété précédente : P <[Noo = oo| N [ lim — = u}) =1

n—+oo N

« Enfin, d’aprés le 1¥ point et la croissance de P :

_ : Sn_ : SN, _
(s ) < ({2 %)

1
S
Finalement : P <{ lim 0t = ,u]) =1.
t——+oo Nt D
e . SNt1 .
d) Montrer que I'événement | lim ——=— = p| a pour probabilité 1.
t—+o0 Nt

Démonstration.

« On commence par remarquer, pour tout w > T, :

SN (w)+1(W) Snir1(w)  Ne(w)+1 Sy (w) ><< n 1 )

N(w) N+l Nw | N(w)+1 Ni(w)

Pour démontrer le résultat voulu, on doit donc expliquer les trois points suivants :
. SN+l : 1 SNt
Y (LEEIOO Nor1 MR, ) C e T T
. SN,+1
2) P 1 T = =1
/ (LJTM No+1 "

. 1
oo ([ m, 1ok =1]) =1

En effet, les points 2) et 3) permettent d’affirmer, a 1'aide du résultat démontré dans le 2°™¢
point de la question précédente :

. SNy +1 . 1
P([tilinooNt—i—l_'u : t£+mool+ﬁt_1 =1
On pourra alors conclure, avec le point 1), par croissance de P :

. Sn41 . 1 o SNi41
_— —_— = < .
F <|:tl>l£-r}>o N1 A0 A ey =) oS B Ty T

I
1
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« Démontrons : <[t££rnoo JitN’i:ll = ,u] N [tliinoo 1+ ]\lft = 1}) C [tligloo S]]V\tf:'l =
Soit w € [tiiinoo ]ffi\[t_:ll = ,u] N [tiiinoo 1+ ]\17t = 1]. Alors :
wE [tiiinoo ]ffivjll = ,u] ET wE€ LEJIPOO 1+ ]\17t = 1]
donc t_13+moo W = ET tli?m 1+ Niw) =1
D’aprés ’égalité démontrée dans le premier point, on obtient : tiigloo W =

Autrement dit :

. SNy
w e |:t£+moo Tt —H

]

<|:t£—ri-noo Nt—i-l_u n tlginool_'_ﬁt_l - tlg-noo Nt

SNit1 _ 4

o En raisonnant comme en question précédente, on obtient : P <[

S
lim Netl _
t——+o0 Nt —+ 1

. SN B
P([tkﬂ-noo]\ft—‘rl_u =1

1
o Démontrons enfin : P <[ Iim 1+— = 1}) =1.
t——4o00 Nt

Soit w € Q.
D’aprés 6.d)(iv) : [Noo = 00] = Q. D’ou :

lim N(w) = Neo(w) = +o0

t——+o0

On en conclut :

lim 1 =140 =1
A TN T
1
On a démontré : Vw € Q, lim 1+ —— =1. Ainsi :

t—+o0 Nt (W)

Q = [lim 1+1:1]

t——+o0 t

t——+o00 t

Pth1+§=q>zmm:1

L L . SNri»l _
On en déduit : P <[t_1}+moo N, 1

)+

uxl=pu.
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N, 1
e) En déduire que I’événement [ lim — = ] a pour probabilité 1.
t—+oo t o

Démonstration.

e On a démontré en question 11.b), pour tout t > T, :

SNy (w) (W) t SNy (w)+1(W)
M) S N@ ST NW)

N,
o Démontrons alors : (LBeroo ii;it = ,u] N [ lim % = M]) C [ lim —¢

. . Sn, . SNl .
Soit w € (LB?OO N, ~ ,u] N [tEeroo N, w| |. Alors :

t——+o00 Nt t—+o0 Nt
S
donc lim (®) =pu ET li Nefw)tl _
t—+oo N W) —+ t—4o00 Nt(W)

t

Ainsi, d’aprés 11.b) et par théoréme d’encadrement, on obtient : lim —— =

t—+oo Ni(w)
N, 1
Or, d’aprés 1.a)(%i) : > 0. On en déduit : lim iw) = —.D'ou:
t—+o0 t v

e De plus :
x d’aprés 11.c) : P lim A =ul| )=
t—+o00 Nt
x d’aprés 11.d) : P lim SN+ =ul|=
t—+oo Nt

Ainsi, d’aprés le résultat démontré dans le 2°™€ point de la question 11.c) :

. SN, . SN+ _
P(LBE%O N, —”] N LEE%OM—“ =1

o Par croissance de P, on obtient :

. SN, . SN .V
L Tt = < —_—=
P <|:t£<rknoo Nt 'u:| a [tilgloo Nt H = P tilgloo t
I
1

On en déduit : IP’({ lim & = 1]) =1.
t—+oo t o
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On va maintenant cherche & montrer que le résultat précédent s’étend en moyenne, c¢’est-a-dire :

N, 1
lim E (t> = =
t——+o0 t 0
12. On commence par examiner un contre-exemple qui montre que le résultat ne se déduit pas automa-

tiquement de la question précédente. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Pour
tout entier n > 1, on pose :

0 siU >

1

Y, = T1L
n siU<—
n

avec la convention Y;,(w) = 0 pour tout w € Q tel que : U(w) = 0.

Commentaire

o Dans un énoncé de probabilités, on manipule différents niveaux d’objets.
1) Au premier niveau, on trouve ’expérience aléatoire considérée.

On note € 'univers des possibles : c’est I’ensemble des résultats possibles (appelés aussi issues)
de l'expérience. Ici, ) est un ensemble fixé au début du probléme par I’énoncé.

2) Au deuxiéme niveau, on trouve les événements : un événement A n’est rien d’autre qu'un en-
semble qui regroupe certaines issues de I'expérience. Ainsi : A C €.
On peut écrire : A ={w € Q | w € A}.

Lorsque w € A, on dit que w réalise I’événement A.

8) Au troisiéme niveau, on trouve les v.a.r. . Ce sont des applications particuliéres :

— elles prennent comme argument un résultat possible de I'expérience et renvoient une valeur
réelle. Par exemple, avec une réalisation w € €, la v.a.r. U peut prendre toutes les valeurs
réelles entre 0 et 1.

En effet, d’apreés I'énoncé, U — U([0,1]), donc : U(Q2) = [0,1].
— elles sont des machines a créer des événements. Par exemple, [U < %] est un événement.

1
Il regroupe toutes les réalisations w tels que : U(w) < —.

n
Autrement dit : [U < 2] ={weQ|Uw)<Li} .

n
Ce deuxiéme point nous replonge au deuxiéme niveau. Ainsi, pour comprendre le chapitre sur
les v.a.r. , il est essentiel de maitriser celui sur les probabilités générales.
) 1
e Les notations U < — ou Y,, = n de I’énoncé sont malvenues.
n

. 1
Ecrire U < — signifie : Vw € Q, U(w) < —. Il n’en est rien. Il faut alors traduire rigoureusement
n n

1
I’énoncé pour comprendre la définition de la v.a.r. Y, : si w € Q vérifie U(w) < —, alors Y, (w) = n.
n

On peut aussi dire que si la v.a.r. U prend une valeur inférieure a %, alors la v.a.r. Y,, prend la
valeur n. Mais en aucun cas, il ne faut écrire Y,, = n car cela marque une confusion d’objets.

a) Soit w € Q. Montrer qu'il existe N, € N tel que pour tout entier n > N, on a : Y, (w) = 0.

Démonstration.
Soit w € . Comme U(2) = [0, 1], deux cas se présentent :

Ainsi, en choisissant N,, = 0, on obtient : Vn > N, Y, (w) = 0.
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1 1
Comme lim — =0, alors il existe NV, € N tel que : Vn > N, — < U(w).
n—+oco N n

Ainsi, par définition de Y, :
Vn > N,, Y,(w)=0

Finalement, pour tout w € €, il existe N, € N tel que :

Vn = Nw; Yn(w) =0. O
b) En déduire que I'événement [ lim Y, = O] a pour probabilité 1.
n—-+00
Démonstration.
o Soit w € Q.

x Tout d’abord :
w e [ lim Y, = 0} < lim Y,(w)=0
n—-+oo n——+oo

< Ve>0, Ing €N, Vn > nyp, |Yo(w)| <e

(car'Y,, est a valeurs positives

(Yn(2) € {0,n}))

x Cette derniére assertion est vérifiée. En effet, d’aprés la question précédente, il existe NV, € N
tel que : Vn > N, Y, (w) = 0.
Ainsi, pour tout £ > 0, il existe ng = N, € N tel que :

& Ve>0, Ing eN, Vn>=ng, Vy(w)<e

Vn = ng, Yn(w) =0<e¢

x Grace au raisonnement par équivalence, on en déduit : w € [ lim Y, = 0].
n—-4o0o

e On a donc démontré :

Yw € (, we[lim Yn:O]
n—-+00

On en déduit : Q = [ lim Y, = O].
n——+oo

On en conclut : P ([ lim Y, = O]) =P(Q) =1.

n——+o00o

O

¢) Montrer que pour tout entiern > 1: E(Y,) = 1. Onn’adoncpas: lim E(Y,)=E < lim Yn>.

n——+oo n——+oo

Démonstration.
Soit n € N*,

« Par définition de Y,,, on sait : Y,,(2) C {0,n}. La v.a.r. Y, est donc finie.

La v.a.r. Y, admet donc une espérance.
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Commentaire .

E(Y,) = 0x ==10]) +nxP([Y, =n])
_ nxP([U§i]> (par définition de Yy)
()
1 (caIU<—>L{([O,1])
n etﬁe[o,l])
=1

Vn e N*, E(Y,) =1

o On rappelle que la notation lif}rl Y,, désigne la variable aléatoire définie par :
n—-+0o

Q2 — RU{—o00,+o0}

— i Y,

v b )

Cette variable aléatoire n’est justement pas toujours bien définie formellement. Il est en effet
possible, pour certains w € Q que la suite réelle (Y;,(w)), ey« n’admette pas de limite.

En théorie, il faudrait s’assurer de la bonne définition pour tout w € 2 de lirf Y, (w).
n—-+00

Cependant, en probabilités, on se contente souvent de résultats vérifiés presque sidrement.

Ici, la variable aléatoire lirf Y, est effectivement bien définie presque stirement. En effet,
n—-+0o0

d’aprés la question précédente, la variable aléatoire ligl Y,, est presque stirement constante
n—-+0oo

égale a 0.

Cela nous permet de vérifier le résultat affirmé en fin de question par ’énoncé.

x D’une part, on sait : Vn € N*, E(Y,,) = 1. Ainsi : lim E(Y,)=1.
n——+0oo

x D’autre part, d’aprés la question précédente, la variable aléatoire liIJIrl Y,, est presque stire-
n—-—+0oo

ment constante égale & 0. Ainsi : E < lim Yn> = 0.

n—-+o0o

n—-+o0o n—-+0o0o

On en déduit bien : lim E(Yn)XE ( lim Yn>.
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J
13. Soit J une variable aléatoire & valeurs dans N. On note : S; = > Xj.
k=1
oo 0 siwé¢ A
a) Démontrer : Sy = Y7 Xy 1>y ot 14(w) =
k=1 1 siwed

Commentaire \

o L’énoncé introduit ici la définition de variable aléatoire indicatrice. Ce type de v.a.r. ne
fait pas partie du programme d’ECE. Donnons néanmoins certaines de leurs propriétés.

x Loide 14.

- Par définition de 14, cette v.a.r. ne prend comme valeur que 0 et 1.
Donc 14(€2) = {0,1}.
- Soit w € Q.
welly=1 & Iyw)=1 & we A
Dou: [14=1] = A. Ainsi: P([14 = 1]) = P(A4).
On en déduit : 14 — B(P(A)).

x En particulier :
E(14) =P(A) et V(14) =P(A) (1 — IP’(A))

« Il peut aussi étre utilise de savoir démontrer les propriétés suivantes.
Soient B et C deux événements.
1) Ipnc =1p x 1¢
2) Ip+1g=1
Pour la démonstration de la propriété 1), on pourra se référer sujet ESSEC-II 2018.
La propriété 2) est démontrée dans la remarque de la question 13.b).

\. J

Démonstration.
Soit w € Q.
Comme la famille ( [J = j] ) N forme un systéme complet d’événements, alors il existe jo € N tel

J
que : w € [J = jo]. D’ou :
J(w) = Jo
On en déduit :
Jo
o d’une part :S;,)(w) = Sj(w) = > Xp(w).
k=1
o d’autre part :
x comme J(w) = jo, alors : Vk € [1, jo], J(w) = jo = k. Donc :
Vk € [[17j0]]7 w e [J>k]
On en déduit, par définition des v.a.r. indicatrices :

Vk € Hl,jo]], ]l[J>k](w) =1

x toujours comme J(w) = jo, alors : Vk € [jo + 1, +oof, w & [J = k.
On en déduit, par définition des v.a.r. indicatrices :

Vk € [[]0+1,+OO[[, n[J}k](w) =0
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On en conclut :

400 Jjo 400
> Xp(W) Lop(w) = >0 Xp(w) Lpsyw) + >0 Xi(w) Ly (w)
k=1 k=1 k=jo+1

Jo +oo
= > Xp(w)x1+ > w) x 0
k=1 k=40F1

= 3 Xw)
k=1

—+oo
On a démontré : Yw € €, SJ(w)(w) =Y Xp(w) ]1[J2k} (w).
k=1

+00
Ainsi : Sy = > Xi Lijzp-
k=1 I

On suppose désormais que J vérifie la propriété suivante : pour tout entier n > 1, la variable 1|7, est

indépendante des variables X, 11, X;42, ... On admettra que si (W),),>1 est une suite de variables
+00 “+oo

aléatoires positives, I'écriture formelle Y E(W,) =E < > Wn> est toujours valide sous réserve d’exis-
n=1 n=1

tence.

Commentaire

+o00o
« Une fois encore, I’énoncé demande aux candidats de manipuler une notation non définie : ) W,.
n=1
Explicitons la.
x Comme les v.ax. (Wg)g>1 sont des v.a.xr. a valeurs positives, pour tout w € €, la suite

n
( > Wy (w))n>1 est croissante. Ainsi, par théoréme de la limite monotone, deux cas se présentent :
k=1 -

- soit cette suite est de plus majorée, et elle est alors convergente.

+o0
On peut alors définir le réel Y Wi (w).
k=1

- soit cette suite est de plus non majorée, et alors elle diverge vers +oo.

+o00
Dans ce cas, on considére Y Wi(w) = 4o0.

k=1
+00
x On définit donc la variable aléatoire ) Wy de la fagon suivante :
k=1

Q — RU{+o0}

—+o0
w =Y Wi(w)
k=1

o Avec la formulation « sous réserve d’existence », ’énoncé se dédouane de toute explication sur I’exis-
tence des objets manipulés. Il faut en fait comprendre par cette formulation qu’on s’autorise tous les
calculs du type cité dans I’énoncé (linéarité de 1’espérance pour des sommes infinies de v.a.r. ) sans
aucune justification.
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b) Montrer que les variables aléatoires Xy, et 17> sont indépendantes.

Démonstration.
Soit k € N*,
Lo = 1- ]l[J>k]
= 1—=1pp
car J est a
= 1—-1k (

valeurs entiéres)

Or, d’apres I'énoncé, la v.a.r. 1jj¢;_q) est indépendante de Xy, Xy41, ...

‘ Par lemme des coalitions, les v.a.r. 1jp =1 — 1j¢,—1] et X sont indépendantes.

Commentaire

Soit A € &/. Soit w € ). Deux cas se présentent :
x siw € A, alors :

- par définition de 14, on a: 14(w) = 1.

- comme w ¢ A, par définition de 1, on a : Ix(w) = 0. Ainsi : 1 — Tg(w) = 1.
On en déduit : Ta(w) =1 — T5(w).

x siw g A, alors :

- par définition de 14, on a: 14(w) = 0.

- comme w € A, par définition de 14, on a : I4(w) = 1. Ainsi : 1 — I(w) = 0.
On en déduit : T4(w) =1 — 14(w).

On a démontré : Vw € , 14(w) =1 - 14(w). Dot : 14 =1 — 1.

\.

On utilise ici la propriété plus générale suivante : VA € &7, 14 = 1 — 1. Démontrons la.

¢) Soit U une variable aléatoire a valeurs dans N.

+oo
(i) Démontrer : U = Zl L)

Démonstration.

Soit w € Q.

o Comme la famille ([U = k])
que : U(w) = ko.

o Avec le méme raisonnement qu’en question 13.a) :
x Vn € Hl,ko]], ]l[UZTL}(w) =1
x ¥Yn € [ko + 1,400, ]l[U>n](w) =0
On en déduit :

keN forme un systéme complet d’événements, il existe kg

400 ko 400
Yo lpen(w) = 2 Lyenw)+ X Lpsy(w)
n=1 n=1 n=ko+1
ko 400
= > 1+ 0
n=1 ko+1
= k'()

+oo
On obtient : Vw € Q, U(w) = > Tiyzy(w).
n=1

+oo
Finalement : U = 7 Tjy>y)-
n=1

€ N tel
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(i) Démontrer : E(U) = Jio P([U = n)).
n=1

Démonstration.

“+00
« D’aprés la question précédente : U = 3 Ly
n=1
Ainsi, sous réserve d’existence, d’aprés la propriété de ’énoncé :

+o00 +00

« Soit n € N*. Démontrons : E (L)) = P([U > n]).
x Tout d’abord, par définition de la v.a.r. Ty, on a @ Ly, () C {0,1}.
x Soit w € .
we [Lysn=1] & Lpsyw)=1 & welU>n]

Dot : [Ljysy = 1] = [U = n]. Ainsi : P( [z, =1] ) =P([U = n]).

On en déduit, pour tout n € N* : Lz — B (P([U =n])).
D'ou: E (1[U2n]) = P( [U 2 n] )

Finalement, sous réserve d’existence : E(U) = > P([U > n]).

d) Démontrer : E(Sy) = E(X1)E(J) = pE(J).

Démonstration.

+o00o
o D’aprés 18.b) : Sy = > X ]1.[J>k].
k=1
Ainsi, d’aprés la propriété admise par I’énoncé, sous réserve d’existence :

400 400

e Soit k € N*.
D’aprés 13.b), les v.a.r. Xy et 17>y sont indépendantes. On en déduit :

E(Xplpysy) = E(Xp)E (Lysy)

Or :

x comme les v.a.r. de la suite (X,,)nen+ ont méme loi, on en déduit :
E(Xk) = E(X1)
x comme 1jy>p < B (P([J = k])), alors :

E(Lzy) = B([J>4)
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14. a)

b)

On obtient : .
E(S;) = LE (X5 Lpysp)
=1
+oo
E(Xy)E (]1[J>k])
k=1
“+o00
E(X1)P([J > k])
k=1

— B(X) ¥ P(17>H)

= E(Xp) E(J) (d’apres 18.c)(ii))

Finalement, sous réserve d’existence : E(S;) = E(X1) E(J) = pE(J).

O

Soient un réel t > 0 et un entier n € N*. On pose J = N; + 1. Montrer que la variable aléatoire
L(y<n) est indépendante de Xy 41, Xpyo, ...

Démonstration.

o Par définition de la v.a.r. J :

Ly<n = Lnvti<n)
= Iivcn-]
= lin,<n) (car Ny est a valeurs entiéres)
= 1- ]lm
= 1 Upy,om

= 1-1g,<q (dapres 6.b))

o Or, comme (X,),en+ est une suite de v.a.r. indépendantes, alors, par lemme des coalitions, la

n
v.a.r. S, = > Xj est indépendante de X, 41, Xpt2, ...
k=1

On en déduit, toujours par lemme des coalitions, que la v.a.r.
]l[Jgn} =1- ]l[Snét] est indépendante de X1, Xp12, ... =

E(SNt+1)

En déduire que E(Sn,+1) = 1 (E(Ny) + 1) puis que E(N;) =
W

-1

Démonstration.
e En posant J = N; + 1, alors :
x tout d’abord : Sy,41 = S5,
x ensuite, la v.a.r. J est a valeurs dans N,

x enfin, d’apres la question précédente, pour tout n € N*, la v.a.r. 1<, est indépendante de
KXnt+1, Xny2, - -
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On est donc bien dans le cadre d’application de la question 13.. On en déduit, sous réserve
d’existence :

E(Sn+1) = E(Sy)
= wE(J)

(par linéarité de
lespérance)

(BN +1)

Sous réserve d’existence : E (Sn,41) = p(E(N;) 4 1).

« On en conclut, comme p # 0 (d’aprés 1.a)(4i)) :

E (SNt+1)
1

= E(V,) +1

Finalement, sous réserve d’existence : E(Ny) = .
1

E(Nt)
t

15. Montrer que pour tout ¢t > 0 : >

=~
~+ | =

Démonstration.

Soit ¢ > 0.

E (SNt+1)
I

« D’aprés la question précédente : E(NV;) = —1.

o De plus, d’aprés 11.a) : Sy, +1 > t.
Par croissance de I'espérance, sous réserve d’existence :

E (Sn,+1) > t

E
donc E (Sni+1) > ! (car > 0)
i

o
v
ainsi E(Nt) >

e On en déduit, comme ¢t > 0 :
t
E(N) w1
t t

Ainsi, pour tout t > 0, sous réserve d’existence :

16. Soit b > 0. On pose : X; = min(b, X;).
a) Montrer que les variables X; forment une suite de variables aléatoires indépendantes, positives

et de méme loi.

Démonstration.
On note f : x — min(b,z) de sorte que :

VieN, X; = f(X))
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On en déduit :
« tout d’abord, pour tout i € N* :

X = (f(X)(X)

(car X; est a

valeurs positives)

Or, comme b > 0 : Vo € Ry, min(b,z) € Ry. Ainsi : f(R}) C Ry.
Dot : X;(Q) € f(R}) C R

On obtient bien que, pour tout ¢ € N*, la v.a.r. X; est a valeurs positives.

« comme les v.a.r. de la suite (X;);en+ ont méme loi, celles de la suite (f(Xl)) aussi.

1EN*

On en déduit que les v.a.r. de la suite (f(z)l . suivent la méme loi.

o comme (X;);en+ est une suite de v.a.r. indépendantes, alors, par lemme des coalitions, (Xi)ieN*
est une suite de v.a.r. indépendantes.

La suite (X})ieN* est une suite de v.a.r. indépendantes. 0

~ n ~ ~ ~
b) On pose S, = >, X; et i, = E(X7). On considére le processus de renouvellement N; associé
i=1
aux X;.
(i) Démontrer : Vn > 1, S, < Sy.

Démonstration.
o Tout d’abord, par définition du minimum, pour tout < € N* :
I

Xi
« Soit n € N*. En sommant les inégalités précédentes pour ¢ variant de 1 & n, on obtient :
- n
> Xi < XX
i=1

i
| I

=1
|
S, S,

Vn e N*, S, < S,

(ii) Démontrer : Vi > 0, N, > N,.

Démonstration.
Soit t > 0. Soit w € €.

» En raisonnant comme en 6.b), on a :
vneN, Ni(w)=n & Sp(w) <t
En appliquant cette propriété & n = Ny(w) € N, on obtient :
Ni(w) = Ni(w) & S'Nt(w)(w) <t

Pour montrer : Ni(w) > N¢(w), on va donc démontrer : S’Nt(w) (w) <t
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« D’aprés 11.a) : Sy, ) (w) < t.
Or, d’aprés la question précédente : S'Nt(w) (w) < S, (w)(w). Dot par transitivité :

SNt(w)(w) < SNt(w)(w) St

On en déduit, avec le premier point : Ny(w) = Ny(w).

Ceci étant vérifié pour tout w € €, on en déduit : Vt > 0, N; > N,.

O
(iii) Démontrer : Vt > 0, S V11 SE+D.
Démonstration.
Soit ¢ > 0.
« Tout d’abord, par définition de la v.a.r. S’NH_l, on sait : S'Nt“ = S'Nt =+ X~t+1.
° OI' :
x avec le méme raisonnement qu’en question 11.a) : S N, St
x par définition du minimum : X'Ntﬂ = min (b, XNt) <b.
On en déduit : Vt > 0, NNt+1 <t+0b.
O
E(N,) E(5 1
c) (i) Montrer que pour tout réel t € R : (V) = ( ]YtH) - —.
t t fip t
Démonstration.
SOlt te R+.

« Commencons par démontrer que la v.a.r. S §,41 admet une espérance. En effet :
« d’aprés 16.b)(iii) : Sg_; <t+D,

x la v.a.r. S’Ntﬂ et la v.a.r. constante égale a t + b sont positives (car b > 0, ¢ > 0 et les v.a.r. de
la suite (Xi)ieN*

x la v.a.r. constante t + b admet une espérance.

le sont),

Ainsi, d’apres le résultat admis dans le préambule de I'énoncé, la v.a.r. S N1

admet une espétance (et E (SMH) <t+0b).

o En raisonnant comme en question 1., on obtient :

2(50) = o (2(%) 1)
Notons que, comme la v.a.r. gNle admet une espérance, la réserve d’existence de l’espérance
E (Nt) est levée.

La v.a.r. N; admet une espérance et : E <*§Nt+1> = [ip (E (Nt> + 1).
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o Démontrons maintenant : i > 0. Pour cela, on démontre que la v.a.r. X vérifie les mémes
propriétés que la v.a.r. Xj.

x tout d’abord, d’aprés 16.a), la v.a.r. X est & valeurs positives.

x De plus :

Fe (0) = P([%<0])

= P([min(b, X1) <0])

= 1—P([min(b, X1) > 0])

= 1-P(b>0]N[X;>0])

= 1-P(QN[X;>0]) (car, d’apres I'énoncé : b > 0)
= 1-P([X;>0])

= P([X<0])

= F(0) < 1 (d’apres Uénoncé)

x enfin, comme :

- les v.a.r. X7 et X7 sont & valeurs positives,

- par définition du minimum : X; < Xj.
Par croissance de = — x% sur R, on obtient : X{ < X{.

- la v.a.r. X{ admet une espérance car X; admet un moment d’ordre 4.

alors, d’apres le résultat du préambule de I'énoncé, la v.a.r. X f admet une espérance. Autrement
dit, la v.a.r. X; admet un moment d’ordre 4.

Finalement, les v.a.r. X et X vérifie les mémes propriétés.

Avec le méme raisonnement qu’en 1.a)(%ii), on obtient donc : ji > 0.

o Avec le 2°™€ point de la démonstration de cette question : E (SMH> = [ (E (Nt) + 1).

Comme t fi, > 0, alors :

E(Sy4) s (E(V)+1)

t )

Onendéduit:VteR*,EN = - —.

(i) En déduire que pour tout réel b > 0 :

Démonstration.

E(N) _ E(@V) _ t+b

t t Tty

e Soit b > 0. Soit t > 0. Tout d’abord, on sait que :

« les v.a.r. Ny et N, sont a valeurs positives,
« d’apres 16.b)(ii) : N; < Ny,

x la v.a.r. Ny admet une espérance d’aprés la question précédente.

D’aprés le résultat admis dans le préambule de ’énoncé, la v.a.r. IN; admet une espérance.

99



ECE2 Mathématiques

o De plus, d’aprés ce méme résultat : E(V;) < E(Nt) Donc, comme ¢ > 0 :

E(N,) . E(N;)

t t

E(N,
Vb >0, Vt >0, (tt) <

e Soit b > 0. Soit t > 0. )
D’apres le 1" point de la question précédente, la v.a.r. Sg,,; admet une espérance et :

E(S’Ntﬂ) < t4b

donc . (Sﬁtﬂ) < tHb (car fiy, >0 d’apres la
t St question précédente)
- (gN 1) 1 t+b 1
don )2 tH0 2
t [y t ti, t
ainsi E(Nt) o t+b 1 (d’apres la question
t St t précédente)

t+bil<t—|—b

1
Or: — > 0. On en déduit : < —.
t iy, ¢t

t tfy U 1y
E(N
Finalement : Vb > 0, Vt > 0, (V) < ﬂ
t O
d) On choisit : b= /1.
(i) Démontrer :
E(N) _ t+V/t

t tE(min(v, X1))

Démonstration.
Soit ¢ > 0. D’aprés la question 16.¢)(4ii) appliquée a b= v/t >0 :

E(Ny) < t+Vt
t T thy
Or, par définition de fi s :

i = E(%1) = E(min(vi.X)))

Do : vt > 0, BV LAvE
t tE(min(ﬁ, Xl)) O
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(#i) Démontrer : 0 < X; — min(v/¢, X1) < X3 ]1[X1>\/Z]'

Démonstration.

« Tout d’abord, on a déja démontré en question 16.c)(i) : X; < X;. Autrement dit :

min (Vt, X1) < X
( )

Ainsi : 0 < X7 — min (\/f, Xl).

« Démontrons : X; — min (\/ﬂ Xl) <X ]l[X1>\/Z]'

Soit w € Q. Deux cas se présentent :

- d’une part : min (\/E, Xl(w)) =+/t. D’ou :
Xi(w) = min (VE, X1(w)) = Xi(w) — Vi
- d’autre part : w € [ X1 > V/t]. Donc : ]1[X1>\/Z] (w)=1.Dou :
Xl(w)]l[XQ\/g](w) = Xj(w)x1 = Xj(w)
De plus, comme ¢ > 0, alors : v/t > 0. Donc :

Xi(w) =t < Xi(w)

X1 (w) — min (V¥, X1 (w)) Xl(w)]l[XD\/ﬂ(w)

x si Xq(w) < V1, alors :

- d’une part : min (v, X1(w)) = X1(w). D’ou :
Xi(w) —min (V£, X1 (w)) = Xi(w) -~ Xi(w) = 0
- d’autre part : w ¢ [X1 > V/t]. Donc : Ly, 54 (w) = 0. D'ou:
X1 Iy, g w) = Xa(w) x0 =0
Ainsi : X (w) — min (V¢, X1 (w)) = X1(w) LI, (w). Dot :
Xi(w) —min (VE, X1 () < X1(@) Iy, @)

Finalement : Vw € Q, X;(w) — min (V#, X1 (w)) < X1(w) ]1[X1>\/£] (w).

On en conclut : X7 — min (\/E, Xl) <Xy ]l[X1>\/Z]'
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(i13) En déduire : tilgrnoo E(min(vt, X1)) = p.

Démonstration.
Soit ¢t > 0.

« Démontrons que la v.a.r. X; ]1[ X1 >vi] admet une espérance.

x Tout d’abord : X3 ]I[X1>\/Z] < X;. En effet, pour tout w € Q :

Xl(w) = Xl(w)Xl

= Xj(w) <]1[X1>\/z](w) + JIM(w)> (car :VA e o/, 1 =14+13)

= Xl(w)]l[X1>\/£](w)+X1(w)]l[X1>\/g](w)
(car les v.a.r. X et ]l[Xlgﬁ]

> Xi(w)l w
1(w) [X1>‘/E]( ) sont a valeurs positives)

x On obtient alors :
- d’apreés ce qui précéde : X7 ]1[X1>\/Z] < Xj.
- les viar. X7 et X3 H[X1>\/i] sont & valeurs positives,

- la v.a.r. X; admet une espérance.

D’aprés le résultat admis dans le préambule de I’énoncé, la v.a.r. X ]1[ X1>A]

admet une espérance et : E(Xl ]l[X1>\/£]) <E(Xy) = p.

o On en déduit que la v.a.r. X; — min (\/f, X1) admet une espérance. En effet :
x les v.a.r. X1 — min (ﬁ, X1) et Xj ]l[X1>\/£] sont & valeurs positives d’aprés 16.d) (i),
x toujours d’apreés 16.d) (i) : 0 < X; — min (\/Z, Xl) <Xh ]1[X1>\/i]7

x la v.a.r. Xy ]l[X1>\/Z] admet une espérance.

D’aprés le résultat admis dans le préambule de ’énoncé, la v.a.r. X; — min (ﬁ, X 1) admet
une espérance et : 0 < E(X1 — min (\/f, Xl)) < E(X1 ]1[X1>\/f])'

o Par linéarité de ’espérance, on obtient donc :

0 < E(X)-E(min(vt,X1)) < E(XT,. )

p—E(min(vt, X1))

N . < qs T o . PN ) .
Ainsi, si on parvient & démontrer : tiu;noo E(X 1 ]l[ Xi> \/ﬂ) = 0, alors, par théoréme d’encadrement :

lim p—E(min(v#,X1)) = 0

t—+00

Dou: lim E(min(v¢, X)) = p.

t—+o00
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« Démontrons donc : tiigloo E(Xl ]l[X1>\/i]) =0.

1l n’est pas possible de démontrer ce point dans le cadre du programme pour une v.a.r. X1 ni
discréte ni a densité. On choisit donc ici de présenter le cas ot X1 est discréte.

Supposons que la v.a.r. X est discréte. On note : X (Q) = {z | k € N}.

On suppose (quitte a changer la numérotation des indices) que la suite (zg)gen est strictement
croissante, c’est-a-dire : zg < T1 < g < - -+

x Onnote g; : z— a1, 5 de sorte que : Xy ]1[X1>\/i] = q(X1).

Commentaire \

o La fonction hy : . +— 1 5 est une fonction indicatrice. Explicitons la :

hy: R — R
1 siz e |Vt +oof
Tr +—
0 sinon

Sa courbe représentative est donc assez simple.

RN | /S ———— 4

S

« On prendra garde & ne pas confondre variable aléatoire indicatrice et fonction
indicatrice. En effet :

x une variable aléatoire indicatrice est, bien évidemment, une variable aléatoire. En
cette qualité, c’est une fonction de €2 dans R.

x une fonction indicatrice est une fonction de R dans R.

\. J

x On sait déja que la v.a.r. X3 1[X1>\/i] = g1(X1) admet une espérance d’aprés le premier point
de la démonstration. De plus, par théoréme de transfert :

E(Xi1x,5pg) = Elg:(X1))

= EO:O ge(wp) P([X1 = x1])
k=0

—+00

— kgo wpl, o g P([X1 =)

—+00

2

1= l‘k]) + JFZO:O Tk ]lxk>\/ip([X1 = $k])

k=0
Tl > \/i
—+oo . ..
— kzo ka( (X1 = g;k]) (par définition de ]lxk>\/i)
T > \/E
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x Comme la suite (xj)ren est strictement croissante, on peut définir le premier entier n € N tel

que : Vt < x,. On le note ny. On pose alors :

¢ : R — N

t = Ty
Par définition de p(t) :
+oo +00
E(Xl]l[X1>\/i]) = Z :):kIF’([Xlzxk]) = Z ka([Xlzwk])
k=0 k=¢(t)
T > \/i
+oo
On note enfin (R,) la suite définie par : Vn € N, R, = Y 2x P([X1 = zy] ).
k=n
(la quantité Ry, est le reste de la série Y xpP([X1 = 2x]))
k=0

On obtient alors :
E(XiT1y,o) = Bew

x Comme tliin ©(t) = +oo (démontré dans la remarque), avec le changement de variable
—+o0

Commentaire

« Démontrons : lim ¢(t) = +oo.
t—+o00

n = ¢(t) |, on obtient :

lim R,; = lim R, =0

t——+o0 n—+o0o

ol la derniére égalité est obtenue car R, est le reste d’ordre n de la série > 2 P([X1 = zy])
k>0

qui est convergente car X; admet une espérance.

On en déduit : t£+moo IE(X1 ]1[X1>\/i]) =0.

Finalement, par théoréme d’encadrement : lim E(min(\/i, X 1)) = .
t—+o00

x Démontrons que ¢ est croissante sur RY .
Soit (t1,t2) € (Ri)z. Supposons : t1 < to.
Démontrons par I'absurde : ¢(t1) < ¢(t2). Supposons donc : ¢(t1) > ¢(t2).

- D’une part, comme ¢(t1) est, par définition, le premier entier tel que x,, > /1, on en déduit :

To(ty) S Vi

- D’autre part, par définition de o(t2) : T,y > V1o
Or, par croissance de la fonction /- sur Ry : /f; < \/f2. Ainsi, par transitivité :

Vi < Vi < myuy

Absurde !
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Commentaire

x Démontrons par I'absurde que la fonction ¢ n’est pas majorée.
Supposons que la fonction ¢ est majorée.

- Alors, comme elle est croissante, par théoréme de la limite monotone, elle admet une limite
finie en 4o0.

- On sait de plus que la fonction ¢ est & valeurs entiéres.

Ainsi, d’aprés la remarque de la question 6.d) (%), la fonction ¢ est constante au voisinage de +o00.
Autrement dit, il existe ng € N et il existe A € RY tel que :

V= A, p(t) =ng
Soit ¢ > A. Par définition de ¢(t) :
Vit < Tp(t) = Tng

Absurde ! En effet : lim vt = 400 £ Tng-
t——+o0

e Démontrons : lim R, = 0. Soit n € N*. Comme X; admet une espérance :

n——+oo
400 n—1 400
Z IL‘kP([Xlzivk]) = Z l’kP([Xlzl‘k]) + Z l’kP([Xlzl'k])
k=0 k=0 k=n

E(X1) = Sn + R,

Alors :
Rn = ]E(Xl) — Sn — E(Xl) —E(Xl) =0

n—-+oo

o La démonstration du résultat t_lgrnoo ]E(X1 ]1[ Xi> \/i]) = 0 se traite de maniére analogue dans le cas
ou X est une v.a.r. a densité (c’est méme un peu plus simple).

o Un tel niveau de détails n’était évidemment pas attendu. L’idée d’une fin de sujet ESSEC II est de
tester le recul des candidats sur les notions au programme et sur celles introduites dans le sujet.
Ainsi, un candidat affirmant :

t_lgrnoo IE(X 1 ]l[ Xi> \/g]) = 0 car X; admet une espérance

aurait certainement obtenu la totalité des points alloués & cette partie de la question.
o La démonstration du résultat tEeroo IE(X 1 ]l[ Xi> \/Z]) = 0 dans le cas général nécessite I'utilisation

d’une propriété hors programme : 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Détaillons briévement la maniére
de procéder a 'aide de cette proposition.

1) Commengons par énoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Soient X et Y deux v.a.r. admettant un moment d’ordre 2. Alors :

E(XY)| < VE(X?)E(Y?)

Pour la démonstration de cette inégalité, on se référera au cours sur les couples de v.a.r. discrétes.
En appliquant cette inégalité & X7 (qui admet un moment d’ordre 2 d’aprés I’énoncé) et ]l[ X1>I]

(qui admet un moment d’ordre 2 car c’est une v.a.r. finie), on obtient :

B 1y 00)] < \/]E(Xf)IE<<]1[X1>ﬁ]>2)
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Commentaire

3) On démontre : lim ]P’( [Xl > \/ﬂ ) =0.
t—+o0

La v.a.r. X est a valeurs positives. De plus : v/¢ > 0. Ainsi, par inégalité de Markov :

0 < P([X1>Vi]) < E(f;)
Comme tiiinoo E(\j?) =0, on en déduit : tiigloo IP)( [X1 > \/ﬂ ) =0.

2 2
) - B o )
4) On obtient alors : thgl E ((ﬂ[xl>\/i]> ) = 0. Et donc : th+m \/E(,Xl)E <<]1[><1>\/E]> >

Avec I'inégalité du point 1), on en déduit bien : t_l}grnoo ]E(X1 ]1[X1>\/£]) = 0.

\ D
E(N, 1
(iv) Conclure : lim (N2) = —.
t—+o00 t 7!
Démonstration.
o Soit t > 0.
1 1  E(V,
x D’aprés la question 15.: — — — < ( t).
noot t
E(N, t t
x D’aprés la question 16.d) (%) : (N2) < .+ Vi .
t ¢t E(min(v#, X1))
1 1  E(W t t
On en déduit : Vt > 0, — — = < ( t)< .+\[ )
woot t ¢t E(min(vt, X1))
e Or:
1 1 1
x d’une part : lim — — - = —.
t—+oo L t "

: t+ Vi
x d’autre part : lim
t=+oo ¢ E(min(v/?, X1))

1
= —. En effet, pour tout ¢ > 0 :
L

t+ Vit _ 1 N 1
t E(min(\/i, Xl)) N E(min(ﬁ, Xl)) Vit E(min(\/f, Xl))
T T
+ e
3 l 8 l
1 0 (d’apreés la question
L précédente, car p > 0)
E(N, 1
Ainsi, par théoréme d’encadrement : lim (M) = —.
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