
ECG 2 Intégration généralisée TD - Chapitre 1

Exercice 1

Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels :
— Soit A P MnpRq. CA � tM P MnpRq |AM � MAu.
— F � tf P C1pRq | fp0q � f 1p0q � 0u.

Exercice 2

Pour les ensembles suivants indiquer s’il s’agit d’un espace vectoriel de dimension
finie, et si oui en donner une base.

— E1 � tpx, y, zq P R3 { 2x� 4y � z � 0u
— E2 � tpx, y, zq P R3 { x� y � z � 0u
— E3 � tpx, y, zq P R3 { x � y2u
— E4 � tpx, y, zq P R3 { x� 2y � 0u
— E5 � tpx, y, z, tq P R4 { x� y � z � 3t � 0 et 2y � 3z � t � 0u

— A �
�

1 �1
1 �1



et E6 � tM P M2pRq { AM � 0u

— E7 �
"�

2a� 3b a� b
a� b �a� 2b



{pa, bq P R2

*

— E8 est l’ensemble des matrices

�
�a b a� b

b c a
c a a� c

�
où a, b, c sont des réels quelconques.

— E9 � tP P R3rXs { P p0q � P 1p0q � 0u
— E10 � tP P R3rXs { XP 1pXq � P pX � 1q � 0u
— E11 � tu P RN { @n P N un�2 � 7un�1 � 12un � 0u
— E12 � tP P R2rXs { P p1q � 0u. Montrer que E est un SEV de R2rXs et donner une

base de E.

— Soit A �
�

1 �1
1 �1



et E13 � tM P M2pRq { AM � 0u.

— E14 � tP P R3rXs { @x P R, P pxq � P p�xq � 0u
— E15 � tP P R3rXs { @x P R, xP 1pxq � P px� 1q � 0u
— E16 � tu P RN { @n P N, un�2 � 5un�1 � 6un � 0u

— E17 � FpR,Rq et F �
"

f P E { Dpα, βq P R2 tel que @x P R fpxq � ln
� p1� x2qα

p?1� x4qβ


*

— E18 �
"

P P R2rXs {
» 1

0
P pxqdx � 0

*

Exercice 3

Soit A �
�
� 1 2 �1
�2 �3 3
1 1 �2

�
.

1. Montrer que tX P M3,1pRq { pA � λIqX � 0u est un sous-espace vectoriel de
M3,1pRq.

2. Déterminer les valeurs de λ pour lesquelles ce sous-espace vectoriel n’est pas réduit à
t0u.

3. Pour chacune de ces valeurs de λ déterminer une base du sous-espace vectoriel cor-
respondant.

Exercice 4

Soit A �
�
�1 0 �1

1 2 1
2 2 3

�
.

1. Montrer que tX P M3,1pRq { pA � λIqX � 0u est un sous-espace vectoriel de
M3,1pRq.

2. Déterminer les valeurs de λ pour lesquelles ce sous-espace vectoriel n’est pas réduit à
t0u.

3. Pour chacune de ces valeurs de λ déterminer une base du sous-espace vectoriel cor-
respondant.

Exercice 5

Soit les suites u, v, w définies par : @n P N, un � 2n, vn � 3n, wn � 4n. La
famille pu, v, wq est-elle une famille libre ?

Exercice 6

Pour quelles valeurs de m la famille pp3, 1,�4, 6q, p1, 1, 4, 4q, p1, 0,�4, mqq est-elle
liée ? Lorsqu’elle est libre est-ce une base de R4 ?

Exercice 7

Soit u1 � p2, 1,�1q, u2 � p2,�1, 2q, u3 � p3, 0, 1q. Montrer que pu1, u2, u3q est une
base de R3. Donner les coordonnées p4, 8,�3q dans cette base.
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Exercice 8

Soit u1 � p0, 1, 2q, u2 � p2, 1, 3q, u3 � p2, 1, 1q. La famille pu1, u2, u3q est-elle libre ?
Est-ce une base de R3 ?

Exercice 9

Soit A �
�

1 0
0 0



, B �

�
1 1
0 0



, C �

�
1 1
1 0



, D �

�
1 1
1 1



.

1. Montrer que que pA, B, C, Dq est une base de M2pRq.

2. Déterminer les coordonnées dans cette base de la matrice
�

2 �1
3 5



.

Exercice 10

Soit u1 � p1, m, m2q, u2 � pm, m2, 1q, u3 � pm2, 1, mq.

1. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles pu1, u2, u3q est une base de R3.

2. Dans ce cas déterminer les coordonnées de p1, 1, 1q dans cette base.

Exercice 11

Dans RrXs, P0 � pX � 1qpX � 1q, P1 � pX � 1qpX � 2q, P2 � pX � 1qpX � 2q.
Montrer que pP0, P1, P2q est une famille libre. Caractériser l’espace vectoriel engendré par
cette famille.

Exercice 12

Soit I �
�

1 0
0 1



, A �

�
2 �1
1 0



, B �

�
1 3
2 �1



, et F � V ectpI, A, Bq.

1. La famille pI, A, Bq est-elle une base de F ?

2. Les matrices suivantes appartiennent-elles à F ? Si oui donner leurs coordonnées dans
la base B1 � pI, A, Bq.

3. Soit M1 �
�

1 4
4 1



, M2 �

��5 9
1 �3



, M3 �

�
4 �5
0 2



.

Montrer que pA, M2, M3q est une base de F , et écrire la matrice de passage de pI, A, Bq
vers pA, M2, M3q.

Exercice 13

Soit Q1 � X3, Q2 � X2pX � 1q, Q3 � XpX � 1q2, Q4 � pX � 1q3.

1. Montrer que B � pQ1, Q2, Q3, Q4q est une base de R3rXs.
2. Soit P � a� bX � cX2 � dX3. Quelles sont les coordonnées de P dans la base B ?

Exercice 14

Dans R2rXs, P0 � pX � 1qpX � 1q, P1 � pX � 1qpX � 2q, P2 � pX � 1qpX � 2q.
1. Montrer que pP0, P1, P2q est une base de R2rXs.
2. Déterminer la matrice de passage de la base canonique de R2rXs vers pP0, P1, P2q.
3. Quelles sont les coordonnées dans cette base du polynôme Q défini par Qpxq � 6 �

2x� x2 � x3 ?

Exercice 15

Soit les 4 fonctions définies sur R par f1pxq � x, f2pxq � ex, f3pxq � e�x, f4pxq � ex�2.
Quel est le rang de la famille pf1, f2, f3, f4q ? Déterminer une base de V ectpf1, f2, f3, f4q

Exercice 16

Soit B1 � pp1, 1, 1q, p0, 3, 2q, p1, 2, 2qq, B2 � pp3, 1, 2q, p3, 1, 1q, p2, 1, 1qq.
1. Montrer que B1 et B2 sont deux bases de R3.

2. Déterminer la matrice de passage de B1 vers B2

3. Soit un vecteur u de R3 de coordonnées px, y, zq dans B1 et de coordonnées pX, Y, Zq
dans B2. Exprimer X, Y et Z en fonction de x, y, z.

Exercice 17

Déterminer le rang des familles suivantes : (a) pp1, 2q, p�3,�6qq
(b) pp1, 2q, p3, 4q, p5, 6qq
(c) pp1, 3,�3q, p4, 2,�3q, p�1, 7, 6qq
(d) pp4,�5, 3q, p2, 3,�2q, p4,�16, 10q, p8, 1,�1qq
(e) p2, 3�X, 7� 6X2q
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Exercice 18

Soit un espace vectoriel E et une base B � pÝÑi ,
ÝÑ
j ,
ÝÑ
k q et soit B1 � pÝÑi ,

ÝÑ
j � 2ÝÑk , 2ÝÑj �ÝÑ

k q.
1. Montrer que B1 est une base de E.
2. Quelles sont les coordonnées dans B1 du vecteur de coordonnées p�1, 3, 5q dans B ?

Exercice 19

Soit A �
�
�1 2 3

0 1 2
0 0 1

�
 et F � tM P M3pRq |AM � MAu.

1. Montrer que F est un espace vectoriel, en donner une base ainsi que sa dimension.
2. (a) Montrer que, pour tout n P N, An P F .

(b) Après avoir vérifie que la famille ci-dessous forme une base de F , déterminer les
coordonnées de An dans celle-ci :�

�I3,

�
�0 1 0

0 0 1
0 0 0

�
,

�
�0 0 1

0 0 0
0 0 0

�

�


3. Soit G � tM P M3pRq | tAM � M tAu.
(a) Montrer que M P G ôt M P F .
(b) En déduire une base de G ainsi que sa dimension.

Exercice 20

Pour 0 ¤ k ¤ n, on note PkpXq � Xkp1 � Xqn�k. Le but de l’exercice est de
démontrer que la famille pP0, P1, ..., Pnq forme une base de RnrXs.

1. Quel est le terme de plus bas degré de Pk ?
2. On suppose que la famille pP0, P1, ..., Pnq est liée.

(a) Justifier qu’il existe pλ0, ..., λnq P Rn�1zt0Rnu tel que
ņ

i�1

λiPipXq � 0

(b) Justifier que l’ensemble A � tk P J0, nK |λk � 0u est non vide.

(c) On pose alors k0 � mintk P Au. Quel est le terme de degré k0 dans
ņ

i�0

λiPipXq.

(d) Conclure

Exercice 21

Soit E un espace vectoriel et A un sous-espace vectoriel de E. Montrer que 0 P A

Exercice 22

Soit E un espace vectoriel et A, B deux sous espaces vectoriels de E. Montrer que
AXB est un sous espace vectoriel de E. Est ce vrai pour AYB ?

Exercice 23

On note E l’espace vectoriel des applications continues sur R à valeurs dans R.
1. la famille px ÞÑ x, x ÞÑ x2, x ÞÑ x3q est elle libre ? Est elle une famille génératrice de

E ?
2. Montrer que la famille

�
x ÞÑ ekx

	
0¤k¤n

est libre (pensez au théroème des croissances
comparées ) . Est ce une famille génératrice de E ?

Exercice 24

1. Soit f une application linéaire de R dans R. Montrer qu’il existe un réel α tel que

@x P R fpxq � αx

2. Étudier la réciproque.
3. Soit f une application linéaire de R2 dans R. Montrer qu’il existe deux réels α et β

tels que
@px, yq P R2 fpx, yq � αx� βy

4. Étudier la réciproque.

Exercice 25

Soit E l’ensemble des fonctions de classe C2 sur R et F �  
f P E

L
f2 � 2f 1 � f

(
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E

2. Montrer que F � E.
3. Soient les fonctions définies pour x réel par

f1pxq � ex f2pxq � xex

Montrer que f1 f2 forment une famille libre de F .
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Exercice 26

À tout couple pa, bq de deux réels, on associe la matrice Mpa, bq définie par

Mpa, bq �
�
�a� 2b �b �2b

2b a� b �4b
�b b a� 3b

�


On désigne par E l’ensemble des matrices Mpa, bq où a et b décrivent R.
On note I la matrice identité Mp1, 0q, et A la matrice suivante :

A �
�
� 2 �1 �2

2 �1 �4
�1 1 3

�


1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3pRq.
2. Donner une base ainsi que sa dimension

Exercice 27

On considère les trois matrices de M2pRq suivantes :

A �
�

0 1
0 1



D �

�
0 0
0 1



U �

�
1 0
0 0




On note E l’ensemble des matrices M carrées d’ordre 2 telles que AM � MD.
1. Vérifier que E un sous-espace vectoriel de M2pRq.
2. Soit M �

�
x y
z t



une matrice de M2pRq. Montrer que M appartient à E si et

seulement si z � 0 et y � t.
3. Etablir que pU, Aq est une base de E.
4. Calculer le produit UA. Est-ce que UA est un élément de E ?

Exercice 28

On considère les trois matrices suivantes :

I �
�
�1 0 0

0 1 0
0 0 1

�
 J �

�
�0 1 0

0 0 1
0 0 0

�
K �

�
�0 0 1

0 0 0
0 0 0

�


On note E le sous-espace vectoriel de M3pRq engendré par I, J et K.
Pour toute matrice M de E, on note M0 � I, et si M est inversible, on note, pour tout
entier naturel k, M�k � pM�1qk, et on rappelle qu’alors Mk est inversible, d’inverse
pMkq�1 � M�k.

1. Déterminer la dimension de E.
2. Calculer J2, JK, KJ , et K2.
3. Soit la matrice L � I � J .

(a) Montrer que, pour tout entier naturel n, Ln � I � nJ � npn� 1q
2 K.

(b) Vérifier que L est inversible et montrer que, pour tout entier relatif n, Ln �
I � nJ � npn� 1q

2 K.

(c) Exprimer, pour tout entier relatif n, Ln à l’aide de I, L, L2 et n.

Exercice 29

On associe à tout triplet px, y, zq de nombres réels, la matrice :

Mpx, y, zq �
�
�x y z

z x y
y z x

�


La matrice Mp1, 0, 0q n’est autre que I3 et la matrice Mp0, 1, 0q est notée J .
1. (a) Calculer les matrices J2 et J3.

(b) Etablir que l’ensemble E des matrices de la forme Mpx, y, zq, où px, y, zq décrit
R3, est un sous-espace vectoriel de M3pRq.

(c) Etablir que pI3, J, J2q forme une base de E.
2. Calculer le produit Mpx, y, zq�Mpx1, y1, z1q et montrer que celui-ci est un élément de

E. Les matrices Mpx, y, zq et Mpx1, y1, z1q commutent-elles ?
3. En déduire l’égalité suivante

Mpx, y, zq�Mpx2 � yz, z2 �xy, y2 � zxq � 1
2 px� y� zqrpx� yq2 �pyzq2 �pz�xq2sI3

4. Etablir qu’une condition suffisante pour que Mpx, y, zq soit inversible est que x, y, z
soient tels que x� y � z � 0 et pas tous égaux. Quelle est alors la matrice inverse de
Mpx, y, zq ?

5. Etablir enfin que cette condition suffisante d’inversibilité est également nécessaire.

Exercice 30

On considère la matrices de M4pRq :

I �

�
���

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

�
�� J �

�
���

0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

�
�� K �

�
���

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

�
�� L �

�
���

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

�
��

On note E � V ectpI, J, K, Lq.
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1. (a) Montrer que pI, J, K, Lq est libre.
(b) Donner la dimension de E.

2. (a) Montrer, en les calculant explicitement, que J2, K2, L2, J3, et L3 appartiennent
à E.

(b) En déduire, sans aucun calcul matriciel, que JK, KJ , KL, LK, JL et LJ
appartiennent aussi à E ?

(c) Etablir enfin que le produit de deux matrices de E est encore une matrice de E.

Exercice 31

Soit la matrice K �
�
�0 0 1

0 1 0
1 0 0

�
. On note E l’ensemble des matrices de M3pRq

vérifiant MK � KM � M .
1. (a) Montrer que E est un espace vectoriel.

(b) Montrer par l’absurde qu’aucune matrice de E n’est inversible.

2. Soit M �
�
�a b c

d e f
g h k

�
une matrice de E.

(a) Montrer que k � g � c � a, h � b, et f � d, puis en déduire la forme des
matrices de E.

(b) Donner une base de E et vérifier que Dim pEq � 4.
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