ECG 2

Applications linéaires TD - Chapitre 5
es basiques mages et noyaux
Les basiq Images et noy.
Applications linéaires %
EXERCICE 3
% EXERCICE 1 Calculer le noyau et 'image des applications suivantes.
1.
Montrer que les applications suivantes sont linéaires. Etudier (de fagon « élémentaire ») p1 R? - R’
leur injectivité, surjectivité. Dans le cas d’une applications bijective, on donnera la bijection (z,y) » (z+y,z—y,z+3y)
réciproque. 2.
1. f1: R > R? 0o R® - R?
(z,y) - (z+2y,z—y) (x,9,2) = (rv+y+z,2—2yx—y—3z)
2. fo: R S R?
(xy) » (—z+2y,2—2y) % EXERCICE 4
3. fs : R? - R? Montrer que f : R3[X] — R3[X], P+> P — X P’ est une application linéaire. Déterminer
(z,y,2) —» (x+y—z2x—y+22) son noyau et son image.
4. f1 - R* - RS % -
(z,y,2,t) —» (z+y—z—t,x—y+2z+t,x+3y—4z—3t) XERCICE 5 f
3 9 On considere 'application linéaire f de R® dans R* définie par
5 fs : R - R
(z,y,2) — (x+2y+3z,2+y+22) flz,y,z2) =(x+ 2,y —x,2+y,x+y+ 2z2).
6. fo : R? - R?

1. Déterminer une base de Im(f).
(@,9,2) = (z+2y+3220 +4y +62) 2. Déterminer une base de Ker(f).

3. L’application f est-elle injective ? surjective 7
% EXERCICE 2
% EXERCICE 6

Pour les trois applications suivantes calculer le noyaux et I'image. Les quelles sont injec-

Montrer que les applications suivantes sont linéaires.

L fi: Ro[X] — R3 6. fo : Rs[X] — R tives 7 surjectives ? bijectives ?
P (P0),P(1), P2) o 1
2. f2 + Ro[X] — Ru[X] F Lp(t)dt ¢+ RIX] - R[X]
P — P(X+1) P — P
3 fs 0 Ra[X] — Ru[X] 7. fr 0 Re[X] — Rg[Xl] ) 5
P — P(X+1)—P(X) P — XQJ P(t) dt—i—Xf P (t) dt w2+ Ry[X] - R,[X]
4. f1 : R3[X] — RQ[X] 0 -1 P — P
P — P . -
5. f5 : RQ[X] e d RQ[X] > fS . RQLX] ?1P X d > $3 RR[X] i Rnfl[X]
P P(@2X+1)+PBX 1) - L (X +1)dt P P
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% EXERCICE 7

Soit f lapplication linéaire de R* dans R® définie par :
f((%yvz)) = (1’+y+2, x4+ 2y + 3z, :c—z).

1. Déterminer une base de Ker f. L’application f est-elle injective ?

2. Déterminer une base de Im f. L’application f est-elle surjective 7

% EXERCICE 8

Soit 'application linéaire :

f: R* S R*
(z,y,2,t) —» (O, y—z+t,2x—y+z+3t,x—y+z+t).

Trouver une base de chacun des sous-espaces vectoriels suivants : Ker f, Im f,
Ker fnlIm f .

% EXERCICE 9

Soit f : R> — R? I'application linéaire définie par

flz,y) =@ +y,z—y,z+y).

1. Déterminer le noyau de f, son image ainsi qu’une base de ces deux ensembles

2. f est-elle injective ? surjective ?

% EXERCICE 10

1 1 .
On pose A = (1 1) Soit

1. Montrer que ¢ est linéaire

2. En posant M = <Z ?) donner une autre forme de ¢.

3. Donner une base de Ker ¢ et de Im ¢

Applications linéaires, représentation matricielle dans les bases ca-
noniques

% EXERCICE 11

Soit lapplication linéaire :
f: R? — R®
(xvywz) L (x—y—‘,—z,x—y,y—z).

1. Ecrire la matrice de I’application f relativement aux bases canoniques.
2. Méme question avec ’application linéaire g définie par :

R3
(z + 2y + 32,y + 22,2z + 3y + 42).

g: R?
(z,y,2)

—
—

% EXERCICE 12

Soit lapplication linéaire
P — P

Ecrire la matrice canoniquement associée.

% EXERCICE 13

Soient les applications linéaires f et g définies par :

f: Rg[X] — R'g,[X] et g: Rg[X] — R3[X]
P — P(X+1). P — P(X-1).

Ecrire les matrices de ces applications relativement & la base canonique de Rs [X], puis
multiplier ces matrices entre elles. Que remarque t-on ?

% EXERCICE 14

1. Ecrire la matrice A relativement aux bases canoniques de R [X] et R® de I'application
linéaire
fr Re[X] — R?
P — (P(0),P(1),P(2)).

2. Montrer que la matrice A est inversible et calculer son inverse.

3. Soient a,b,c € R, en déduire qu’il existe un unique polynéme P de degré 2 tel que
P0)=a, P(1) =bet P(2)=c.
Calculer en fonction de a, b et ¢ ce polynoéme.
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Dans d’autres base

% EXERCICE 15

SOit : RQ [X] — RQ [X]
P — PX+1)-P(X)
1. Ecrire la matrice de f dans les bases canoniques.

2. Ecrire la matrice de f avec Ro[X] muni de la base (1,14 X, 1+ X?) et Ry[X] muni
de la base (X(X — 1), X(X +1), (X +1)(X —1).

% EXERCICE 16

On note (J1, J2, Js, J4) la base canonique de M3 (R). Soit f I'application définie sur M (R)
par

f:M:(Z §>'—>M+(a+d)12

—_

. Montrer que f est un endomorphisme de M3 (R).
. Déterminer la matrice A de f dans la base (J1, J2, J3, Ja).
(a) Montrer que (J1 — Ju, J2, J3, I2) est une base de M2 (R).

(b) Déterminer la matrice D de f dans cette base.

w N

4. Montrer que f est un automorphisme de M3 (R).

% EXERCICE 17

On considére 'application linéaire de R* dans R* définie par :
flz,y,2) = (x + 2y — 22,2z + y — 22,2z + 2y — 32)

et €u1 = (1,1,1), €u2 = (—1,1,0) et €uz = (1,0,1).
1. Ecrire la matrice A de f dans la base cannonique de R®.

2. Calculer f(@u1), f(@uz) et f(Pus) et écrire la matrice A" de f dans la base B =
(?uh _6)11,27 _€)u3)

3. Justifier que A est inversible et déterminer A~

% EXERCICE 18

1 0 -2
Soit la matrice A= —-1 1 0
3 2 -1

— Définir application f telle que A = Matc(f) ot C est la base canonique de R3.
— Définir l’application g telle que A = Matg(g) ot B est la base canonique de Ra[X].

— Définir Papplication h telle que A = Matp(h) ott D est la base (1,1 + X, 1+ X + X2
de Ro[X].

% EXERCICE 19

On reprend les notations de 'exo .
X—-1)(X -2
(X)X =)

X(X-2) o XX -1

On pose Py = T 5

1. Montrer que (Py, Pi, P») forme une base de Ry[X]

2. Ecrire la matrice de Dapplication f en prenant comme base de Ry [X] cette base et
comme base de R? la base canonique.

3. En déduire une expression de f~! de la forme

7 R S Ro[X] .
(a,b,c) — 7

Matrices de passage

% EXERCICE 20

Déterminer la matrice de passage de la base B & la base B'.

1. B est la base canonique de R® et B’ = (u,v,w) avec v = (1,1,1),v = (1,—1,0) et
w=(1,1,-2).

e (DR - -
(0 (2 3G 1)

3. B est la base canonique de Ra[X] et B’ = (—X2 +2X +1,X+1, X%+ 2),
4. B= (1,X —-2,X% —3X + 3) et B’ est la base canonique de Ro[X]

% EXERCICE 21

Soit f : R* — R® l'application linéaire, dont la matrice dans la base canonique est donnée
par :

o = O

0 0 -6
M=\|1 0 7
01 0
1. Déterminer des vecteurs (€u, ©v, €w) non nuls tels que f(@u) = Cu, f(Cv) =

2%, f(Pw) = —-32w.

2. Montrer que la famille B = (@u, @v, w) est une base de R>.
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3. Ecrire la matrice N de I’application f dans cette base.

4. Donner la matrice de passage P de la base canonique vers la base B.
Calculer son inverse P~ 1.

5. Donner la relation entre les matrices M, N et P. En déduire le calcul de M™.

% EXERCICE 22

Soit ¢ : R3[X] — Rs[X]
P = X(P(X+1)—P(X—1))

1. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique

2. En utilisant une matrice de passage écrire la matrice de ¢ dans la base (1,—1 +
X, -X+X?% -X?1+ X%

% EXERCICE 23

SOith : R;g[X] — ]R3[X]
P — P

1. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique

2. En utilisant une matrice de passage écrire la matrice de ¢ dans la base (X (X —1)(X —
2), X(X = (X =3), X(X = 2)(X = 3), (X = 1)(X —2)(X - 3)

Bases adaptées

% EXERCICE 24

Soit
I R? - R®
(@,9,2) (% x—i—gQ/ z’a: g—i—z)
1. Ecrire A la matrice de f dans la base canonique
2. Calculer A%, en déduire f o f.
3. f est elle bijective ? si oui calculer sa bijection réciproque
4. Soit B = ((0,1,1),(1,0,1), (0,1, —1) montrer que c’est une base et calculer la matrice

de f dans cette base. On note B cette matrice, quelle est le lien entre A et B (on fera
apparaitre P une matrice de passage )

% EXERCICE 25

On consideére les matrices carrées d’ordre trois suivantes :

1 1 1 2 1 1 0 0 0
A=l o o -1]|, B=| -3 -2 -1 |, D=|0 -1 0
—2 -2 -1 1 1 o0 0 0 1

1. Déterminer trois vecteurs u,v et w de Mg 1(R) tels que

— les coefficients de la deuxiéme ligne de u,v et w soient respectivement —1,1 et

1.
— u forme une base de Ker(A);
— Av=—v

— Ker(A —I) = Vect(w)
2. Vérifier que (u,v,w) forme une base de Ms 1(R). Former la matrice P de passage de
la base canonique vers cette nouvelle base.
3. Déterminer P™'.
4. Vérifier que P"'AP = D. Est-ce surprenant ? Expliquer.

5. On note ¢ ’endomorphisme de M3 1(R) représenté dans la base canonique par la
matrice B. Montrer que la matrice de ¢ dans la base (u, v, w) est encore une matrice
diagonale, que l'on notera C. Expliciter un lien ente C' et B.

% EXERCICE 26

Soit u I'application linéaire de R® dans R® dont la matrice dans leur base canonique res-

pective est
2 -1 1
A= < 3 2 =3 ) ’

On appelle (e1, ez, e3) la base canonique de R® et (f1, f2) celle de R?. On pose
1 1
el =extes, eh =es+er, €5 =€ +exet fi = 5(f1 + f2), fo = i(fl — f2).

1. Montrer que (e}, €5, €5) est une base de R? puis écrire la matrice de passageP de la
base canonique de R® vers cette base.

2. Montrer que (f1, f5) est une base de R? puis écrire la matrice de passage Q de la
base canonique de R? vers cette base R%.On note B la matrice de u dans les bases
(€1, e5,e3) (espace de départ ) et (f1, f2) (espace d’arrivé). Trouver un lien entre A B
eP et Q

3. Calculer B

% EXERCICE 27
Soit f : R? - R?
(I,%Z) = ($—2Z,y—22’, _Z)
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Ecrire A la matrice de f dans la base canonique
Calculer A?, en déduire f o f.
f est elle bijective 7 si oui calculer sa bijection réciproque

Soit B' = ((1,0,0),(1,1,0), (1,1, 1) montrer que c’est une base et tracer(directement)
la matrice de f dans cette base.

- W b=

5. On note B cette matrice, quelle est le lien entre A et B.On fera intervenir P une
matrice de passage.

Théoréme du rang, image, noyaux

% EXERCICE 28

Déterminer en un coup d’oeil le rang, le noyau et l'image de la matrice A =
1 0 -1
0 0 O
-1 0 1

% EXERCICE 29

s . . 4 c 1N
On désigne par B = (€e1, €e3, €e3, €ea) la base canonique de R, et on considére
. 4 . . s
I’endomorphisme f de R™ dont la matrice dans la base canonique est donnée par :

o OO
OO OO
_ o O =
o OO

1. Déterminer une base du noyau et une base de 'image de f et le rang de f.
2. Montrer que B’ = (Pe3, €e1 — Teq, —2Pea, €e1 + €eq) est une base de R*.

3. Ecrire la matrice de f dans la base B'.

% EXERCICE 30

Soit f 'application linéaire de R* dans lui-méme défini par flx,y,z,t) = (z—y+2z,y+
z+ 6,0,z +y+ 3z + 2t).

1. Déterminer les images par f des vecteurs de la base canonique (e1, ez, e3, e4) de R
2. Ecrire la matrice A représentant 'endomorphisme f dans cette base.

3. Montrer que f(es) et f(es) sont combinaisons linéaires de f(e1) et f(ez).

4

. En déduire la dimension de Im(f) et une base de Im(f).

5. Quelle est la dimension du noyau de f ? Montrer que la famille de vecteurs (u, v) avec
u=(—-2,-1,1,0) et v = (—1,—1,0, 1) forme une base de Ker(f).

% EXERCICE 31

On considére I'endomorphisme f de R® dont la matrice dans la base canonique est :

1 1 1
A= -1 2 =2
0 3 -1

Donner une base de Ker(f) et de Im(f), et le rang de f.

% EXERCICE 32

On consideére ’endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est :
1 1 -1
M= -3 -3 3
-2 -2 2
1. Donner une base de Ker(f) et de Im(f) ainsi que le rang de f.
2. En déduire que M™ = 0 pour tout n = 2.

% EXERCICE 33

1. (a) Soit n € N. Montrer que ¢ : P(X) > (1 — X2) P"(X) —3XP'(X) est un endo-
morphisme de R, [X].
(b) Calculer ¢(1). L’endomorphisme ¢ est-il un automorphisme de R,,[X]?
2. (a) Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de R3g[X].
(b) Déterminer une base de Im(y) et une base de Ker(yp).
Dans cette question, on prend n = 3.

% EXERCICE 34

On considére 'endomorphisme f de R* dont la matrice dans la base canonique B =
{e1,e2,€e3,e4} est donnée par

00 0 1
1 00 0
A=10 1 0 0
00 1 0

1. Justifier, sans aucun calcul que f est un automorphisme.

2. Vérifier que fo fo fo f =1Id (sans aucun calcul non plus) et en déduire I’expression
de A7 en fonction de A.

3. Déterminer E; = Ker(f —1d) et E_; = Ker(f + Id).
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Type concours

% EXERCICE 35

1. On note B = (e1, ez, e3) la base canonique de R? et on considére 'endomorphisme f
de R® dont la matrice dans la base B est

2 1 2
A= -1 -1 -1
-1 0 -1

(a) Vérifier que Pon a A® # 0 et calculer A®.
(b) Déterminer une base (u) de Ker(f) ainsi qu'une base (v, w) de Im(f).
(c) Montrer que Im (f?) = Ker(f).

Dans la suite, on considére un endomorphisme g de R? tel que

@ #0, et ¢*=0

ce qui signifie que g o g n’est pas I’endomorphisme nul, mais que g o g o g est I’endo-
morphisme nul. En désignant par M la matrice de g dans la base canonique R?® de R?
on a donc : M? # 0 et M =0.

On se propose de montrer, dans ce cas plus général, que Im (g2) = Ker(g).
2. (a) Justifier qu’il existe un vecteur u de R? tel que g*(u) # 0.
(b) Montrer que (u, g(u), ' (u)) est une base de R?, que l'on notera B'.
(c) Donner la matrice N de g dans la base B'.
(d)

Déterminer Im(g) et donner sa dimension. En déduire une base de Ker(g). Pour
finir, déterminer Im (g2) puis conclure.

% EXERCICE 36

On considére la matrice A € M4(R) définie par

1 0 0 —1
1 00 -1
A=101 0 21
00 1 -1

et I'endomorphisme f de R* dont la matrice dans la base canonique B = (e1,e2,€3,€4)
de R* est A.

1. Montrer, sans pivot, que A n’est pas inversible et déterminer Im(f).
2. (a) Calculer A%, A% A*.

(b) Déterminer noyau de f et préciser sa dimension.
3. (a) Montrer que si il existe A € R et u € R*, avec u # 0 et f(u) = Au, alors
f*(u) = Mu. En déduire que A* = 0 puis que A = 0.
(b) Existe-t-il une base de R* dans laquelle la matrice de f est diagonale ?
4. On note

e1=e1, e=f(e1), es=[f(e2), ea=[(es)
et C = {e1,€2,€3,€4}.
(a) Montrer que C est une base de R*.
(b) Déterminer la matrice N de f relativement & la base C de R*.
5. Existe-t-il un endomorphisme bijectif g de ’espace vectoriel R* tel que gofogfl = f2 ?

% EXERCICE 37

On note E D'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 2 et
on rappelle que la famille (eg, e1, e2) est une base de E, les fonctions eg, e1 e2 étant définies
par :

VieR e(t)=1 ei(t)=t ex(t) =1t

On consideére 'application ¢ qui, & toute fonction P de E, associe la fonction, notée
»(P), définie par :

VeeR (p(P))(x) = L P(x +t)dt

1. (a) Montrer que ¢ est linéaire.

(b) Déterminer (¢ (e0)) (), (¢ (e1)) (z) et (¢ (e2)) (x) en fonction de z, puis écrire
v (eo),p(e1) et v (e2) comme combinaison linéaire de eg, e1 et ea.

(¢) Déduire des questions précédentes que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Ecrire la matrice A de ¢ dans la base (eo, e1,e2). On vérifiera que la premicre

ligne de A est :
(v 3 3)

Justifier que ¢ est un automorphisme de E.

(8) (a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un réel u, tel
que l'on ait :

1 % Un
A= 0 1 =n
0 0 1

1
Donner ug et établir que :  VYn €N  wu,11 = up + 6(371 + 2).
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(b) En déduire, par sommation, I’expression de u, pour tout entier n.

(¢) Ecrire A" sous forme de tableau matriciel.

% EXERCICE 38

On considére les matrices

0 1 1 1 0 0
A= —=2 3 2|, I=[0 1 0
1 -1 0 00 1

et on note B = (e1, ez, e3) la base canonique de F = Ms ;.
1. (a) Déterminer (A — 1)
(b) En déduire que A est inversible et écrire A" comme combinaison linéaire de I
et A.
2. On pose A= N + I.

(a) Exprimer pour tout entier naturel n, la matrice A" comme combinaison linéaire
de I et N, puis ’écrire comme combinaison linéaire de I et A.

(b) Vérifier que 'expression précédente est aussi valable pour n = —1.
(c) On pose us1 = (A—1)(e1) et uz = e1 +e3.

3. (a) Montrer que l'ensemble £y = {X € F : (A —I)X = 0} est un sous-espace
vectoriel de E et que (u1,u2) en est une base.

(b) Montrer que la famille (u1,uz,e1) est une base de R®.

(¢) On note T' la matrice dont les colonnes sont respectivement les coordonnées de
Aui, Auz et Ae; dans la base (u1,u2,e1). Expliciter T'.

-1 1 1
4. Soit la matrice P = —2 0 0 |. Vérifier que P est inversible puis que A =
1 1 0

PTP".

5. On note (E1,17 ELQ, E1,37 Egyl, Ez,z7 E2,3, E3,1, E3,27 E3,3) la base Canonique de M3(]R)
et on rappelle que, pour tout (4,75) de [1, 3]]2, la matrice E; ; n’a que des coefficients
nuls sauf celui situé a l'intersection de la i-éme ligne et de la j-éme colonne qui vaut
1.

(a) Montrer que I’ensemble E des matrices M qui commutent avec T, c¢’est-a-dire
des matrices vérifiant I’égalité MT = T M, est le sous-espace vectoriel de M3(R)
engendré par la famille (F1,1 + Es.3, E1,2, E1,3, F2,2, E2,3). Vérifier que la dimen-
sion de E est égale a 5.

(b) Soit N une matrice quelconque de M3(R). Etablir 'équivalence :

NA=AN < (P"'NP)T =T (P 'NP)

(¢) En déduire que I'ensemble F' des matrices qui commutent avec A est le sous-
espace vectoriel de M3(R) engendré par la famille :

(P(Ery + Es3) P™' PE12P™" , PE\ 3P, PE> 2 P™", PEssP™")

Approfondissement

% EXERCICE 39

On note B = (e1, e2, e3) la base canonique de R? et on consideére un vecteur v fixé de R®.
On considére également Papplication f qui & tout vecteur u = (a,b,¢) de R? associe le
vecteur f(u) définie par :

fwy=u—(a+b+c)
1. Montrer que f est un endomorphisme de R?.

2. Etude d’un cas particulier. Dans cette question 3 seulement, on suppose que v =

(2,-1,0).
(a) Vérifier que f(v) = 0.f est-il un automorphisme ?
(b) Déterminer une base de Im(f).

On note w = (—1,1,0) et z = (0,—1,1). Montrer que la famille (w,z) est
également une base de Im(f).

(d) En déduire, sans calculs supplémentaires, une base de Ker(f).
(e) Montrer que la famille C = (v, w, z) est une base de R
(f) Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R? puis dans la base C.

Retour au cas général. On suppose maintenant que v = («, 8, ) vérifie a+ 8+~ = 1.
Montrer que f(v) = 0.
3. (a) En déduire que fo f = f.

@
Ny

) Montrer que le vecteur y appartient a Im(f) si et seulement si f(y) = y.
) En déduire que les vecteurs ez — e1 et e3 — e2 appartiennent & Im(f).
(d) Déduire de la question 3a que rg(f) < 2.
) Déterminer une base de Im(f).

)

Déterminer, en fonction de (o, 3,7) la matrice de f dans la base canonique de
R®. Cette matrice est-elle inversible ?

(g) Montrer que la famille C = (v, es — e1, €3 — e2) est une base de R? puis détermi-
ner la matrice de f dans cette base.

% EXERCICE 40

Les questions sont indépendantes
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1. Soient F un espace vectoriel et u,v deux endomorphismes de E qui commutent.
Montrer que Ker(u) et Im(u) sont stables sous 'action de v.

2. Soient u = (1,0,0),v = (1,1,1) deux vecteurs de R® et F = Vect(u,v). Trouver un
endomorphisme f de R® tel que Ker(f) = F.

% EXERCICE 41

Soit A € M,,(R) non nulle telle que A® = 0 et rg(A) = 7. On note (u1,uz, ..., u,) une base
de Im(A).

1. Quelle est la dimension de Ker(A)?

2. Montrer que Im(A) = Ker(A). En déduire que n > 2r.

3. En déduire qu’il existe des vecteurs vi, va, . .., Un—2r tels que (U1, ..., Ur,V1,...,Un_2r)
forme une base de Ker(A).

4. Montrer qu’il existe une matrice P inversible telle que

_ 0 Ir —1
amp (LY

ou I, désigne la matrice identité de taille r.
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