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Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

Exerie 1 : Probabilités disrètes

Deux personnes P1 et P2 ont rendez-vous dans un

omplexe formé de inq sites S1, S2, S3, S4 et S5, dis-

posés en pentagone et reliés par des routes, omme

l'illustre le shéma i-ontre. Ils arrivent au rendez-

vous à I'heure prévue, mais suite à un malentendu,

P1 se présente au site S1 et P2 au site S2.

Ils déident alors de partir à la reherhe l'un de

l'autre. Ils empruntent les di�érentes routes du om-

plexe, ave les règles suivantes :

bc
bcbc

bc bc
S1

S2

S3

S4

S5

� à partir d'un site, haun hoisit de se rendre

sur l'un des deux sites voisins, les deux pos-

sibilités étant équiprobables ;

� les déplaements des deux personnes se font

simultanément ;

� tous les hoix de déplaements se font indé-

pendamment les uns des autres.

Ils ontinuent à se déplaer ainsi jusqu'à se retrouver éventuellement sur un même site (ils ne se

renontrent pas le long des routes). Une fois retrouvés, ils ne se déplaent plus.

Pour tout entier naturel n, on dé�nit les trois événements An, Bn, Cn :

• An : � les deux personnes sont sur le même

site après le n-ième déplaement �

• Bn : � les deux personnes sont sur des sites

adjaents après le n-ième déplaement �

• Cn : � les deux personnes sont à deux routes

de distane après le n-ième déplaement �

On note an, bn, cn les probabilités des événements An, Bn, Cn.

1. À tout instant n, étant donné la on�guration des lieux, il y a exatement trois possibilités : soit les

deux personnes se trouvent sur le même site, soit elles sont à un site d'éart (sur des sites adjaents),

soit elles se trouvent à deux sites d'éart (e qui est l'éloignement maximal possible). C'est-à-dire

qu'à tout instant n, un et un seul des trois événements An, Bn, Cn est réalisé : An ∪ Bn ∪ Cn = Ω,
et les événements sont deux à deux inompatibles.

Pour tout n ∈ N
∗, (An, Bn, Cn) est don un système omplet d'événements.

2. Étant donné les onditions initiales données par l'énoné, à l'instant n = 0, les deux personnes sont

sur deux sites adjaents. Don b0 = 1, et a0 = c0 = 1.

3. a) Si les deux personnes se trouvent, à un ertain instant n, à deux routes de distane (événement

Cn), alors elles se retrouvent à l'instant suivant ssi elles se dirigent toutes les deux vers le site

qui les sépare (dans l'autre sens, deux sites les séparent). Comme les déplaements des deux

personnes sont indépendants, et vu l'hypothèse d'équiprobabilité donnée par l'énoné, on a don

bien : PCn
(An+1) =

1

2
× 1

2
=

1

4
.

b) On sait que si les deux personnes se retrouvent sur le même site à un instant donné, alors elles

ne se quittent plus et restent don sur le même site. Don, pour tout n ∈ N
∗, PAn

(An+1) = 1.
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) L'argument préédent donne aussi, diretement : PAn
(Bn+1) = PAn

(Cn+1) = 0.
Si l'événement Bn est réalisé : partant de deux suites adjaents, les deux personnes ne pourront

jamais se renontrer à l'instant d'après, don PBn
(An+1) = 0. Par ontre, elles peuvent s'éloigner

l'une de l'autre toutes les deux, et se retrouver à l'instant suivant à deux routes de distane :

toujours par indépendane des deux personnes, PBn
(Cn+1) =

1
2
× 1

2
= 1

4
.

Comme (An+1, Bn+1, Cn+1) forment un s..e., on a aussi :

PBn
(Bn+1) = 1− PBn

(An+1)− PBn
(Cn+1) =

3
4
.

Si les deux personnes sont à deux routes d'éart, en s'éloignant toutes deux du site qui les sépare,

elles se retrouvent sur des sites adjaents, don :

PCn
(Bn+1) =

1
4
, et PCn

(Cn+1) = 1− PCn
(An+1)− PCn

(Bn+1) = 1− 1
4
− 1

4
= 1

2
.

4. C'est un as typique d'utilisation de la formule des probabilités totales, ave le système omplet

d'événements (An, Bn, Cn) :

∀n ∈ N, P (An+1) = P (An ∩An+1) + P (Bn ∩ An+1) + P (Cn ∩ An+1)

= P (An)× PAn
(An+1) + P (Bn)× PBn

(An+1) + P (Cn)× PCn
(An+1)

an+1 = 1.an + 0.bn +
1

4
.bn = an +

1

4
bn

d'après les aluls préédents. De même :

P (Bn+1) = P (An ∩ Bn+1) + P (Bn ∩Bn+1) + P (Cn ∩Bn+1)

= P (An)× PAn
(Bn+1) + P (Bn)× PBn

(Bn+1) + P (Cn)× PCn
(Bn+1)

bn+1 = 0.an +
3

4
.bn +

1

4
.cn =

3

4
bn +

1

4
cn

P (Cn+1) = P (An ∩ Cn+1) + P (Bn ∩ Cn+1) + P (Cn ∩ Cn+1)

= P (An)× PAn
(Cn+1) + P (Bn)× PBn

(Cn+1) + P (Cn)× PCn
(Cn+1)

cn+1 = 0.an +
1

4
.bn +

1

2
.cn =

1

4
bn +

1

2
cn

5. a) D'après les relations obtenues préédemment, on peut érire, pour tout n ∈ N :

bn+2 =
3

4
bn+1 +

1

4
cn+1 =

3

4
bn+1 +

1

4
(
1

4
bn +

1

2
cn) =

3

4
bn+1 +

1

16
bn +

1

8
cn.

Or : ∀n ∈ N,
1

4
cn = bn+1 −

3

4
bn, don :

∀n ∈ N, bn+2 =
3

4
bn+1 +

1

16
bn +

1
2
(bn+1 −

3

4
bn) =

(

3

4
+

1

2

)

bn+1 +

(

1

16
− 3

8

)

bn, soit :

∀n ∈ N, bn+2 =
5

4
bn+1 −

5

16
bn.

b) La suite (bn)n∈N est don une suite réurrente linéaire d'ordre 2, d'équation aratéristique :

x2 =
5

4
x− 5

16
⇐⇒ x2− 5

4
x+

5

16
= 0 ; ∆ =

25

16
− 4× 5

16
=

5

16
> 0, don l'équation possède deux

solutions réelles distintes : α =
5
4
−

√
5
4

2
=

5−
√
5

8
et β =

5 +
√
5

8
.

Il existe don deux réels a et b �xés tels que : ∀n ∈ N, bn = a.αn + b.βn
.

On détermine a et b en érivant la relation pour n = 0 et n = 1, on obtient le système :

(S)

{

a.α0 + b.β0 = b0
a.α1 + b.β1 = b1

⇐⇒
{

a + b = 1

a.α + b.β =
3

4

(en e�et, b1 =
3
4
b0 +

1
4
c0 ave b0 = 1 et c0 = 0).
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(S) ⇐⇒
{

a + b = 1
(β − α).b = 3

4
− α L2 ← L2 − α.L1

β − α =
5 +
√
5

8
− 5−

√
5

8
=

2
√
5

8
=

√
5

4
, et

3

4
− α =

3

4
− 5−

√
5

8
=

6− 5 +
√
5

8
=

1 +
√
5

8
.

D'où :















a = 1− b = 1− 5 +
√
5

10
=

5−
√
5

10

b =
3/4− α

β − α
=

4√
5
× 1 +

√
5

8
=

1 +
√
5

2
√
5

=
5 +
√
5

10

, et :

∀n ∈ N, bn =
5−
√
5

10
· αn +

5 +
√
5

10
· βn

) On a vu plus haut que : ∀n ∈ N, 1
4
cn = bn+1 − 3

4
bn ⇐⇒ cn = 4bn+1 − 3bn, soit :

∀n ∈ N, cn =
4

10
(5−

√
5).αn+1 +

4

10
.(5 +

√
5).βn+1 − 3

10
(5−

√
5).αn − 3

10
(5 +

√
5).βn

=

[

2

5
(5−

√
5).α− 15− 3

√
5

10

]

.αn +

[

2

5
.(5 +

√
5).β − 15 + 3

√
5

10

]

.βn

=

[

(5−
√
5)2

20
− 15− 3

√
5

10

]

.αn +

[

(5 +
√
5)2

20
− 15 + 3

√
5

10

]

.βn

=
25− 10

√
5 + 5− 30 + 6

√
5

20
.αn +

25 + 10
√
5 + 5− 30− 6

√
5

20
.βn

e qui donne bien :

∀n ∈ N, cn =

√
5

5
(βn − αn).

6. a) Comme pour tout n ∈ N, (An, Bn, Cn) est un système omplet d'événements, on dispose en

partiulier de la relation : an + bn + cn = 1 ⇐⇒ an = 1− bn − cn, e qui permet d'obtenir :

∀n ∈ N, an = 1−
[

5−
√
5

10
−
√
5

5

]

·αn+

[

5 +
√
5

10
+

√
5

5

]

·βn = 1−
(

5− 3
√
5

10

)

·αn−
(

5 + 3
√
5

10

)

·βn

b) L'enadrement : 2 =
√
4 <
√
5 <
√
9 = 3 donne rapidement : 0 < 1

4
< α < 3

8
< 1, et 7

8
< β < 1,

e qui implique : lim
n→+∞

αn = 0 = lim
n→+∞

βn
.

Par opérations sur les limites, on obtient :

lim
n→+∞

bn = 0 = lim
n→+∞

cn, et lim
n→+∞

an = 1.

) L'événement "les deux personnes ne se retrouvent jamais" a pour ontraire : "le deux personnes

�nissent par se retrouver", qui est réalisé si et seulement si l'un des événements An est réalisé,

'est don

+∞
⋃

n=1

An.

Or si pour un ertain n ∈ N
∗, An est réalisé : les deux personnes sont ensemble à l'instant n, et

elles le restent à l'instant n + 1, don An ⊂ An+1 : les événements (An)n∈N∗
forment une suite

roissante d'événements, don par propriété de limite motonone :

P
(

+∞
⋃

n=1

An

)

= lim
n→+∞

P (An) = lim
n→+∞

an = 1

Il est don presque sûr qu'au bout d'un nombre �ni de déplaements, les deux personnes �niront

par se retrouver. Au ontraire, il est quasi-impossible qu'elles ne se retrouvent jamais.
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B. Nombre de déplaements avant renontre

1. Vu que les deux personnes sont à l'instant 0 sur des sites adjaents, on a établi que dans e as elles

ne pouvaient pas se retrouver à l'instant 1, mais seulement à partir de l'intant n = 2,
et X(Ω) = J2;+∞J.

2. Dire que les deux personnes se sont retrouvées à l'insant n, 'est dire qu'elles sont sur le même site

à l'instant n, et qu'à l'instant préédent elles étaient sur des sites di�érents, e qui d'après l'étude

préédente n'est alors possible que si elles sont à deux routes de distane à l'instant n− 1.

Autrement dit : ∀n > 2, [X = n] = Cn−1 ∩An.

Le alul de probabilité est alors immédiat :

∀n > 2, P (Dn) = P (Cn)× PCn
(An+1) = cn ×

1

4
=

√
5

20

(

βn−1 − αn−1
)

3. La variable aléatoireX admet une espérane si et seulement si la série

∑

n>2

nP (X = n) est absolument

onvergente.

Pour tout N > 2 :

N
∑

n=2

nP (X = n) =

√
5

20

[

N
∑

n=2

nβn−1 −
N
∑

n=2

nαn−1

]

. On reonnaît deux séries géomé-

triques dérivées, toutes deux onvergentes puisque α et β appartiennent à ]− 1; 1[.

La variable aléatoire X admet don une espérane qui vaut :

E(X) =

+∞
∑

n=2

nP (X = n) =

√
5

20

[

+∞
∑

n=1

nβn−1 − 1−
+∞
∑

n=1

nαn−1 + 1

]

=

√
5

20

[

1

(1− β)2
− 1

(1− α)2

]

=

√
5

20









1
(3−

√
5

8

)2
− 1
(3 +

√
5

8

)2









=

√
5

20
× 64× (3 +

√
5)2 − (3−

√
5)2

(

(3 +
√
5)(3−

√
5)
)2

=
16
√
5

5
× 9 + 6

√
5 + 5− 9 + 6

√
5− 5

(9− 5)2
=

16
√
5

5
× 12

√
5

16

Soit : E(X) = 12.

4. Le alul de la variane passe ii par elui de E
(

X(X − 1)
)

: d'après le théorème de transfert,

e nombre est bien dé�ni si et seulement si la série

∑

n>2

n(n − 1)P (X = n). Pour tout N > 2 :

N
∑

n=2

n(n − 1)P (X = n) =

√
5

20

[

β

N
∑

n=2

n(n− 1)βn−2 − α

N
∑

n=2

n(n− 1)αn−2

]

; on reonnaît deux séries

géométriques dérivées deux fois, toujours onvergentes, don E
(

X(X − 1)
)

est bien dé�ni et vaut :

E
(

X(X − 1)
)

=

√
5

20

[

β
+∞
∑

n=2

n(n− 1)βn−2 − α
+∞
∑

n=2

n(n− 1)αn−2

]

=

√
5

20

[

2β

(1− β)3
− 2α

(1− α)3

]

=

√
5

10

[

5 +
√
5

8
× 83

(3−
√
5)3
− 5−

√
5

8
× 83

(3 +
√
5)3

]

=
32
√
5

5

[

5 +
√
5

27− 27
√
5 + 45− 5

√
5
− 5−

√
5

27 + 27
√
5 + 45 + 5

√
5

]

=
32
√
5

5

[

5 +
√
5

72− 32
√
5
− 5−

√
5

72 + 32
√
5

]

=
4
√
5

5

[

(5 +
√
5)(9 + 4

√
5)− (5−

√
5)(9− 4

√
5)

(9− 4
√
5)(9 + 4

√
5)

]

=
4
√
5

5
× 45 + 20

√
5 + 9

√
5 + 20− 45 + 20

√
5 + 9

√
5− 20

81− 16× 5
=

4√
5
× 58
√
5 = 232
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On en déduit que X2 = X(X − 1) + X admet une espérane omme somme de deux variables

aléatoires qui en admettent une, et par linéarité de l'espérane :

E(X2) = E
(

X(X − 1)
)

+ E(X) = 232 + 16 = 244

On en déduit que X admet une variane donnée par la formule de Koenig-Huygens :

V (X) = E(X2)− E(X)2 = 244− 144 = 100

Et X a don pour éart-type : σ(X) =
√

V (X) = 10.

Exerie 2 : Probabilités et Analyse

Dans ertaines situations (paris sportifs, investissements �naniers...), on est amené à miser de l'argent

de façon répétée sur des paris à espérane favorable. On se propose de mettre en plae une stratégie

a�n d'optimiser les gains à long terme.

On adopte ii le adre simpli�é suivant : on onsidère une suite de variables aléatoires (Xn)n∈N∗
indé-

pendantes et suivant toutes la même loi de Bernoulli de paramètre p.

Un joueur mise une partie Mn de son apital sur la réalisation de l'événement (Xn = 1), pour haque
n > 1. La variable Mn est supposée indépendante des variables Xk, k ∈ N

∗
.

En as de vitoire, il double sa mise (son apital est don augmenté de Mn), en as de défaite il perd

sa mise (son apital diminue de Mn).

Initialement, le joueur dispose du apital C0 > 0, puis on note Cn la variable aléatoire égale au apital

détenu à l'issue du ne

pari.

On a ainsi l'enadrement : 0 6 Mn+1 6 Cn pour tout entier n.

Le jeu est supposé favorable, on onsidérera dans tout le problème :

1
2
< p < 1.

I. Quitte ou double

1. On herhe ii deux onstantes réelles a et b véri�ant : ∀n ∈ N, Cn+1 = Cn+(aXn+1+b)Mn+1. Cette

égalité de variables aléatoires, vues omme appliations de Ω dans R, est véri�ée si et seulement si

pour toute issue ω ∈ Ω de l'expériene : Cn+1(ω) = Cn(ω) + (aXn+1(ω) + b)Mn+1(ω).

Or pour tout entier n ∈ N, et toute issue ω de Ω :

� Soit Xn+1(ω) = 1 (le pari est gagné), et dans e as le apital Cn est augmenté de la mise

Mn+1(ω) : Cn+1(ω) = Cn(ω) +Mn+1(ω), et aXn+1(ω) + b = a+ b doit être égal à 1.

� Soit Xn+1(ω) = 0 (le pari est perdu), et dans e as la mise Mn+1(ω) est perdue :
Cn+1(ω) = Cn(ω)−Mn+1(ω), et aXn+1(ω) + b = b est égal à −1.

Ainsi : b = −1 et a+ b = 1 ⇐⇒ a = 2, don : ∀ω ∈ Ω, Cn+1(ω) = Cn(ω)+(2Xn+1(ω)−1)Mn+1(ω),
soit :

∀n ∈ N, Cn+1 = Cn + (aXn+1 + b)Mn+1

2. Les variables (Cn)n∈N et (Xn)n∈N sont toutes �nies, don admettent une espérane, et par indépen-

dane des Xn et Mn :

∀n ∈ N, E(Cn+1) = E(Cn)+
(

2E(Xn+1)−1
)

×E(Mn+1) ⇐⇒ E(Cn+1) = E(Cn)+(2p−1)E(Mn+1)

Ainsi, de prohe en prohe, et pour tout n ∈ N
∗
:

E(Cn) = E(Cn−1) + (2p− 1)E(Mn) = E(Cn−2) + (2p− 1)E(Mn−1) + (2p− 1)E(Mn)

= ... = E(C0) + (2p− 1)

n
∑

k=1

E(Mk)
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formule générale qu'on démontre failement par réurrene.

Par dé�nition, la mise est toujours inférieure au apital : ∀k ∈ N
∗, Mk 6 Ck, don E(Mk) 6 E(Ck)

selon la propriété de roissane de l'espérane.

De plus, omme on a supposé

1
2
< p < 1 : alors 1 < 2p < 2 ⇐⇒ 0 < 2p− 1 < 1, et :

∀n ∈ N
∗, E(Cn) = C0 + (2p− 1)

n
∑

k=1

E(Mk) 6 E(C0) + (2p− 1)

n
∑

k=1

E(Ck).

On maximise don e�etivement le apital moyen, en misant tout son apital à haque pari.

3. Dans la stratégie du quitte ou double, le moindre pari perdu provoque la ruine du joueur. La ruine du

joueur orrespond à l'événement :

+∞
⋃

k=1

[Xk = 0], qui est en fait l'événement ontraire de

+∞
⋂

k=1

[Xk = 1]

(gagner indé�niment) ; la propriété de limite monotone pour les probabilités, et l'indépendane des

paris donne la probabilité de ruine :

1−P
(

+∞
⋂

k=1

[Xk = 0]

)

= lim
n→+∞

1−P
(

n
⋂

k=1

[Xk = 0]

)

= lim
n→+∞

1−
n
∏

k=1

P (Xk = 0) = lim
n→+∞

1−(1−p)n = 1

puisque 0 < 1− p < 1. La ruine est bien presque ertaine !

On est aussi amené à onsidérer la variable aléatoire Y égale au rang du premier pari perdu du

joueur : 'est don le temps d'attente d'un premier "suès" (si on peut appeler ainsi perdre un

pari...), dans la répétition d'épreuves de Bernoulli identiques et sans mémoire, de probabilité de

suès 1− p. Le nombre moyen de parties onduisant à la ruine du joueur est E(Y ) =
1

1− p
.

II. Stratégies à mises proportionnelles

La stratégie préédente étant risquée, le joueur déide d'engager dans haque pari, une fration du

apital dont il dispose : on a ainsi Mn = α.Cn, ave α ∈]0, 1[, indépendant de n.

1. On véri�e à nouveau que l'égalité de variables aléatoires demandée, orrespond à une égalité de leurs

valeurs, pour toute issue ω de Ω :

� Si Xn+1(ω) = 1, alors :

(1+α)Xn+1(ω)(1−α)1−Xn+1(ω)Cn(ω) = (1+α)1(1−α)0Cn(ω) = (1+α)Cn(ω) = Cn(ω)+Mn + 1(ω)

qui est bien égal à Cn+1(ω) dans e as.
� Sinon Xn+1(ω) = 0, et alors :

(1 + α)Xn+1(ω)(1− α)1−Xn+1(ω)Cn(ω) = (1 + α)0(1− α)1Cn(ω) = (1− α)Cn(ω) = Cn(ω)−Mn(ω)

qui est là enore, bien égal à Cn+1(ω).
L'égalité est don vraie pour toute issue, et :

∀n ∈ N, Cn+1 = (1 + α)Xn+1(1− α)1−Xn+1Cn

2. On pose Sn =

n
∑

k=1

Xk : omme haque v.a.r. Xk ontribue d'une unité à la somme dès que le pari

orrespondant est gagné, Sn représente le nombre total de paris gagnés parmi les n premiers paris

e�etués. Comme les variables (Xk)k∈N∗
sont indépendantes et suivent toute la loi de Bernoulli de

paramètre p : on sait que leur somme Sn suit don la loi binomiale de paramètres (n, p) :

Sn(Ω) = J0;nK, ∀k ∈ Sn(Ω), P (Sn = k) =

(

n

k

)

pk(1− p)n−k
et E(Sn) = np
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3. Rédigeons ii la réurrene qui montre que la propriété P(n) : ”Cn = (1 + α)Sn(1− α)n−SnC0”, est
vraie pour tout n ∈ N

∗
:

I. Pour n = 1 : S1 = X1, et (1 + α)S1(1− α)1−S1C0 est bien égal à (1 + α)X1(1− α)1−X1C0 = C1

d'après la question 1.

H. Supposons P(n) vraie pour un ertain n ∈ N
∗
, et montrons sous ette hypothèse, que P(n+ 1)

est enore vraie :

��������������������-

On part de la relation obtenue en 1. :

Cn+1 = (1 + α)Xn+1(1− α)1−Xn+1Cn

= (1 + α)Xn+1(1− α)1−Xn+1 × (1 + α)Sn(1− α)n−SnC0 (H.R.)

= (1 + α)Sn+Xn+1(1− α)n−Sn+1−Xn+1C0

Cn+1 = (1 + α)Sn+1(1− α)n+1−Sn+1C0 puisque Sn+1 = Sn +Xn+1

Don P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.
C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don vraie pour tout n ∈ N

∗
, d'après le prinipe

de réurrene.

4. Les variables Cn sont toutes stritement positives, et α ∈]0; 1[ don 1 + α > 1 − α > 0 et on peut

érire :

∀n ∈ N
∗, ln(Cn) = Sn ln(1+α)+(n−Sn) ln(1−α)+ln(C0) ⇐⇒

1

n
ln
(Cn

C0

)

=
Sn

n
ln(1+α)+

n− Sn

n
ln(1−α)

Et la linéarité de l'intégrale s'applique (C0, Cn et Sn sont des v.a.r. �nies) pour donner, vu que

E(Sn) = np :

∀n ∈ N
∗, E

[

1

n
ln
(Cn

C0

)

]

=
1

n
E(Sn) ln(1+α)+

n− E(Sn)

n
ln(1−α) = p ln(1+α)+(1−p) ln(1−α).

Par la suite, on herhe à maximiser ette quantité, e qui équivaut à maximiser l'espérane du taux

moyen de roissane du apital.

III. Optimisation : le ritère de Kelly

On pose, pour tout x ∈ [0; 1[, f(x) = p ln(1 + x) + (1− p) ln(1− x).

1. Étude de f .

a) La fontion f est de lasse C2 sur ]0; 1[, ave :

∀x ∈]0; 1[, f ′(x) =
p

1 + x
− 1− p

1− x
et f ′′(x) = − p

(1 + x)2
− 1− p

(1− x)2

Puisque p ∈]0; 1[, il est lair que : ∀x ∈]0; 1[, f ′′(x) < 0, don f est onave sur ]0; 1[.

Par ailleurs : ∀x ∈]0; 1[, f ′(x) =
p(1− x)− (1− p)(1 + x)

(1 + x)(1− x)
=

p− px− 1− x+ p+ px

1− x2
=

(2p− 1)− x

1− x2
.

Pour tout x de ]0; 1[ : 1− x2 > 0, don le signe de f ′(x) est elui de (2p− 1)− x, et :

(2p− 1)− x > 0 ⇐⇒ x < 2p− 1.

Comme

1
2
< p < 1, alors 0 < 2p− 1 < 1, on en déduit le tableau de variation de f :
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x
0

αK = 2p− 1
1

f ′(x)
0

+ −

f

0

f(αK)

−∞

La fontion f admet bien un maximum sur ]0; 1[, atteint en αK = 2p− 1.

b) On a : lim
x→1

p ln(1 + x) = p ln(2) par ontinuité de ln en 2 ; par ailleurs, lim
x→1−

1− x = 0+,

don lim
x→1−

ln(1− x) = lim
u→0+

ln(u) = −∞, don puisque 1− p > 0 :

lim
x→1−

f(x) = −∞

Au vu de la dernière question de la Partie II : e résultat signi�e que lorsque la proportion du

apital risqué tend vers sa totalité, le taux moyen de roissane du apital tend vers −∞, e qui

est une façon de dire que le apital lui-même, tend vers 0, e qui est bien ohérent ave e qui a

été déterminé à la �n de la partie I !

) � Sur [0;αK ], la fontion f est ontinue, stritement roissante et f(0) = p ln(1)+(1−p) ln(1) = 0 :
f ne s'annule qu'en 0 sur et intervalle.

� Sur [αK ; 1[ : la fontion f est ontinue, stritement déroissante, à valeurs dans ] −∞; f(αK)]
qui ontient bien 0 puisque f(αK) > f(0) = 0. D'après le théorème de la bijetion, il existe don

une unique solution αc à l'équation f(x) = 0 sur et intervalle.

Finalement, la fontion f s'annule exatement deux fois sur [0; 1[ : en 0 et en αc véri�ant αK < αc.

d) La ourbe de f a pour allure :

0 1
0

−1

αc

αK

2. Conlusion : le hoix α = αK est elui qui optimise la roissane de gain à long terme.

Dans le as limite p = 1
2
: αK = 2p− 1 = 0, en as d'équiprobabilité des gains et des pertes, ne rien

risquer est la meilleure stratégie !

Dans le as limite p = 1 : αK = 2p− 1 = 1, si on est sûr de gagner, il faut évidemment tout miser à

haque pari !
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IV. Étude de la valeur ritique αc.

Les hoix de α au-delà de la valeur ritique αc onduisent à une perte de apital. On herhe dans ette

partie un équivalent de αc lorsque p est prohe de

1
2
.

On onsidérera dans e qui suit que αc est une fontion de p (on érira ainsi αc(p)).

1. On dé�nit la fontion ϕ sur ]0, 1[ par : ϕ(x) =
ln(1 + x)

ln(1− x)
.

a) La fontion ϕ est tout d'abord ontinue sur ]0; 1[ omme quotient de fontions ontinues sur et

intervalle, où le dénominateur ne s'annule pas.

Lorsque x tend vers 0+ : ln(1 + x) ∼
0+

x et ln(1 − x) ∼
0+
−x d'après les équivalents las-

siques.

Par ompatibilité de l'équivalene, on en déduit :

ln(1 + x)

ln(1− x)
∼
0+

x

−x = −1, don : lim
x→0+

ϕ(x) = −1,

et ϕ se prolonge par ontinuité en 0 en posant ϕ(0) = −1.
Lorsque x tend vers 1− : lim

x→1−
ln(1 + x) = ln(2) et lim

x→1−
ln(1− x) = −∞, don par quotient de

limites :

lim
x→1−

ϕ(x) = 0, et ϕ se prolonge par ontinuité en 1 en posant ϕ(1) = 0.

Finalement, ϕ est prolongeable par ontinuité sur l'intervalle [0, 1]. On notera enore ϕ e pro-

longement.

b) La fontion ϕ est dérivable sur ]0, 1[ omme quotient de fontions dérivables sur et intervalle,

et :

∀x ∈]0, 1[, ϕ′(x) =

1

1 + x
ln(1− x)− ln(1 + x)

−1
1− x

[

ln(1− x)
]2 =

(1− x) ln(1− x) + (1 + x) ln(1 + x)

(1 + x)(1− x)
[

ln(1− x)
]2

Qui est bien de la forme : ∀x ∈]0, 1[, ϕ′(x) =
h(x)

(1− x2)
[

ln(1− x)
]2

ave h : x 7→ (1− x) ln(1− x) + (1 + x) ln(1 + x).

) La fontion h est dérivable sur ]0, 1[, et :

∀x ∈]0, 1[, h′(x) = − ln(1−x)+ (1−x) · −1
1− x

+ln(1+x)+ (1+x) · 1

1 + x
= ln(1+x)− ln(1−x)

Pour tout x ∈]0, 1[ :
h′(x) > 0 ⇐⇒ ln(1 + x) > ln(1− x) ⇐⇒ 1 + x > 1 − x ⇐⇒ 2x > 0 ⇐⇒ x > 0 par strite

roissane de ln sur R
∗
+.

La fontion h est don stritement roissante sur ]0, 1[.

d) Comme lim
x→0+

(1− x) ln(1− x) + (1 + x) ln(1 + x) = ln(1) + ln(1) = 0, on en déduit que :

∀x ∈]0, 1[, h(x) > 0.

Et puisque pour tout x ∈]0, 1[, 1− x2 > 0 et

[

ln(1− x)
]2

> 0, alors : ∀x ∈]0, 1[, ϕ′(x) > 0.

La fontion ϕ est ainsi stritement roissante sur ]0, 1[.

Par prolongement par ontinuité, la fontion ϕ est ontinue, stritement roissante sur [0, 1] : elle
réalise don une bijetion de [0, 1] dans [ϕ(0), ϕ(1)] = [−1, 0].

2. Le développement limité de ln à l'ordre 2 en 1 peut s'érire : ln(1 + u) = u− 1
2
u2 + o(u2) lorsque u

est au voisinage de 0.
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Le taux d'aroissement de ϕ en 0 est :

ϕ(x)− ϕ(0)

x− 0
=

ln(1 + x)

ln(1− x)
+ 1

x
=

ln(1 + x) + ln(1− x)

x ln(1− x)
, où :

ln(1 + x) + ln(1− x) = x− x2

2
+ (−x)− 1

2
(−x)2 + o(x2) = −x2 + o(x2),

et x ln(1− x) = x
(

− x+ 1
2
x2 + o(x2)

)

= −x2 + o(x2).

Ainsi :

ln(1 + x) + ln(1− x)

x ln(1− x)
∼
0+

−x2

−x2
= 1, e qui prouve que lim

x→0+

ϕ(x)− ϕ(0)

x− 0
= 1,

don que ϕ est dérivable en 0, ave ϕ′(0) = 1.

3. a) On rappelle ii que αc est l'unique solution non nulle de l'équation :

f(x) = 0 ⇐⇒ p ln(1 + x) + (1− p) ln(1− x) = 0 ⇐⇒ p ln(1 + x) = −(1− p) ln(1− x)

⇐⇒ ln(1 + x)

ln(1− x)
=

p− 1

p
⇐⇒ ϕ(x) = 1− 1

p

Comme

1
2
< p < 1 : alors 1

1

p
< 2, don −1 < 1 − 1

p
< 0 et 1 − 1

p
appartient bien à l'intervalle

image de ϕ ; on a bien :

∀p ∈
]1

2
, 1
[

, αc(p) = ϕ−1
(

1− 1

p

)

.

b) Lorsque p tend vers

1
2
par valeurs supérieures : 1− 1

p
tend vers −1+, don par bijetivité de ϕ de

[0; 1] dans [−1, 0] : lim
p→ 1

2

+
ϕ−1

(

1− 1

p

)

= lim
u→−1+

ϕ−1(u) = 0.

La limite : lim
p→ 1

2

+
αc(p) = 0 signi�e que la fontion αc est prolongeable par ontinuité en

1
2
, ave

αc(
1
2
) = 0.

Après prolongement, on a vu que la fontion ϕ est dérivable en 0 ave ϕ′(0) = 1 6= 0 :

le théorème de dérivabilité de la bijetion réiproque assure alors que ϕ−1
est dérivable

en ϕ−1(0) = −1, ave
(

ϕ−1
)′
(−1) = 1

ϕ′(0)
= 1.

Par omposition ave la fontion i : p 7→ 1− 1

p
, bien dérivable en

1
2
, ave i(1

2
) = −1 : la fontion

αc = ϕ ◦ i est dérivable en 1
2
, et :

α′
c(
1

2
) = i′(

1

2
)×

(

ϕ−1
)′(

i(
1

2
)
)

=
1

(1
2
)2
×
(

ϕ−1
)′
(−1) = 4× 1 = 4

puisque i′(p) =
1

p2
pour tout p ∈

]

1
2
, 1
[

.

) Pour p au voisinage de

1
2
(ave p > 1

2
) :

αc(p)

2αK(p)
=

αc(p)

2(2p− 1)
=

1

4
·
αc(p)− αc(

1
2
)

p− 1
2

puisque αc(
1
2
) = 0. On a reonnu le taux d'aroissement

de αc en p = 1
2
, et ainsi :

lim
p→ 1

2

+

αc(p)

2αK(p)
= lim

p→ 1

2

+

1

4
·
αc(p)− αc(

1
2
)

p− 1
2

=
1

4
· α′

c

(1

2

)

=
4

4
= 1

Ce qui prouve bien l'équivalene : αc ∼
1

2

+
2αK .

Conlusion : pour des valeurs de p prohes de 1
2
('est-à-dire des paris "légèrement" favorables), il faut

prendre α < 2αK . Par séurité, les parieurs hoisissent souvent α =
αK

2
, la moitié de la valeur de Kelly.
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V. Simulation informatique

Le sript qui suit, érit en langage Silab, permet d'illustrer e qui préède :

� le apital initial est �xé à 100 ;

� en entrée, le programme demande la valeur de p, la valeur de α à utiliser et le apital que l'on

souhaite atteindre ;

� en sortie, le programme renvoie le nombre de parties jouées pour atteindre l'objetif demandé.

1. Le sript suivant simule les paris suessifs à faire jusqu'à e qu'on atteigne le apital �xé pour

objetif ; la variable n est inrémentée d'une unité à haque pari, et représente en dé�nitive le nombre

total de paris e�etués lorsqu'on a atteint l'objetif.

1 p = input('valeur de p : ')

2 ap_obj = input('apital à atteindre : ')

3 alpha = input('valeur de alpha : ')

4 ap = 100;

5 n = 0;

6 while ap < ap_obj

7 u=rand()

8 if u < p then

9 ap = (1+alpha)*ap

10 else

11 ap = (1-alpha)*ap

12 end

13 n = n+1

14 end

15 disp("nombre de parties jouées : " + string(n))

16 disp("apital atteint : " + string(ap))

2. A�n de véri�er que la stratégie de Kelly est optimale, on modi�e le sript préédent de la façon

suivante :

� les entrées restent les mêmes ;

� le nouveau programme alule la valeur de Kelly αK ;

� en sortie, le programme renvoie, en plus du nombre de parties jouées pour atteindre l'objetif

demandé, le apital que l'on aurait obtenu si on avait hoisi la valeur αK à la plae de α pendant

es mêmes parties.

Le nouveau sript est :

1 p = input('valeur de p : ')

2 ap_obj = input('apital à atteindre : ')

3 alpha = input('valeur de alpha : ')

4 alpha_K = 2*p-1

5 ap = 100;

6 ap_K = 100;

7 n = 0;

8 while ap < ap_obj

9 u=rand()

10 if u < p then

11 ap = (1+alpha)*ap

12 ap_K = (1+alpha_K)*ap_K

13 else

14 ap = (1-alpha)*ap

15 ap_K = (1-alpha_K)*ap_K

16 end

17 n = n+1
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18 end

19 disp("nombre de parties jouées : " + string(n))

20 disp("apital atteint : " + string(ap))

21 disp("ave la valeur de Kelly on aurait atteint le apital : "+string(ap_K))

⋆⋆⋆ FIN DU SUJET ⋆⋆⋆
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