
ECG 2 Suites et séries TD - Chapitre 6

Limite de Suites

Exercice 1

Calculer les limites en �8 des suites dont le terme général est donné par les expressions
suivantes.
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Exercice 2

Calculer les limites en �8 des suites dont le terme général est donné par les expressions
suivantes.
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Séries

Exercice 3

Les séries suivantes sont-elles convergentes ?
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Exercice 4

Les séries suivantes sont-elles convergentes ?

1.
¸ n

pln nqn 2.
¸ pn!q2

en2 3.
¸ n2

p2n� 1q!

Exercice 5

Calculer la somme des séries suivantes.

1.
¸

n¥2

ln
�

1� n

n� 1




2.
¸

n¥2

1?
n� 1

� 1?
n� 1

� 2?
n

3.
8̧

n�0

n

3n

Dans chacun des cas écrire une fonction python textttfunction y =sommeapartielle(n)
qui calcule la somme partielle de rang n.

Exercice 6

Calculer la somme des séries suivantes.
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Exercice 7 — Convergence absolue
Les séries suivantes sont-elles absolument convergentes ?
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Exercice 8 — Convergence absolue
Les séries suivantes sont-elles absolument convergentes ?
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Exercice 9

Calculer la somme des séries dont le terme général est

1. n2 � n

pn� 3q!
2. pn� 2qpn� 1q

2n�3

Calcul de séries liées aux probabilités

Exercice 10

On suppose que X ãÑ Gppq avec p P s0; 1r.
1. Rappeler le support de X ainsi que la loi de X.
2. Montrer que X admet une espérance et la calculer
3. Montrer que XpX � 1q admet une espérance et la calculer
4. En déduire que X admet une variance et la calculer

Exercice 11

On suppose que X ãÑ Ppλq avec p P R��.
1. Rappeler le support de X ainsi que la loi de X.
2. Montrer que X admet une espérance et la calculer
3. Montrer que XpX � 1q admet une espérance et la calculer
4. En déduire que X admet une variance et la calculer

Exercice 12

On suppose que X est une variable aléatoire telle que

@n P N P pX � nq � pn� 1qp2p1� pqn

ou p P s0; 1r.
1. Montrer que cette formule définie une loi de probabilité.
2. Montrer que X admet une espérance et la calculer

Vers les concours

Suites définies par récurrence

Exercice 13

On considère la suite récurrente un�1 � fpunq avec fpxq � x2 � 3
16 et u0 ¥ 0.

1. Étudier f et le signe de fpxq � x. Quelles sont les limites possible de punq ?
2. On suppose u0 P r0; 1{4s. Montrer que pour tout un P r0; 1{4s puis que punq est

croissante.
3. Quelle est la nature de punq (si elle est convergente, préciser sa limite) ?
4. On suppose u0 P r1{4; 3{4s. Montrer que punq est décroissante et minorée. Quelle est la

nature de punq (si elle est convergente, préciser sa limite) ?
5. On suppose u0 ¡ 3{4. Montrer que punq est croissante. Quelle est la nature de punq

(si elle est convergente, préciser sa limite) ?

Exercice 14

On note f la fonction définie sur s0; �8r par fpxq � 1� ln x. Soit u la suite définie par
son premier terme u0 ¥ 1 et par la relation de récurrence un�1 � fpunq.

1. Démontrer que la suite est bien définie et qu’elle est minorée par 1.
2. Étudier le signe de fpxq � x sur r1; �8r.
3. Étudier la monotonie de u.
4. En déduire que punq est convergente, et donner sa limite.

Exercice 15 — EML 1996

Soit f la fonction définie sur R par fpxq � ex

e2x � 1
1. (a) Montrer quef est paire.

(b) Etudier les variations de f .

(c) Montrer qu’il existe un unique réel ℓ tel que fpℓq � ℓ. Justifier : 0 ¤ ℓ ¤ 1
2 (on

donne f p1{2q   1{2 )

(d) Montrer que pour tout réel x : |f 1pxq| ¤ fpxq ¤ 1
2

2. On définit la suite punqnPN par :

u0 � 0 et @n P N un�1 � fpunq
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(a) Montrer que, pour tout n P N un P r0,
1
2 s

(b) Montrer que, pour tout n P N :

|un�1 � ℓ| ¤ 1
2 |un � ℓ| puis |un � ℓ| ¤ 1

2n�1

(c) En déduire que la suite punq converge vers ℓ.
(d) Ecrire un programme Scilab permettant d’obtenir une valeur approchée de ℓ à

10�3 près.

Exercice 16

Soit u � punqnPN la suite définie par u0 � �2 et la relation de récurrence :

@n P N un�1 � 2un

3� un

1. Écrire une fonction function y=suite(n) qui calcule le terme n de cette suite.
2. Méthode 1 : Utilisation d’une suite auxiliaire :

Considérons la suite auxiliaire v � pvnqnPN définie pour n P N, par vn � un

1� un

(a) Démontrez que v est une suite géométrique.
(b) En déduire l’expression de un en fonction de n.
(c) Montrez que u est convergente et précisez sa limite.

3. Méthode 2 : Utilisation d’une inégalité :
(a) Montrez que la suite u vérifie

@n P N, |un�1| ¤ 2
3 |un|

.
(b) En déduire que u converge et déterminez sa limite.
(c) Déterminez un rang n0 à partir duquel tous les termes de la suite sont dans

l’intervalle ouvert s � 10�2, 10�2r.

Exercice 17

[suite définie par récurrence et série !] Soit u la suite définie par

u0 P s0; 1r et @n P N, un�1 � un � u2
n.

1. Montrer que pour tout entier n on a un P s0; 1r.
2. Montrer que la suite u est décroissante et étudier sa limite.
3. Montrer que la série

¸
u2

n est convergente et calculer sa somme.

4. En calculant les sommes partielles, montrer que la série
¸

ln
�

un�1

un



est divergente.

5. Trouver un équivalent de ln
�

un�1

un



et en déduire que la nature de la série

¸
un.

Suites implicites

Exercice 18 — D’après EDHEC 1997
Pour tout entier naturel n non nul, on note fn la fonction définie par :

@x P R��, fnpxq � x� n. lnpxq
1. (a) Etudier cette fonction et dresser son tableau de variations.

(b) En déduire, lorsque n est supérieur ou égal à 3, l’existence de deux réels unet
vnsolutions de l’équation fnpxq � 0 et vérifiants 0   un   n   vn.

2. Etude de la suite punqn¥3.

(a) Montrer que @n ¥ 3, 1   un   e.
(b) Montrer que fnpun�1q � lnpun�1q, puis en conclure que punq est décroissante.
(c) En déduire que punqn¥3 converge et montrer, en encadrant lnpunq, que

lim
nÑ�8

un � 1.

(d) Montrer que lim
nÑ�8

lnpunq
un � 1 � 1 ; en déduire que un � 1 ∼ 1

n
.

Exercice 19 — D’après EDHEC 2008

Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction f„ par :

@x P R, fn pxq � 1
1� ex

� n x

1. (a) Déterminer, pour tout réel x, f 1n pxq et f2 pxq.
(b) En déduire que la fonction fn est strictement croissante sur R

2. (a) Montrer que l’équation fn pxq � 0 possède une seule solution sur R, notée un.

(b) Montrer que l’on a : @n P N�,
�1
n

  un   0.

(c) En déduire la limite de la suite punq
(d) En revenant à la définition de un, montrer que un ∼

nÑ�8
�1
2n

.

Exercice 20

Soit n P N, Montrer que l’équation xex � n possède dans R�, une unique solution xn .
Étudier la limite de pxnqnPN.
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Suites d’intégrales

Exercice 21

Pour tout n P N, on pose In �
» 1

0
xne�xdx.

1. Justifier que la suite pInqnPN est bien définie.
2. Étudier les variations de la suite pInqnPN
3. Démontrer que la suite pInqnPN converge et déterminer la valeur de sa limite
4. Démontrer : @n P N, In�1 � pn� 1qIn � e�1.

5. En déduire : @n P N, 0 ¤ In � e�1

n� 1 ¤ 1
pn� 1qpn� 2q . Trouver alors un équivalent

simple de In quand n tend vers �8.
6. Écrire une fonction Python prenant en argument d’entrée un entier naturel n et ren-

voyant la valeur de In.

Exercice 22

Pour tout n P N, on pose In �
» 1

0

xn

1� xn
dx et Jn � nIn.

1. Déterminer lim
nÑ�8

In

2. Démontrer que pour tout n P N, Jn � lnp2q �
» 1

0
ln p1� xnq dx.

3. Établir : lim
nÑ�8

» 1

0
ln p1� xnq dx � 0.

4. En déduire la limite de pJnqnPN puis un équivalent de In lorsque n tend vers �8

Divers

Exercice 23

Soit u � punqnPN� la suite définie par

@n P N� un �

gffe
n�

d
n� 1�

c
� � � �

b
2�

?
1

1. Écrire une fonction function y=suite(n) qui calcule le terme n de cette suite.
2. Montrer que lim un � �8
3. Trouver une relation simple entre un et un�1.

4. Montrer que pour n P N�, un ¤ n et que un � opnq
5. Trouver un équivalent simple de punq.
6. Trouver la limite de un �

?
n

Exercice 24

On pose pour n entier strictement plus grand que 1

Sn �
ņ

k�1

p�1qk 1
k

1. Montrer que pS2nqn et pS2n�1qn sont adjacentes.
2. En déduire la convergence de la suite pSnqnPN.
3. La série converge-t’elle absolument ?

Exercice 25

1. Critères de comparaison sur les séries à terme général positif.

2. Soit x P r0;�8 . Établir la convergence de la série
¸

k¥0

1
2k � x

. On notera fpxq sa

somme.
3. Calculer fp0q.
4. Étudier les variations de la fonction f ainsi définie sur r0;�8r.

5. Établir : @x P
�
0;�8

�
, fp2xq � 1

2fpxq � 1
2x� 1

6. Déduire des deux questions précédentes que f possède une limite en �8 et la déter-
miner.

7. item Montrer que pour tous réels positifs x et y, on a : |fpxq� fpyq| ¤ 4
3 |x� y|.

En déduire que f est continue sur r0;�8r.

Exercice 26 — Somme de la série harmonique alternée

On pose, pour tout entier n ¥ 1,

Tn �
ņ

k�1

p�1qk�1

k
, et In �

» 1

0

p1� tqn

p1� tqn�1 dt.
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(a)1. En intégrant par parties, montrer que pour tout entier n ¥ 1,

In�1 � 1
n� 1 � In

2. Calculer I0 et en déduire I1.
3. En déduire que, pour tout entier n ¥ 1, Tn � lnp2q � p�1qn�1In.
4. Montrer que, pour tout n ¥ 1,
5. Conclure.

0 ¤ In ¤ 1
n� 1

Exercice 27 — D’après EML 2015
On considère l’application f : R ÝÑ R, x ÞÝÑ fpxq � x3ex.

1. Montrer que la série
¸

n¥1

1
fpnq converge. On note S sa somme.

2. Montrer que

@n P N�,

�����S �
ņ

k�1

1
fpnq

����� ¤ 1
pe� 1qen

.

3. En déduire une fonction en Python qui calcule une valeur approchée de S à 10�4 près.

Exercice 28

1. Rappeler la formule de Taylor-Young, à l’ordre 2 au voisinage de 0.
2. Soit f : t ÞÑ lnp1� tq � t.

(a) Donner le domaine de définition de f puis un équivalent de fptq au voisinage de
0 .

(b) En déduire la nature de la série
¸

n¥1

f

�
1
n



.

3. On considère un nombre réel a ¡ 0 et une suite à termes strictement positifs punqn¥1.
On introduit alors les suites pwnq et pℓnq définies, pour tout n P N�, par

wn � un�1

un
� 1� a

n
, ℓn � ln pnaunq .

On suppose que la série de terme général wn est absolument convergente.
(a) Montrer la convergence des séries

¸
n¥1

w2
n et

¸
n¥1

wn

n
.

(b) Vérifier que

ℓn�1 � ℓn � f
�

wn � a

n

	
� wn � af

�
1
n



.

(c) Préciser

lim
nÑ�8

wn � a

n

puis la nature de la série
¸

n¥1

f
�

wn � a

n

	
.

(d) En déduire la nature de la série
¸

n¥1

pℓn�1 � ℓnq.

(e) Que peut-on en déduire à propos de la suite pℓnq ?
(f) Conclure qu’il existe une constante A ¡ 0 telle que

un �
nÑ�8

A

na
.

4. Application. On considère la suite punq définie, pour n ¥ 1 par

un �
n¹

k�1

2k

2k � 1 .

(a) Expliciter u1, u2, u3.
(b) Déterminer la nature de la série

¸
n¥1

un.

Exercice 29

On cherche l’ensemble des couples pa, bq P �R���2 tels que la série
¸ ak

1� bk
soit convergente.

1. Montrer que si 0   a   b, alors la série est convergente.
2. On considère 0   b ¤ a.

(a) Traiter les cas b   1 et b � 1.
(b) Que se passe-t-il pour b ¡ 1 ?
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Exercice 30 — D’après ECRICOME 1997
Soit α est un réel strictement positif. Pour tout n P N on pose

unpαq � n!±n
k�0pα� kq .

1. (a) Montrer que la suite punq est monotone et convergente. On note ℓpαq sa limite.
(b) Que peut-on déduire pour la série de terme général punpαq � un�1pαqq ?
(c) On suppose que ℓpαq est non nulle. Démontrer que

unpαq � un�1pαq �
nÑ�8

αℓpαq
n

.

(d) Déduire de ce qui précède que ℓpαq � 0.
2. Dans cette question : α Ps0, 1s.

(a) Montrer que

@n P N, unpαq ¥ 1
n� α

.

(b) Quelle est la nature de la série de terme général unpαq ?

Exercice 31

On considère la fonction f définie sur r0; 1s par fpxq � 2xex.

1. Montrer que f réalise une bijection de r0; 1s sur un ensemble que l’on déterminera. On
note f�1 sa bijection réciproque. Donner les tableaux de variations de f et de f�1.

2. Vérifier qu’il existe un unique nombre α P r0; 1s tel que αeα � 1. Montrer que α � 0.
3. Montrer, par récurrence, que la suite punq définie par

"
u0 � α

un�1 � f�1 punq , n ¥ 0.

est bien définie (i.e. que un existe pour tout entier n ) et que un Ps 0; 1s.
4. Montrer que, pour tout x P r0; 1s, fpxq � x ¥ 0 et que l’égalité ne se produit que pour

x � 0.
5. En déduire la monotonie de la suite punq, puis qu’elle converge. On précisera sa limite.
6. On s’intéresse alors à la série de terme général un dont on note pSnq la suite des

sommes partielles.

(a) Montrer que, pour tout entier n, un�1 � 1
2une�un�1 .

(b) En déduire, par récurrence, que pour tout entier n,

un � e�Sn

2n
.

(c) À l’aide du critère de comparaison, montrer que la série
¸

un converge. On note
L sa somme. Montrer que α ¤ L ¤ 2.

(d) Montrer finalement que

un � e�L

2n
, n Ñ �8.

Exercice 32 — Série alternée.

1. Soit punqnPN une suite décroissante de limite nulle. Pour N P N, on pose

SN �
Ņ

n�0

p�1qnun.

(a) Justifier que pour tout n P N, un ¥ 0.

(b) Démontrer que les suites pS2N qnPN et pS2N�1qnPN sont adjacentes.

(c) En déduire que la série
¸
p�1qnun est convergente.

2. Établir la convergence de la série
¸

n¥1

p�1qn

?
n

.

3. Donner un équivalent simple de p�1qn

?
n� p�1qn

quand n tend vers �8.

4. Soit punqnPN une suite qui converge vers 0 . Établir :

1
1� un

� 1� un � u2
n � o

nÑ�8

�
u2

n

�
En déduire :

p�1qn

?
n� p�1qn

� p�1qn

?
n

� 1
n
� p�1qn

n
?

n
� o

nÑ�8

�
1

n
?

n




5. Étudier alors la nature de la série
¸

n¥1

p�1qn

?
n� p�1qn

.

6. Qu’a permis de mettre en évidence cet exercice ?
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Exercice 33

Partie I - Étude d’une suite récurrente
On considère une suite punq définie par son premier terme u0 ¡ 0 et la relation de

récurrence

@n P N, un�1 � u2
n

n� 1 .

On introduit également la suite pvnq définie, pour tout n P N, par

vn � ln punq
2n

.

1. Montrer que, pour tout n P N, un ¡ 0. En déduire que la suite pvnq est bien définie.
(2) Trouver un réel q Ps0; 1r tel que

lnpnq
2n

� o pqnq , n Ñ �8.

En déduire que la série
¸

k¥1

lnpkq
2k

converge. Dans toute la suite, on note

σ � �
�8̧

k�1

lnpkq
2k

2. (a) Pour tout entier k ¥ 1, exprimer vk � vk�1 en fonction de k.
(b) Déterminer alors la nature de la série

¸
k¥1

pvk � vk�1q.

(c) En déduire la convergence de la suite pvnq et exprimer sa limite ℓ en fonction de
u0 et σ.

3. On suppose dans cette question que u0 � e�σ.
En distinguant les cas u0   e�σ et u0 ¡ e�σ, déterminer le signe de ℓ.

(a)(b) En déduire la limite de la suite pln punqq puis le comportement en �8 de un.
4. On suppose dans cette question que u0 � e�σ.

Vérifier que, pour tout n P N,

vn �
�8̧

k�n�1

lnpkq
2k

(a)(b) Montrer alors que, pour tout n P N,

ln punq ¥ lnpn� 1q
2 .

(c) Déterminer alors lim
nÑ�8

un.

Partie II - Approximation de σ

5. (a) Montrer que, pour tout x P R��, lnpxq ¤ x.
(b) Soient m, n P N�, avec m ¥ n� 1. Déterminer

lim
mÑ�8

�
1
2


n�1

�
m�ņ

k�1

k

�
1
2


k�1

et lim
mÑ�8

n

�
1
2


n

�
m�ņ

k�1

�
1
2


k

.

(c) En déduire que

@n P N�,
�8̧

k�n�1

lnpkq
2k

¤ n� 2
2n

.

6. Montrer alors que

@n P N�,

�����σ �
�
�

ņ

k�1

lnpkq
2k

������ ¤ n� 2
2n

.

7. Écrire alors une fonction Python approx(eps) prenant en argument un réel eps et
renvoyant une approximation de σ à eps près.
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