Sujet HEC
ECG

Sujet de la semaine

Option économique

MATHEMATIQUES

4 novembre 2024

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies.

Les candidats sont invités d encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d’aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique
est interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

St au cours de Uépreuve un candidat repére ce qui lui semble une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Les questions précédées de (*) sont réservées aux cubes.

EXERCICE

1. Etude d’une suite et programmation
On note (¢p,) ,enx la suite réelle définie pour tout entier n strictement positif par :

1
wnfl
= d
Cn /1+xz

0

(a) Montrer que (¢,) ,enx est une suite décroissante de réels positifs.

REPONSE:

n—1 n—1

Pour tout entier n non nul, la fonction x —

dx

est continue et positive sur [0, 1] donc l'intégrale /
x .
0
est positive, ce qui signifie que c, est un réel positif. D’autre part, on a :

1 1 1 1
L g 1/.n71 C et — ;L.nfl g (L’nil(;L' _ 1)
n — Cp — dx — dx = —dx = ———dx.
Cntl —C /1+xT /1+x1’ / 1+az / 1+az
0 0 0 0
2"z —1)

Pour tout entier n > 1, la fonction x — est continue et négative sur [0,1] donc l'intégrale ci-dessus

1+
est négative donc cp41 — ¢ < 0 et la suite (cp)n>1 est décroissante.

k) 3k ok

1
(b) Montrer que, pour tout entier n strictement positif, 'on a : ¢,411 + ¢, = —
n
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REPONSE:

L . 1 1 -y y 1 nqe=1
" T "+ z
= d 2D g m [t = |2 21
Cnt+1 + Cn /1+$ $+/1+ / 1+x / 14+ . /:c ’ [”Lo n M
0 0 0 0 0

* % %

(c) Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal & 2, la double inégalité :

1
< 2¢, <
n—1

S|

En déduire un équivalent simple de ¢, quand n tend vers l'infini.

REPONSE:

Puisque ¢, est positif , la relation de récurrence montre que

1
Cpn = — —Cpt1 < —.
n

I |~

La relation de récurrence (1) combinée a la décroissance de la suite (¢)n>1 (c¢f. question ??7) nous fournissent les
encadrement suivants :

1
Vn =1, 2¢h41 < ptCnp1 < 200 € 20041 < — < 205,
n

< 2¢y, et en remplacant n par n — 1 dans la premiére

S

En particulier, la seconde inégalité nous donne Vn > 1

1
inégalité, on obtient Vn > 2, 2c¢, < — donc
n

1 1
n o S n—1

En multipliant par n de part et d’autre de cet encadrement, on obtient

n

1 < 2ne, < .
n—1

Puisque lim

=1, Uapplication du théoréme d’encadrement montre que
n—+oon — 1

. 1
lim 2nc¢, =1<2n¢, ~ 1s¢, ~ —.
n—-+00 n—-+00 n—+oo 2n

)k ok

(d) Calculer ¢; et prouver, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, I’égalité :

"—1 1)k+1
—In2
k=1

M

1
0

"—1 1)k+1
On pose (Hy,) : cn = —In2|.

k=1

= [In(1+2)*=y=m2—Inl=1In2.

M
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Initialisation : (Ha) est vraie car, la relation de récurrence de la suite (¢,,) nous donne

1
1 -1 k+1 _12
0221761:171n2 et (—1)? (Z(k):hﬂ) :( 1) —In2=1-1n2
k=1

[ k+1

Z(lk): —1112) " On a

Hérédité : Supposons que (H,) est vraie i.e. "¢, = (—1)" (
k=1

1 1 n—1 (_1)k+1 1 n—1 (_1)k+1
n :7_77:7__171 —— —In2 | =— _1n+1 7__1n+11 2.
Cntl n “n n (=1) (; k . n +(=1) ; k (=1) .

D’autre part, la relation de Chasles montre que

n (_1)I~c+1 B (_1)n+1 +7§ (_1k):k+1 N (_1)n+1i (_1]zk+1 B l N (_1)n+17§ (_1)k+1
k=1 K k=1 k=1 K k=1

donc
n _1>k+1 n (_1)k+1
n = (—1)"*! (7——1”“12: —1)ntt 2 —In2
e = (1) Y S = (DM 2 = (1) (30— ).

ce qui démontre que (Hp+1) est vraie.

Conclusion : Vn > 2, (H,) est vraie i.e. Vn > 2, ¢, = (—1)" T In2|.

k=1
* ok ok

(e) Ecrire un programme en Python qui, pour une valeur d’un entier n strictement positif entrée par
I'utilisateur, calcule et affiche la valeur de ¢,,.

REPONSE:

n=tnt (input (’Donner un entier naturel’))
s=0
for k in range(1,n):

s=s+(-1)**(k+1)/k
c=((-1)**n)*(s-np.log (2))
print (’c=’,c)

% 3k ok

2. Pour les cubes - Etude d’une suite de variables aléatoires a densité
Pour tout entier n strictement positif, on note f,, 'application de R dans R définie par :

0 si t<1
=9 1 i
cnt™(1+ ) -

(a) A laide d’un changement de variable, établir pour tout entier n strictement positif et pour tout réel x

supérieur ou égal a 1, ’égalité :
x

1
n—1
/;d:/“ du
(1 +1) 1+u

1 1/x
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REPONSE:

En considérant les bornes des deuz intégrales, il faut un changement de variable qui transforme le segment [1, x|
1 1
en [1,—]. On pense naturellement au changement de variable u = T Sit=1alorsu=1¢etsit=ux alorsu= —.
x x
1
D’autre part, on a t = — donc dt = ——, ce qui nous donne
U u
. 1/ du Ve o 1 .
dt 02 ne ne
/ S = == e 2
t"(1+1t) 121 1+u 14w
1 1 ﬁ( Ty ) 1 1/x
* ok ok

(b) En déduire que, pour tout entier n strictement positif, f,, est une densité de probabilité. Dans la suite
de 'exercice, on suppose que (X,),cnx est une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (2, .4, P), telle que, pour tout entier n strictement positif, X,, prend ses valeurs dans [1, +00[
et admet f,, comme densité. On note F;, la fonction de répartition de X,,.

REPONSE:

1
n—1 n—1
Puisque la fonction u — est continue sur [0,1] donc la fonction x / ;L—i- du existe et est continue
u
x
sur [0,1]. En particulier,
. n—1 ; n—1 n—1 Y d
- - - t
lim u du:/u du =c, & lim u du =c¢, & lim /:cn.
z—0t ) 1+u 1+u z—+oo | 14w z—+oo | t"(1+1t)
xT 0 1/;1; 1
La fonction t — m étant continue et positive sur [1,4o00[, cette fonction est intégrable sur [1,+o0[ si et
[ d
t
seulement lim ———— existe, ce qui notre cas. Par conséquent, la fonction f, est intégrable sur R et on a
z—+oo | t"(1+1t)
1
T [ d o 1T
t t t cn
——— = lim —— =y = t)dt = — —— = —=1.
/ tn(1+1) H+oo/ (L) " / i)t =2 / th(l+t)  cn
1 1 —o0 1
donc f, est bien une densité de probabilité.
* ok ok

(c) Pour quelles valeurs de n la variable aléatoire X,, admet-elle une espérance ? Dans le cas ou l’espérance
de X, existe, calculer cette espérance en fonction de ¢, et de ¢, 1.

REPONSE:

La variable X,, admet une espérance si et seulement si la fonction x — x fp(z) est intégrable sur R, c’est-da-dire

la fonction v —— ! t intégrable sur (1, +oo[. C'est une foncti tinue et positi
ue ta jonction T = est tnregraole sur , TOQ|. eSt une jonction continue e ositive
1 z(1+z) 2" Y1+x) g P

sur [1,4o0[ et —. La fonction x — — est intégrable sur [1,+oo[ si et seulement sin > 1,
T

95”_1(1+x) :c—;:—oo T

c’est-a-dire que n = 2 donc la fonction x — est intégrable si et seulement si n > 2. Par conséquent,

zn (14 )
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X,, admet une densité si et seulement si n > 2. Dans ce cas, on a

—+00
E(Xn) = /:Efn /m”l—f—x /x"ll—i-m
—o0
+00 d +o0
Cn—1 T Cn—1 Cn—1
= = _ d = .
Cn /Cn1$”1(1+$) Cn /fn l(x) . Cn
1 —00
k >k %k

(d) Dans cette question, exclusivement, on suppose que n est égal & 1. Préciser la fonction Fj.

1
En déduire I’ensemble des réels y vérifiant P([X; < y]) > B Déterminer une densité de la variable
aléatoire Z = In(X7).

REPONSE:

De fagon évidente, si x < 1, Fy(x / filt)dt =0. Six > 1, puisque ¢c; = 1In2

f f 1 dt
= /fl(t)dt:/fl(t)dt:m T
—0o0 1 1

On utilise ensuite ’égalité (2) pour n =1 donc

In(1+ —)
du 1 o 1 1

Ve>1, F = — = —In(1 vl = In2—1 =1- —2
v21 Afz) ln2/1+u ln2[n( Fuwlimie = 12<n n(l+ w>> In2

Ainsi, puisque P(X1 < y) = Fi(y) done, en utilisant que In2 > 0, on obtient

1 1
) 1(1+§) . 1n(1+§) ) L r
P(X; < >—el-— 9 > I a1+ -)< -m2=InV2
(X1 v) 23 In 2 2 In 2 p o+ 7) s 2=
1 1 V2+1
& 1+*<\/§<:}7<\f2—1<:)y> = =V2+1.
y Y V2-1 (V2-1)(V2+1)

Pour déterminer une densité de Z, il suffit de calculer sa fonction de répartition. Pour commencer, nous avons
[’égalité

VeeR, P(Z<z)=P(lnX; <z)=P(X;<e’)=Fi ()
et, puisque €* > 0, on en déduit que P(Z < x) =0 si e® < 1, c’est-a-dire que x < 0. Si x > 0, alors e > 1 donc
In(1+ 1)
I T In(1+4e7%)
Vo€ Ry, ( ?) 1<) In2 In 2
En résumé, on a :
0 st x <0
P(Z <x)= In(1 - .
( ) 1_M siz >0
In2

/
u
Puisque x — P(Z < x) est dérivable sur R* et, en utilisant que (Inu) = — et (") = u'e"), sa dérivée sur R*
u
est
1 —e 7 1 1

<)) = <)) =—— = :
Ve <0, (P(Z<z)) =0etVzx>0, (P(Z<x)) ln2><1+e—x me X
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Nous pouvons choisir comme densité de Z la fonction

0 stx <0
T 1 1

— X x>0
In2 er+1 s

% 3k ok

(e) Soit = un réel strictement supérieur a 1.
Justifier I’encadrement :

En déduire la limite suivante :

. u
o / TESNERe
l/x

Transformer, pour tout entier naturel n non nul, F,(x) a l'aide d’une intégration par parties et en
déduire 1’égalité suivante :
lim F,(z) = 1.

n—-+0o0o

REPONSE:

1 1
Pour tout réel x > 1, — €]0,1] donc lintervalle [—,1] est inclu dans [0,1]. La positivité de la fonction u —
T x
n

Atu? sur Uintervalle [0,1] et le fait que
u

Vu € [0, 1] ! <1l= u <u”
U — = < — = < u’.
T (14 u)? (14 u)?

montrent que

1 1 1/x 1 1 _
u™ J u” J n+1 u=1 1
0< P E—— < — = .
/(1+u)2u /(1+u)2u+/(1+u / 1+ u)? /u 1|, o ntl
1/ 1/x 0 0 0

Puisque nous disposons de l'encadrement ci-dessus et que lim

= 0, le théoreme d’encadrement montre
n—+ocon + 1
que

1

A ) Grapde =0
1/x

Pour x > 1, en utilisant I’égalité (2) montre que

:_Z fn(t)dtl/xfn(t)dt;/xw(ldiw;jfi;du

1 1/z
_ 1 o =— ! 5
Pour l'intégration par partie, il suffit de dériver u — et d’intégrer u — u™ L. “T7 +u = (1 +n u)
+u g = w1 8 = u”
n
donc
1 . 1 1
/u”ld w1 ‘= /u”x -1 1 1 +1/ wo
u=|— - —x——wdu=— = | ——du=.
1+u no l4uf, g, n o (14+u)? 2n nz1(14+2) nJ) (14+u)?
1/x U1z 1/x

Lycée Internationnal de Valbonne ECG 2 6/17



Par conséquent, nous en déduisons [’égalité

1
1 1 1 1 n
Fo(z) = —><+/“du.

C2ne, ne,  a"Hl+x)  ne, ) (1+wu)?
1/x

, ) . 1 . . 1

Nous avons montré lors de la question 1c que lim nc, = —. Puisque x > 1, la suite | —————— tend vers
n—+o00 2 5[7”71(1 + LL’) n
1
un

0 et la suite / ——=du converge vers 0 donc

(14 u)?

1/x n

lim F,(z)=1-2x0+2x0=1.

n—-+00

)k ok

(f) Que vaut lim F,(z) si = est un réel inférieur ou égal & 17
n—-+0o

Montrer que la suite de variables aléatoires (X,,) ,cnyx converge en loi vers une variable que 'on précisera.

REPONSE:

xT

Six <1, Fp(z) = /fn(t)dt: /Odt:O donc 11)51_1 F,(x)=0.

0 six<1

1 six>1

pour tout réel x, on a liril F,(z) = F(x), ce qui signifie que la suite (X,,)n>1 converge en loi vers X.
n—-+0o0

Soit X la variable aléatoire définie sur (2, A, P) dont la fonction de répartition est F'(x) = { . Alors,

La variable X est remarquable. En effet, si a et b sont inférieurs a 1 alors
si a et b sont supérieurs a 1 alors

et sta<1letb>1 alors
Pla<X<b)=F0b)—Fla)=1-0=1.

Si l’on considére une suite (ay,) croissante convergeant vers 1 et (b,) une suite décroissante convergeant vers 1, la
famille I’événement (a, < X < by) est décroissante donc

+o0
1= lim Pa, <X <b,)=P n <X <by) =PX =1).
Jim P )= PN )= P(X =1)

Cette variable X prend donc presque surement la valeur 1 donc X =1 au sens des probabilités !

k) 3k ok
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PROBLEME

Dans ce probléme, n désigne un entier naturel non nul et £ désigne ’espace vectoriel des polynomes a coefficients
réels, de degré inférieur ou égal a 2n.

Pour tout entier naturel non nul &, on note X* le polynoéme x +— z¥ et on rappelle que la famille (L, X,..., X 2")
est une base de F.

Si ag,ai,...,as, sont 2n + 1 réels et @ est le polyndéme défini sur R par :

2n
Q(z) =) ara®,
k=0

on définit le polynéme s(Q) par :
2n
s(Q)(z) = ZGQn—kl‘k-
k=0

Autrement dit, s(Q) est le polynome obtenu da partir de @ en "inversant l'ordre des coefficients”.
Par exemple, si n est égal a 2 et si Q(x) = 4at + 723 + 222 + 1, on obtient s(Q)(x) = 2 + 2% + Tz + 4.
Les trois parties de ce probléme sont largement indépendantes.

PARTIE A

1. Linéarité de s
Montrer que lapplication s : @ — s(Q) est une application linéaire de E dans lui-méme.

REPONSE:

2n 2n 2n
Soient P = Zpk:l;k’, Q= Z gz® € E eh € R alors P+ \Q = Z(pk + Agi)z® done
k=0 k=0 k=0
2n 2n 2n
Va € Rv S(P + Q) (l’) - Z(p?n—k; + )\Q2n—k)$k - Zp?n,—k'xk + )‘Z q2n,—k:xk - S(P)(.I’) + AS(Q)('I'>
k=0 k=0 k=0

ce qui démontre que s(P + AQ) = s(P) + As(Q).

k %k Xk
2. Diagonalisation dans un cas particulier
0 01
(a) On considére la matrice carrée d’ordre 3: M= 0 1 0
100

i. (*) Justifier sans calcul que la matrice M est diagonalisable.

ii. Déterminer les valeurs propres de M, c’est a dire les réels A pour lesquels M — A3 n’est pas
inversible.

iii. Pour chacune d’entre elles, donner une base du sous-espace propre associé.

REPONSE:

La matrice M est carrée et symétrique donc elle est diagonalisable. Déterminons ses valeurs propres. Le réel \
—-A 0 1
est une valeur propre de M si et seulement la matrice M — ANl = | 0 1—X 0 est non inversible, ce qui

1 0 -A
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—Aa+c=0
signifie que le systéeme ¢ (1 —XN)b=0 n’est pas de Cramer..

a—Ac=0
—Aa+c=0 a—Ac=0 a —Ac =0
(1-Xb=0 < (I=X)b=0 < (I—=X)b =0 .
a—Xe=0 OB date=0 MTletA (1-X)ec=0 =0

Ce dernier systeme étant carré et triangulaire, il n’est pas de Cramer si et seulement si l'un de ses coefficients
diagonauz est nul, c¢’est-da-dire 1 — A =0 ou (1 — )\2) =0, ce qui signifie que A =1 ou A = —1.
Déterminons les espaces propres. Pour éviter les confusions, on évite d’utiliser les lettres X et x (qui sont liées
auz polynémes) pour les vecteurs et x pour les coordonnées (qui sont des éléments de M3 1(R).

a a+c=0 0 0 c -1
Y=|b|leE (M) (M+1)Y =0 26=0 @{ élo SY=10]=c| O
a+c=0 N c 1
—1
donc E_1(M) = Vect([ 0 |)
1
a a—c=0 c 1 0
Y=|b|leE (M) (M-1)Y =0& 0=0 <“a=c)ecY=|b|=c|0|+b|1
a—c=0 c 1 0
1 0
donc E1(M) = Vect(| 0 1 |). De facon évidente, ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels donc ils forment
1 0
une famille libre de E1(M). On retrouve ainsi que dim E_1(M) 4+ dim Fy (M) = 3 donc M est diagonalisable.

% 3k ok

(b) Vérifier que, dans le cas particulier n = 1, M est la matrice de l'application linéaire s dans la base
(1, X,X 2). Donner alors une base de vecteurs propres pour s.

REPONSE:

%k ok

3. Etude du cas général
On définit la famille de polynémes (Ao, ...., Az, ) par :

Ap(z) = 22F ks 0<k<n—1
pour tout r el z, Ay (z) = x
Ap(z)= 28 —22% s n+1<k<2n

REPONSE:

1l suffit d’explciter l'image de la base canonique de Ry[X] par s

s(1) =s(LX°4+0.X' +0.X?) =1.X? = X?,
s(X) =50.X"+1.X"+0.X?) =1.X' =X,
s(X%) =s(0.X°+0.X'+1.X%)=1.X"=1.
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0 0 1
donc la matrice de s dans la base canonique est bien |0 1 0| = M. Par définition de la matrice d’une
1 00

application linéaire, l’égalité M | 0 | = — | 0 | est équivalente a ’égalité

$(-11+0.X +1.X%) = — (=114 0.X + L.X?) & s(—1 + X?) = — (-1 + X?)

donc le polynéme P, = —1 + X? est un vecteur propre de s associé d la valeur propre —1 et il forme une base
de cet espace propre. De méme, si l'on pose Py =11 +0X +1.X*> =14+ X? et P =01+ 1.X +0.X? = X,
les polynomes Py et P3 sont des vecteurs propres de s associés da la valeur propre 1 et ils forment une base de cet
espace propre.

(a) Déterminer I’endomorphisme s o s.

REPONSE:

2n
Soit P = Zkak un élément de E.
k=0

2n 2n 2n
VreR,  (s08)(P)(x) = s(s(P)(x)) = 5 (szn_kxk) =3 Prnenit = S prat = P(a)
k=0 k=0 k=0

donc sos =1dg.

* %k %

(b) Soit P un polynéme non nul et A un réel vérifiant s(P) = \P.
Calculer s o s(P) et en déduire que les valeurs propres de s appartiennent & {1, —1}.

REPONSE:

Si s(P) = AP alors (s 0 s)(P) = s(s(P)) = s(AP) = As(P) = A?P. Or (s o s)(P) = Idg(P) = P donc P = \*P
ce qui équivaut a (1 — )\Q)P = 0. Puisque P est un vecteur propre de s, il est non nul donc 1 — A2 = 0, ce qui
signifie que A € {—1,1}.

* K ok

(c) Déterminer s(Ay) pour tout entier k vérifiant 0 < k < 2n.

REPONSE:

Par définition de s, pour tout entier k € [0,2n], on a s(Xk) = X2k e qui nous donne par linéarité de s :

o Si0<k<n—1,alors s(Ay)(x) = s(2®F42F) = s(a?"F)4s(a) = a2 @R g 2nmk — gk g2k — A (2)

o Sik=mn, alors s(A,)(x) = s(2™) = 2" = 2™ = A, (x)

o Sin+1<k<2n, dors s(A)(z) = s(z?7F — 2F) = s(@?F) — s(aF) = 22 Cnh) _ g2nmk gk ik
—Ag(z).

* k 3k

(d) Montrer que la famille (Ao, ...., A2y,) est libre.

REPONSE:
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Puisque la dimension de E est 2n + 1 et que la famille (Ax)o<k<on est de cardinal 2n + 1, il suffit de montrer
2n

qu’il s’agit d’une famille libre. Soient (ay, .., a2,) une famille de réels tels que ZanAn = 0. Or nous avons les

k=0
égalités suivantes

2n n—1 n—1
ZanAn = ZakAk+anA + Z akAk_Zak (XF 4+ X2k g, X" + Z ap(X* = X2k
= k=0 k=n+1 k=0 ki1

n—1 n—1 2n

= aka+Za X2k 4o, X"+ Z ap X — Z ap Xk,
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1

En utilisant le changement de variable j = 2n — k < k = 2n — j dans les deux sommes faisant intervenant les
exposants 2n — k, on obtient que

— 2n
k k
Zan n = ZakX + Z a9n— kX +6Lan+ Z akX ZQQTL kX Z(ak—CLQn_k)X +aan-|- Z (ak+a2n_k
k=n+1 k=n+1 k=0 k=n+1
2n
Ainsi le coefficient de X* du polynéme ZanAn est a, — aop—p st k € [0,n — 1], a, si k = n et ag + agy—p St
k=0
2n
k € [n+1,2n]. Dire que le polynéme ZanAn est nul signifie que tous ses coefficients sont nuls, c’est-a-dire que
k=0
ap, =0 et
pourk € [0,n—1]:a0=az,, a1 = a1, 0k = A2n—k, -y An—2 = Apt2, Gp-1 = Anil,
etpourk € [n+1,2n]:any1 = —an-1, Gni2 = —An-2, ..., A2n—k = —Qk, ..., A2p—1 = —0Q1, A2p = —0g.
On en déduit que ag = as, = —ag donc 2ag = 0 et as, = ag = 0. De méme, a1 = asp—1 = —aq donc 2a1 = 0 et
agn—1 = 0. Plus généralement, Vk € [0,n — 1], ap = agy—r = —ax donc ax = 0 et ag,—p = 0, ce qui prouve que

tous les coefficients (ax) sont nuls et la famille (Ay)reo,2n) est libre donc c’est une base de E.

k) %k ok

(e) (*) En déduire que ’endomorphisme s est diagonalisable, préciser ses valeurs propres et la dimension
de chacun de ses sous-espaces propres.

REPONSE:

Puisque tous les polynéomes Ay, sont non nuls, la question 3c montre que tous les polynomes Ay sont des vecteurs
propres de s et comme ils forment une base de E, on en déduit que s est diagonalisable. Ses valeurs propres sont
—1 et 1. L’espace propre associé a —1 est engendré par les Ay lorsque k € [n+ 1,2n] et, cette famille étant libre
et de cardinal 2n — (n+ 1)+ 1 =n, on a dim E_1(s) = n. De méme, [’espace propre associé a 1 est engendré par
les Ay lorsque k € [0,n] et, cette famille étant libre de cardinaln — 0+ 1=n+1, on a dim E1(s) =n + 1.

* ok ok

PARTIE B

1. Préliminaires
On définit une suite (Ry) penx de polynémes par :
pour tout réel x,

Ri(z) =2z, Ry(zx)=a?-2

et pour tout entier k supérieur ou égala 2

Riy1(2) = zRy(x) — R-1(z)
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(a) Déterminer les polyndémes R3 et Ry.

REPONSE:

R3(x) = zRy(z) — Ry(z) = x(2® —2) —x = 2° — 3z
Ry(x) = —xR3(z) — Ro(z) = z(2® — 3z) — (2% — 2) = 2* — 4% + 2.

k) %k ok

(b) Montrer que, pour tout entier k strictement positif, Ry est un polynéme de degré k vérifiant pour tout

réel & non nul, I'égalité :
1 1
Ry, (-’E‘i‘—) :flf'k'l'—k
x T

REPONSE:

On procéde par récurrence forte.
1

1 .
On pose (Py) : "pour tout j < k, le polynome R; est de degré j et Rj(z + —) = 27 + —-
x x

Initialisation : k = 1. Ry est un polynome de degré 1 et Ry(x + —) = x + — donc (P1) est vraie.
x x
1 1
Hérédité : Supposons que (Py) est vraie. En particulier, Ry, est un polynome de degré k avec Ri(x+—) = (L‘k+—k
x x

et Ri_1 est un polynome de degré k — 1 avec Ry_1(z) = 4 Le polynome x — xRy (x) étant de degré

1
k+1 et le polynome Ry_1 étant de degré k — 1, le polynéme x +— xRy (z) — Rip—1(x) = Ri+1(x) est de degré k+ 1.
D’autre part, on a

1 1 1 1 1 1 1
R +-) = —)Ri(x + =) — Ry —) = )"+ =) - (" +
Re1(2+ ) (@4 )Re(e+ ) = Re—a(e+ —) = (@ + )"+ ) — (2 prsy)
1 1 1
_ k1 k-1 k1 _ k1
= +F+$ +xk+1_$ _xk—l_x kL

1 .01
Puisque pour tout j < k, le polynome R; est de degré j et Rj(z + —) = a2/ + = et que Ryy1 est de degré k+1 et
x x

1 k41 o ,
Ryy1(z + ;) =37+ g, onen déduit que (Pyy1) est vraie.

1
Conclusion : Yk > 1, (Py) est vraie donc Vk € N*| | ¢’est-d-dire Ry, est un polynome de degré k avec Ri(x+—) =
x

1
k
xr — .
+ g

)k ok

(c) Pour tout réel a, déterminer, s’ils existent, les réels x non nuls qui vérifient la relation suivante :

xr+ — =a.
T

REPONSE:

r+ —=a
x

2+ 1

—asr’+1=ar < 2°—ax+1=0. Le discriminant de ce trinéme est a> — 4.

o Sia®—4<0sac]—2,2 alors Iéquation n’a aucune solution,
o Sia?—4=0% a==2 alors Uéquation a comme unique solution x = 1,

a a? —4 a—+Va%—4
o Sia’—4>0% ac]—o0,—2[U)2,+ool, alors 'équation a deux racines r = atvar—d v

* %k %

2. Etude des racines des polyndémes vecteurs propres de s associés a la valeur propre 1
2n

Dans cette question, () désigne un polynéme de degré 2n défini par : Q(x) = Z aiz”, tel que as, soit non
k=0
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nul et tel que, pour tout entier k£ de I'intervalle [0,n], 'on ait : ax = agn—k-
On définit alors le polynéme @ par :

Q(z) =an+ Y an_iRi(x).
k=1

(a) Vérifier que 0 n’est pas racine de Q.

REPONSE:

De fagon évidente Q(0) = ag et puisque ag = az, # 0 donc 0 n'est pas une racine de Q.

) %k ok

1
(b) Soit z un réel non nul, on pose : y =z + —.
T

Qz) 5

est nul si et seulement si Q(y) est nul.

Montrer que

T
Quel est 'intérét de ce résultat dans la recherche des racines de Q) 7

REPONSE:

Nous avons [’égalité

2n

Q(ac) xk 2n n—1 2n
— = g ag— = E apzh " = g apx® "+ ap™ + g apxt ",
x x
k=0 k=0 k=0 [—)

Puisque k —n < 0 lorsque k € [0,n — 1] et, en utilisant le changement de variable k =2n —j & j =2n —k &
k—n=mn—j dans la seconde somme, on obtient

Q) &
CIR

n—1 n—1 n—1 n—1
L et 2" = L+ e = an + ——
e an a2n—;T = akx”—’“ an, ajxr = an a — t
k=0 k=0 j=0 k=0

x'fL
n—1 1 n—1 n .
= an—+ Z akRn—k(x + 5) =anp + Z ak:Rn—k(y> j:f—k an + Z anijj(y) — Q(y)
k=0 k=0 j=1
Donc Q) +0 si et seulement si Q(y) # 0.

xTL

Q(z)
:L.n
Uéquation Q(y) = 0. On a ainsi ramené une équation de degré 2n a une équation de degré n dont la résolution
est a priori plus simple. Si {y1,..,ys} sont les racines de cette équation, il ne restera plus qu’a résoudre les trés

Puisque 0 n’est pas racine de Q, l’équation Q(x) = 0 est équivalente a l’équation = 0 qui est identique a

simples équations x + — = y; pour trouver toutes les racines réelles de Q.
x

% sk ok
(c) On suppose que n est égal & 3 et que @ est défini par :
Qx) =28 +2° — 92" + 223 — 922 2+ 1.

Déterminer les racines de Q.

REPONSE:

Le polynome Q(x) = 29+ 2% — 92t +22% — 922 + 2+ 1 est de degré 6 = 2 x 3 et ses coefficients vérifient bien

les symétries ap, = ag_p. Puisque az =2, ag = —9, a1 =1, ag =1, si l'on pose y =x + —, on a
x

Qly) = 2+az1R1(y) +az—1R2(y) +az3R3(y) = 2 + aaR1(y) + a1 Ra(y) + aoR3(y)
= 2-9Ri(y) + Re(y) + R3(y) =2 -9y +y* —2+¢° -3y =9" +y* — 12y = y(y° +y — 12)
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Le trinome y* +y — 12 admet comme discriminant 49 = 72 donc ses racines sont —4 et 3. L’équation @(y) =0a

1
pour solution y =0 ouy =3 ouy = —4. Puisque y = x + —, la question 1c¢ montre que ’équation x + — = 0 n'a
x x
1 3 5 3—vb 1
aucune solution, ’équation r+ — = 3 admet comme solution r = +2\[ et x = V5 et l’équation x+ — = —4
x x
—4 4+ /12 —4 — /12
admet comme solution % = —24V3etx= — = —2—/3. Par conséquent, l’ensemble des racines
de @ est I’ensemble
3 5 3—+5
S:{ +\[, \f,_2+\/§,—2—\/§}.
2 2
* K ok

PARTIE C

Dans cette partie, p désigne un entier supérieur ou égal a 2.

On désigne par €2 'ensemble des éléments de E dont les coefficients sont des entiers de U'intervalle [1,p], par A
I’ensemble des parties de 2 et par P la probabilité uniforme sur A, c’est a dire que, pour tout polynéme @ de €2,
l'on a :

P ((Q}) = cmﬁ(m

Si @ est un élément de et 7 un entier naturel non nul, on dit que @ et s(Q) présentent i coincidences lorsqu’il
existe exactement ¢ entiers k qui vérifient ar = agy,_p-
On définit alors la variable aléatoire Z qui, a tout polynéme @ de €, associe le nombre de coincidences entre )

et s(Q).
Par exzemple pour n =2, si Q(x) = z* + 72° +22° + 5z + 1, on a Z(Q) = 3.

1. Description d’un cas simple
Dans cette question, on suppose que n est égal a 1 et que p est égal a 2.
Ecrire tous les éléments de ) puis déterminer la loi, 'espérance et la variance de Z.

REPONSE:

n=2donc E =Ro[X] ={P =0a+bX +cX? abccR}etQ={P=a+bX+cX? a,bcecll2]}
Puisque chaque coefficient & deuz possibilités, Uensemble 0 contient 23 = 8 éléments

QO = {I+X+X21+X42X2 142X +X224+X + X2,
Z=3 Z=1 Z=3 Z=1
142X +2X%24+ X +2X2 242X + X2, 242X 4+ 2X?}
Z=1 Z=3 Z=1 Z=3

De cette explicitation, on constate que Z(2) = {1,3} et que

4 1 4 1
( )=g=5 e P(Z=3)=2=3
donc
4 1 10
E(Z)=15+35=5=2 B(Z)=14383="7=5 V(2)=EZ)-(B(2)"=5-2"=1
k %k Xk

2. Etude générale de la variable aléatoire Z
On revient au cas général : n est strictement positif et p est supérieur ou égal a 2.

(a) Calculer le cardinal de €2.
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REPONSE:

2n
Soit P = Zaka un élément de €.
k=0
e On a p choix pour chaque coefficient de P et, puisque que P posséde 2n + 1 coefficients, on en déduit que
card Q = p?" 1.

o Puisque 2n — n = n, on en déduit que a, = asp—n donc P admet au moins une incidence, ce qui implique
que Z > 1. En particulier, [’événement (Z = 1) signifie que pour tout entier k € [0,n — 1], ar # aop—k.
Pour chaque entier k € [0,n — 1], on a p choix possible pour aj. Puisque les n coefficients ag, .., an—1 ne
sont soumis da aucune condition, on a p" choix. Il reste a sélectionner les coefficients api1, .., a2,. Puisque
Unt1 # Aop_(nt1) = An—1, on a (p — 1) choiz pour any1. Par le méme raisonnement, on voit que l'on a
(p — 1) choiz pour chaque ay, lorsque k € [n+ 1,2n]), ce qui nous fait (p — 1)" choix pour les n coefficients
Gnt1, -y Q2n- Le dernier coefficient a, n’étant soumis a aucune condition, on a p choix. Par conséquent, on
obtient que P(Z = 1) est égal

pPtx(p—1)"xp (p—1)" p—1\"
P P P

o Le polynome P admettant 2n + 1 coefficients, il ne peut y avoir plus de 2n + 1 coincidences. Si P posséde
2n + 1 coincidences, cela signifie que ag = agp, 41 = A2p—1, .-, Gn—1 = Ap+1 €t ap = ay. Ainsi, la connaissance
des ag, ..., an—1, an fournit la connaissance des asp, .., ant1. Pour chaque coefficients ay avec k € [0,n], on p
choix possibles et il y a n+ 1 coefficients ag, ..., an, on a donc

pn+l 1

P(Z=2n+1) = g = o

* % %

(b) Montrer que la plus petite valeur que peut prendre Z est 1 et justifier 1’égalité suivante :

piz-1)- (1)

p

REPONSE:

* 3k 3k

(c) Montrer que la plus grande valeur que peut prendre Z est 2n + 1 et justifier I’égalité suivante :

1

G

P([Z =2n+1])

REPONSE:

)k ok

(d) Montrer que Z ne peut prendre que des valeurs impaires et, pour un entier j vérifiant 0 < j < n,
calculer P([Z = 2j + 1]).

REPONSE:

Soit E' = {k € [0, 2n] tel que ar, = agp—k}. Sik € E et k # 2n — k, ce qui signifie k # n, alors k et 2n — k sont
deux éléments distincts appartenant d E. Ainsi, E s’écrit comme la réunion disjointe

E={n}U(EN[0,n—1])U(EU[n+1,2n])
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donc
card(E) = 1+ card (EN[0,n — 1]) + card (E U [n + 1, 2n])

L’application k — 2n — k est une bijection de (EN[0,n —1]) sur (EU [n+ 1,2n]) donc
card (EN[0,n —1]) = card (EU [n + 1,2n]),

ce qui implique que Card E = 1+ 2 Card (E N [0,n — 1])) est un entier impair.

L’événement (Z = 2j + 1) se réalise si et seulement il existe j entiers K e [0,n — 1] tels que ax = agy—p. On
choisit donc j entiers dans l'intervalle [0,n— 1], qui est de cardinal n, ce qui nous donne (?) choix pour les entiers
K'. On ap choiz pour chaque coefficient ay, k € [0,n— 1] (qu’ils soient des incidences ou non), ce qui nous donne
p" choix pour tous coefficients aq, .., an_1 puisqu’ils sont indépendants les uns des autres. Les j coefficients ag, i
appartenant @ {an+t1,..,a2,} sont fixés par la condition ay = ag,_p. Pour chaque coefficient agy, i restant de
lensemble {an+1, .., a2}, on a p—1 choix possible car il ne peut pas prendre la valeur ay. Il existe n— j tels autres
coefficients, et pour chacun d’entre euz, on a p choix possible, ce qui nous donne p" I choiz pour ensemble des
ces coefficients et le coefficient a, a le droit de n’importe quelle valeur dans [1,p]. Par conséquent, on a

L o Y (Vi)

P(Z=2j+1)= poTES] f T

* % %

Z —1
(e) On pose Y = ——. Montrer que Y suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.

En déduire 'espérance et la variance de Z en fonction de n et de p.

—1

Z
Z =2j+1 avec j € [0,n] si et seulement si Y = = J. On en déduit que Y (2) = [0,n] et l'on a la
formule

(p—1)"
)7pn

o0 () (5 0 () )

1
ce qui démontre que Y suit la loi bindmiale B(n, —). Son espérance et sa variance sont donc
p

BY)=nx2=" ctV(Y)=nx <1> (1—1)—”(7)_1).

p p P P p?

Vi € [0,n], P(Y:j):P(Z:2j+1):(?

On en déduit que

dn(p — 1)
—

P G v(2) = V@Y 4+ 1) = 4V(Y) =

E(Z)=FEQ2Y +1)=2E(Y)+1 . )
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