Corrigé de Mathématique éco HEC
EXERCICE

Hypotheses.

M (R) est I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels.

VAGM:;( ) :

3 3
s1(A4) = z Aij, s2(A)=> As;, s3(A)= > As; (somme des coefficients des lignes)
- =1 j=1
3 3 3
sa(A)=> A1, s5(4)= Z Aia, se(A)=> A;z (somme des coefficients des colonnes)
i=1 i=1

OJ

s7(A) = z Aii, ss(A) = Z Aja—;, (somme des coefficients des diagonales)

(k;1) € [[1 3]] Ej est la matrlce de M3 (R) dont tous les coefficients sont nuls excepté celui
situé a l'intersection de la k€ ligne et de la [® colonne qui vaut 1.
B = (Er1, B2, E13,F91, Ea2, B3, B3 1, B30, E33) , Pest une base de M3 (R) .

L |&={A]A€ Ms(R), s7(A) =0}].

3 3
(a) Solent Ac &, Be&et \cRonasy(A+AB)=57(A)=> (A+AB),, = > (Aii +AB;;)
i=1 Ti=1

s7(A+AB) = Z Aii + A Z Bi; = s7(A) + As7 (B) donc s7 est une application linéaire de
M3 (R) dans R. Comme E= ker (s7) que & est un sous-espace vectoriel de M3 (R).

s7(E1;1) = 1 donc dim (im(s7)) = 1, dim (M3 (R)) = 9, du théoreme du rang on déduit que
dim (im (s7)) 4+ dim (ker (s7)) = 9 et donc |dim (&) = 8.

f est I'application de M3 (R) dans R® qui & toute matrice A fait correspondre le vecteur

F(A)=(s1(A),52(A),55(A),54(A),55(A),56(A),57(A) 55 (4)) de R®

2. (a) V(i;5) € [1;3]*> , A = A;; est une application linéaire de linaire de M3 (R) dans R , or une
combinaison d’applications linéaire de M3 (R) dans R est linéaire donc , (s) ke[1;] €St une famille
d’applications linéaires de M3 (R) dans R.
Une application d’un espace vectoriel dans R® dont toutes les composantes sont linéaire est linéaire
donc

f est une application linéaire de M3 (R) dans R8|.

(b) |€ = (e1; 25 e3; €4; €55 €6; €7; €3) est la base canonique de R® | F' = mat (f)|.

C—A
111000000
000111000
00 0O0O0OO0OT1T11
o 100100100
01 001O0O0T10Q0
001001001
10001 00 01
001010100

o

3. [4 = {A|A € My (R), Vk € [2:8] s (A) = 51 (4)}]

(a) L’application h : M3 (R) — R7 telle que VA € M3 (R) , Vk € [1;7] , (h(A)); = sg41 (A) — 51 (A)
est linéaire. ¢ = ker (h) donc

‘% est un sous-espace vectoriel de M3 (R) ‘

(b) Pour Ae M3s(R)ona<Ae¥b (&> <= <h(A)=0;57(4) =0> <~
<Vk € [1;7]] spy1(A) =51(A) ;87 (A) =0 <Vk e [1;8]] s (A) =0
Conclusion, |ker (f) =9 (& ‘

> < f(A) =0>.
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J

1
1
1
«<AecY¥9

11
11 .Ona‘Vke[[l;S]],sk(J):?)‘.PourAEMg(R),ona
11

> <= < Acker(h)> <= <Vke[L;7]] spt1(A) =51 (4) » —

< Vk € [[1; 7]] Sk41 (A) — Sk+1 <é81 (A) J) = 95 (A) — 851 (ésl (A) J> =0> «—

1

1

1
<<A:B—|—)\JavecB:A—§sl(A)J, B € ker (f) ,)\:§81(A)>>

Note :

1 1 1
ST (4) = 357(4) = 351 (4)
Conclusion, | Tout élément de ¢ s’écrit de maniére unique comme la

somme d’une matrice de ker (f) et d’une matrice de Vect (J).

on en déduit que

dim (¢) = dim (ker (f)) + 1

a b c
Soit A= d e x | .On ales équivalences
y 2z t
( a+b+c =0 ( a+b+c =0
d+e+zxz =0 Lo
y+z—t =0 y+z—1t =
< f(A) = Og» = « a+d+y =0 S e a—e—z+y =0
b+e+2z =0 Ly+—Lo+Ly b+e+=z =0
c+xz+t =0 ct+x+t =0
at+e+t =0 at+e+t =0
L {c+e+y =0 L {c+e+y =0
Ly ( Ly
Lo Lo
y+tz—t = L3
a—e—xz+y =0 a—e—x+y =0
at+c—e—z = Ls<«Ls+Ls at+c—e+y—t = Ly<Ly+Lg
ct+zxz+t =0 ct+zxz+t =
at+e+t =0 at+e+t =0
{c+e+y =0 L {c+e—|—y =0
Ly Ly
Ly Ly
Ls Ls
- atec—etytt =0 _ Ly PN
at+c—e+y—t =0 LsLs—Ls 2t =0 L7+Ls+Ly7
Le Ly+Ly—Ly L
at+e+t =0 c—2e+y—2t =0
{c+e—i—y =0 { ct+e+y =0
( Ly Ly
Lo Lo
Ls Ls
< éi >>L7<jL:>7—Lg < ﬁj > donc
Lg Lg
c—2+y =0 —3e =0
{g+e+y =0 Lg
0 v —y o 1 -1
<Acker(f)» <= <A=| -y 0 y | =yl -1 0 1 | on a donc
Yy —y 0 1 -1 0

dim (ker (f)) = 1 et du théoréeme du rang

dim (im (f)) = dim (M3 (R)) — dim (ker (f)) =9 — 1 = 8 c’est a dire que

2 /10

Si A=B+ X\J avec B € ker(f)et A€ ¥, alors f(A) =0+ Af(J) avec f(J) = 3 donc



‘le rang de 'application f est 8 ‘

0 1 -1
(e) dim(ker (f)) =1et -1 0 1 est une base de ker (f)
1 -1 0
0 1 -1 1 11
Note, -1 0 1111 11 est une base de ¥ | 'espace vectoriel des matrices
1 -1 0 111
magiques d’ordre 3.
PROBLEME
1
®: R — R , ®(0) ==
z 2
1 _t J
r = —— e 2dt
V2T
—0oQ

Premiere partie

Un équivalent d’une intégrale

1. Hypothese, |N : [0;1] — R
r = 22-2r—-2(1-2)In(1—2x)

(a) [0;1] — ]0;1] est de classe C*° | In est de classe C*° sur ]0; +o00[, la composée
r = l—-x
0;1] — R est de classe C* | la fonction polynéme = — —2 (1 — x) est de classe C*
x = In(l-2)
le produit [0;1] — R est de classe C® |, z — 22 — 2z est de classe C™ | la

r = —2(1-2)In(1-=x)
différence N est de classe C°° donc de classe C! sur [0;1].

1 _
(b) Soitd: [0;1] — R onaVr € 0;1[,d (z) = 1— = " <0 donc d est stric-

xr = z+In(l-2x) lmz 1-w
tement décroissante continue en 0, et comme d (0) = 0 on déduit que ‘ Ve e )01, In(l—2z)+2 <0 ‘

et‘Vw €0;1, In(1 —2) < —x‘.

(¢) Ve e]0;1[, N'(z) =2z —2+4+2In(1 —2) —2(1 — x)

1_QU:2(9U—Hn(1—9U))<O.

Vo €]0;1[, N’ (z) <0}
(d) Ducours lim tln(t) =0,pourt =1—z, lim (1 —z)In(l —z) =0donc lim N (z)=1-2=—1,

t—0t x—1— z—1-
or lim+N (x) = 0 et de la décroissance de N on déduit que ‘Vw €]0;1[, - 1< N (z) <0 ‘
z—0
2. Hypothese, [ f: ]0;1] — R
. _2x+ln(21—x)
x
22
(a) Pour z € [0;1], In(1 — x) = —2 — — + 2% (z) avec lime (z) =0 .
2 z—0
72 72 72
(b) Pour z € [0;1[, z+In(1—2) =2 -2 — — + 2% (2) = ——= + 2% (¥) ~ —— donc
2 2 a0+ 2

In(1— —2 2
f(z) = _2904—11:6—(296) o~ <—%> =1donc| lim f(x)=1|, donc
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f: 01 — R est le prolongement par continuité de f en 0.
r+n(l—-z) .
N -2 = si x>0
1 si z=0

(c) Pour z € ]0;1[, on a:

P =2t ((1s L) 2@ima o)) = 2L (T aima-a)) -2

)= —-2— — — = —2— — — — 2.
3 T )% z+1n x S\ \1T 2 z+1n x
1 (—2?2-2(1—2)(z+In(1—2x)) -2
/ — _2_ — 2 _ _ _ _
[ () x3< - B0 —2) (22 =22 -2(1—2)In(1 —2))
N
Conclusion, |Vz € ]0;1[ , f' (z) = —2% > 0], voir 1.(d).
T 0 1
+00
d .
D@ | s
1
On a pour z € ]0;1] , liHll In(1—2)=—o0 donc z+In(l—2z) ~ In (1 — ) donc
r—1" T— 1"
In (1 — In (1 —
f(z)= _2x+n—(2x) ~ _2n(72x) ~ —2In(1—x) c’est a dire que lim f (x) = +oo.
x z—1- x x—1— z—1

La fonction f est continue et strictement croissante sur [0;1[, f(0) =1, limlf (x) = 400 du
T—

théoréme de la bijection | [0;1[ — [1;4+o00] est bijective |

x = f(x)

3. Hypothese, |Vn € N* | Vo € [0;1], g, (z) = exp <—"Tx2 (x))

2
nx
(a) Le produit des fonctions continues = — 5 et f est continu sur [0;1] , la composée avec exp

est continue donc g, est continue, et comme Vz € [0;1[, f (z) > 1 pour z € [0; 1], "Tﬁf () =0

donc —"T:’:Q (x) <0 douVr e [0;1] 0 < g, (z) <1.Comme z — 1 est intégrable sur [0;1] on
1

déduit que g, est intégrable sur [0; 1] donc l'intégrale / gn (z) dz existe dans R.
0

1
Hypothese | Vn € N*, I, = /gn (x)dx|.
0

(b) Pour z € [0,1], f(x) > 1 donc —"7332 () < —”712 , comme exp est strictement croissante sur on
a0 < gn () < exp (—"712)

(c) En intégrant l'inégalité sur [0; 1] on obtient,

1 vn
i fou(ceg)ar, 5 fen(-5) 7| o ()] = /= (0 (Vi) - 3

donc Og[ng\/%(cb(\/ﬁ)—%)

(d) La fonction ® est strictement croissante sur R et lirf ® (z) = 1 donc ® est majorée par 1
T—+00

dott VR e N*, 0< I, <4/Z (1-1%) = /&

4. Hypothese, | (vn),en- Vérifie Vn € N*, v, = _1n(nl+2)

(a) Pour n e N* Jjonal <e<3<n+2etdelacroissance deln, 1 =1In(e) <In(n+2). La
fonction

t— n étant strictement décroissante sur ]0; +-o0o[ on déduit que [Vn € N*, 0 < v, <1 ‘
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(b) Hypothese,

UM/::f(vn)

‘. De lim In(n+2)=

+00 , vy, =
n——+00

m on déduit que

lim v, =0o0r lim f(z)=1et w, = f(v,) lalimite de la composée est donc

n—+o0o z—0+

lim w, = f(0) = 1. Conclusion,
n——+oo

lim w, =1].
n—-+o0o

(c) Pour n € N* on a établit que gy,

> 0 et g, est intégrable sur [0; 1], 0 < v, < 1 donc

Un

T > / gn (z)dx , or f est positive strictement croissante sur [0;1], donc pour

”T"”an donc g, (z) = exp ( §2f (CE)) > exp (_nszwn) d’ou

Un/mwn

[ onl-

2
—wn) dx
U=x\/nwWn

(d) Pour n € N* |
de 3.(d) I, <

w/ — soit encore I, \/ 5 2n <

o
V(e

de 4.(c) on a < Uy, nwn - %> < I, soit \/77 (<I> (vn\/n—wn) - %) <1, 2?"
donc, |Vn € N* | \/7 (<I> (vn\/M) — %) <1, 2?" <1
(e) De 4.(b) ngrfoown =1, v/nw, = %\/w_n et lrl/(i) WS, Tooor mgrfooq) (x)=1
donc nli)r}_l@()@ (Uny/nwy,) =1 donc nll)r_’l_loo\/— ( (vn\/M) — %) = % (1 — %) =1
et de ’encadrement précédent on déduit que hm I, 2" =1,|I, s %

Deuxieme partie

Quelques propriétés asymptotiques de la loi de
Poisson

On utilise les notations de la Partie 1.

T

1 / tne~tdt

0

1. Hypothese, | Vx>0, Vn e N, J, (x) Note : Jy(z) =1—e"" .

xT

(a) Pour x >0, J; () = /te‘tdt = [t (—e_t)]o - /1 (—e ") dt = [t (—e ") —e ], donc
0 0
Ve>0,i(x)=1—(x+1)e

(b) Pour z >0 et n € N*, Jy (z) = —




2.

Hypothese, | ® (X), o+ sont des variables aléatoires indépendantes, sur I’espace pro-

Conclusion, | Vo >0, Vn e N* | J, (z) = J,—1 () — —a"e ™|

(1 1
In () = Jo (z) — e*mz <Exk> =1l—-e?— e*xzﬁxk =e 7 (em

k=1

n n
1 1
Conclusion, | Vo >0 ,Vn e N | J, (z) =e " (em — E Ew’“) =1- g kae*x .
k=0 k=0

Pourne N, x>0,

z n

1 1 . _
In () = E/tnff—tdt =1- kzomxne_x o 1 car xErfooxne T =
0 —

lim e * =0

donc lim J, (z) =1 . D’autre part t — t"e~! est continue positive sur [0; +oo[ donc J, est une

T—+400

—+00

fonction croissante sur [0; +oo[ majorée par 1 donc|Vn € N ,/t"e_tdt =n!|

0

1 1
Pour n € N*, I,, = /gn (x)dx = /exp (—"T:’ﬁf(:v)) dx en faisant le changement de variable
0 0
t

t=n(l—z),doncx=1——,de=——
n

= fon (205 (1)) () = ot
2 n n J

n

or pour ¢ € [0;n] 7a(t)=%exp (_”(7‘%)3( _3))

n 2 £\ 2
(-3)
n
1

donc |Vn € N* | I, = n!nfL—LJn (n)

babilisé (€2;.A4; P), de loi Z (1)
ovneN* | S, => X
i=1

(a) Sy est la somme de variables aléatoire indépendantes qui suivent une loi de Poisson donc S,
suit la loi de Poisson de parametre la somme des parametres, donc S, — £ (n) , Vk € N |

(b)

e =1-J,(n),P(Sp=2n)=1-P(S,<n—-1)=J,_1(n)|.

k
n —n
Vn e N*, P (S, <n)= —
k! 1.(c)
k=0
3. Hypothese, | Vn e N*, h,,: Ry — R
xr +— z"e "

(a) hyestdeclasse C*® . Pourz >0, hy, (z) = 2"~ k! (2) = 2" 1 (ne ™ —xe %) = (n —x) 2" le ®

, bl (z) est du signe de z (n — x) d’ou le tableau de variation :
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(b)

T 0 n 400
signe (h], (z)) | 0+ 0 -
nte "
hn (2) / N\
0 0
Pour n € N*, en utilisant la définition des J, on a
P (Snt1<n+1) =P (S, <n) o) (I =Jnp1(n+1)) = (1= Jn(n)) = Jn(n) = Jng1 (n+1)
= Jn (7’],) — Jn+1 (n) + Jn+1 (n) — Jn+1 (n + 1) 1?}) mnn+lei(n+l) =+ Jn+1 (n) — Jn+1 (n + 1)
n+1 n+1
= () - — /h (t)dt = L/(h (£) = By () dit
= (n+1)! n+1 1 (n+1)! n+1 = (n+ 1) n+1 n+1 (T
1 n+1
conclusion, |Vn € N* | P(S,y1 <n+1)—P(S,<n)= CES / (hpt1 (t) — hpy1 (n)) dt
n !

n

Pour n € N* | h,,4; est croissante sur [n;n + 1] donc Vt € [n;n + 1], hpt1 (£) — hpy1 (n) = 0 et de
3.(b) on déduit que P (Sp+1 <n+1)—P (S, <n)<0.

Conclusion | la suite (P (S, < n)),cy- est décroissante |

Pour n € [1;400[ , P(Spy1 =2n+1)—P(Sp,=2n)=J,(n+1) — Jp_1(n)
=J,(n+1)—J,(n)+ Jp(n) — Jp_1(n)
1 n+1 1 1 n+1
= = / thetdt——n"e ™ = — [ (hy (t) — hy (n))dt < 0 car hy, est décroissante sur [n;n + 1].
1.(b) n! n! n!

Conclusion. | la suite (P (S, = n)),cn- est décroissante |.

Les deux suites (P (S, <n)),en+ et (P (Sp = n)),en- sont décroissantes minorée par 0 donc
convergent .

Théoreme de la limite centrée : Si (X;,),, o+ sont des variables aléatoires indépendantes, de méme
loi , d’espérance m et d’écart type o alors

t

1 [ 1 z?
VteR, lim P|—= X —nm | <t :—/e_gdac:@(t)
n——+o00 U\/ﬁ = 27

—00

IeiVn e N*, X,, - Z(1) , m=E(X,)=1=0x, =0, donc
1

1 n
m (;Xk—nm> = (Sp —n).

B

1 1
Pour n € N* ,P(Sngn):P(Sn—ngmzP(%(Sn—n) <O> n:)@@(O):i.
1
. . eyl
Conclusion, nll)I_’I_IOOP (Sn < n) 5
Pourne N, \|2— ~ I, = nlCoti(n) — nl=20(1—P(Sp<n)) ~ nl-fos
"V on notoo Mp2ne) MY paap) N R
P1 4.(c) P2 4.
opntl 1
donc|n! ~ 1/1 S e L
n—+oo \ 2n e"
En utilisant (b) NP (S, =n) = Len n o 1
n utilisan , pour n , =n)=—e ~ e "=
n n! n—-+o0 nt3, n\/% \27mn
Pour ne N*, P(S, >n)=1-P(S,<n—-1)=1-P(S, <n)+ P(S,=n)
1 1
De 4.(a) nETOOP (Sn < n) 5 et de 4.(b) , nETOOP (Sp, =n) =0 donc nll)r_’l_loop (Sp = n) 5
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Troisieme partie

Meédianes. Cas des variables aléatoires discretes et
des variables aléatoires a densité

Définition

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (€2,.4, P), de fonction de
répartition F'.

On appelle médiane de X , tout réel m vérifiant les deux conditions : P (X < m) >
P(X >m)> 3.

et

N[

On admet qu’un tel réel m existe toujours.
Remarque. d(z) = P (X <z)—-P(X >2)=2P(X<z)-P(X=2)-1=2P(X<z2)+P(X =1z)—1,
d est croissante sur R, lim d(z) =—1, lim d(x)=

T——00 T—+00

pour ag tel que d(ag) < 0 et by tel que d(by) > 0 on construit deux suites adjacentes (a,),, /et (by),
convergente vers m avec en utilisant la méthode de dichotomie.
Vn e N, d(a,) <0, d(b,) > 0. F étant continue a droite 0 < 2P (X <m) —1 lim d(a,) <d(m) <

n—+oo
nli)I_’I_lood (bp) <2P (X <m)—1<0doud(m)=0, on en déduit 'existence d’une médiane.
1. On a N € N* ,type proba=array[l..N] of real.
X une variable aléatoire discrete a valeurs dans [1; N]. On suppose que la loi de X est stockée dans
une variable loi de type proba.
Fonction qui renvoie une médiane de X
function mediane(loi:proba):real;
var k:integer;s:real;
Begin
k:=0;s:=0;while s<1/2 do
begin
k:=k+1;s:=s+loi[k]
end;mediane=k;

2. Hypothese, | X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans N admettant une espérance E(X) |.

+00 r—1 +oo
(a) PourreN*,E(]X—r\):Z]n—r\P(X:n):Z(r—n)P(X:n)—i—Z(n—r)P(X:n)
n=0 n=0 n=r

r—1 +o00o r—1
E(X—-r)=2) (r—n)P(X=n)+» (n—r)P(X=n)=2) (r—n)P(X =n)+E(X)-
n=0 n=0 n=0

r—1
Conclusion, |E (| X —r[)=E(X)—r+2>. (r—k)P(X =k)|
k=0

(b) Soit r € N*,

S r-WP(X =k =X (k) (P = Fk=1) = 3 (r— &) F (k)= 3 (r— k) F (5~ 1)
k:(v)“fl rflkzo — k=0 r—2 k=0
=2 (r=kFkE -2 r-kFkEk-1) = Z (r—k)F (k)= > (r—K—1)F(K)

= i e
=> (r=k)Fk) - > (r—k-1)F (k)= Z F (k)

k=0 k=0 k=0
Conclusion, |Vr € N*, b F (k)= ril (r—k)P(X =k)

k=0 k=0

r— r—1 —
De (a) E(|X—r|):E(X)—r+2kz(1](r—k)P(X:k)E(X)—22%+2kZ;F(k:)
= k=0 =

dott |Vr € N*, E(|X —r|) = E (X) +2r§ (F (k) - 1)
k=0
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(c) Hypothese, |m est une médiane de X, m € N*

Pourr € N*, E(|X — r[)—E (| X —m|) = E(X)+2;§) (F (k) — %)—(E (X) + 2m2_1 (F (k) - %))

=2 (S-S re-p)

k=0 k=0
r—1 1
eSir>m,E(|X—-r))—E(|X-m|])=2> [Fk)—=z]|=0
k=m | \ 2,
=0
eSir=m,E(|X—-r))—E(]X—-m|]) =0
m—1 1
eSir<m,E(|X—-r))—E(|X-m|)=-2> | F(k)—=] >0donc
k=r | . 2,
<0
VreN* E(|X—r))—E(X-m|)>0]
L’application N — R a un minimum en m|.
r — E(X-r])

(d) Hypothese,

neEN", X P(n), X =5,|

1
e En PII 3.(c)&4(a) (P (Sn < n)),cn- est décroissante vers 3 donc P (S, < n) >

1
eEn PII 3.(d)&4(d) (P (Sn = n)) est décroissante vers 5 donc P (S, = n) >

neN*

Conclusion, | n est une médiane de X ‘
eDe PIT 4.c P (S, =n) ol Nore
r—1
eDePlllI2.(a)sire N, E(|X —r|)=E(X)—r+2)> (r—k)P(X =k) donc pour r =n
k=0
n—1 n—1 nk n=1pk+l  n-1 pk
E(\X—n\):QZ(n—k:)P(X:k:):QZ(n—k)—e”:2e”<z - > )
k=0 k=0 k! k=0 k! k=1 (]{7 — 1)'
n" ” 1 2n
— g -n = -n__ — = ~ = e —
E(|X —n|)=2e = 1)1 2ne oy 2nP (S, =n) et n\/% —
2
Conclusion, | E (| X —n|) ~ =il
n—-+4oo T

3. Hypotheses,
X est une variable aléatoire a densité dont une densité f est continue sur R.
F est la fonction de répartition de X
X admet une espérance E(X) , M: R — R
x = E(X -2z

u u

(a) Pourz > 0soitu >z, /tf (t)dt = [t (F (t) — F(m))];—/ (F(t)— F(x))dt > [t (F(t) — F (2))].

xX xX
en faisant tendre u vers +o0o I'’encadrement on déduit que

+oo T
0<2(l—F(2) < /tf(t)dt:E(X)—/tf(t)dt

xT

et comme wll)gr_loo tf(t)dt = E(X) on déduit que xEI—fl—loox (1-F(x))=0]|
—o0

P(-X<z)=P(X>-2)=1—-P(X<—-2)=1-F(—z) donc —X est une variable a den-

sité de densité x — f(—x) et de fonction de répartition x — 1 — F (—z) donc, en utilisant le

résultat précédent a la variable aléatoire —X on a 1i111 z(l1—(1—F(—z))) =0, c’est a dire
T—r—+00

que| lim zF (z)=0]|
T—r—00
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—+00

(b) Pourz e R, M (z /|t—x|f t)dt = /(x—t)f(t)dt—!—/(t—x)f(t)dt

T
+oo

=[(w—t)F(t)]$oo—/(—1)( ())dt+[(t—w)(F(t)—1)]I°°—/(F(t)—l)dt

—00 x

De acli)riloo zF (z) = 0 on déduit que [(x —t) F (t)]",, =0, et de JCEI}}OOQ: (1-F(z)=0
T +o00
on déduit que [(t —z) (F (t) — 1)];°° = 0 donc| M (z) = /F (t)dt+ / (1—F(t))dt

b +00 a +o00
(¢) Pour (a,b) € R2, M (b)—M (a) = /F(t)dt+/ (1F(t))dt( Ft)dt+ / (1F(t))dt)
—00 b [e¢)

a
b a

b
:/F(t)dt+/(1—F(t))dt:/(2F(t)—1)dt

a b

b
Conclusion, |V (a;b) € R'2, M (b) — M (a) = /(QF t) —

(d) m est une médiane de X.

b
1
Pour t >m F (t) > Z 5 donc pour b = m , M (b /
m
1 m
Pour t <m F(t) < <5 donc pour a < m , M (m )—M(a):/(QF(t)—l)dtgo,dochceR

a

, M(c)—M(m) >0

Conclusion, ‘M atteint son minimum en m , ol m est une médiane de X ‘ .
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