ESSEC, option économique - Epreuve de mathématiques du 11 mai 2018

Corrigé proposé par Romain Meurant pour APHEC. Toute suggestion permettant de
’améliorer est la bienvenue : romain.meurant@lycee-descartes.ma

1. Question classique!

(a) En écrivant, pour tout z € R :

(Yo )= 0 (X <2)
1=

et par indépendance des variables aléatoires X1, ..., X,, de méme loi que X :
n
Gn(z) = [[P(X; < 2) = (F(2))".
i=1

(b) La fonction F étant continue sur R et de classe C' sauf peut-étre en 0 et «, il en
est de méme de la fonction G,, (la fonction « puissance n » est de classe C' sur
R), ce qui prouve que la variable aléatoire Y,, est a densiteé.
Une densité de Y,, est par exemple la fonction g,, définie par :

Vr € R, gn(x) = nf(gc)(f'j(gz:))n_1

(c) La variable aléatoire Y;, étant bornée (a valeurs dans ]0, ), elle admet une espé-
rance.
2. (a) « Le deuxiéme plus grand des nombres X (w), ..., X, (w) est inférieur ou égal a
x » signifie exactement que tous ces nombres, sauf peut-étre un (le plus grand :
Y, (w)), sont inférieurs ou égaux a x.
On pourrait écrire :

n

Iy <x)= U N X, <z
( ) i=1 (je{l,...,n},j;éi( J ))

mais les n événements dont on prend l'union ici ne sont pas incompatibles; on
s’en sort en distinguant le cas ou les n nombres sont inférieurs ou égaux a x :

R Rl M CERU G

i€{l,...,n

Les (n + 1) événements colorés ci-dessus sont deux-a-deux incompatibles :

Eh@ﬁ:PO@gxy+§éP<ug>w)m(QKXj<xO>.

i=1

Pour tout ¢ € {1,...,n}, les n événements (X; > z) et (X; < z) (j € {1,...,n},
j # 1) étant indépendants :

Hy(z) = (F())"+ > | P(X; > 2) [[P(X; < o)
i=1 j#i

Et enfin, puisque les variables X1,..., X, suivent la méme loi que X :

Vo € R, Hy(z) = (F(2))" +n(1 - F(z)) (F(x))" .

(b) Comme en 1.(b), la fonction H,, est continue sur R et de classe C' sauf peut-
étre en 0 et o, donc la variable aléatoire Z,, est & densité, et une densité est par
exemple la fonction h,, définie par :

-2

Vo €R, hu(x) = nf(@)(F@)" " +n(n—1)f(z)(F(x)" > = n?f(z)(F(x)""

= nf(z)(F(2))""*[F(z) + (n — 1) — nF(z)]
— nf(z)(F(x))" *(n—1)(1 - F(x))

3. L’idée du programme est :

— regarder, parmi les deux premiéres valeurs (X(1) et X(2)), quelles sont la plus
grande et la deuxiéme plus grande (c’est-a-dire la plus petite!)

— parcourir les valeurs suivantes une a une, et pour chacune (X(k) pour k > 3) :

— si on trouve une valeur plus grande que la plus grande de toutes les pré-
cédentes, elle devient la nouvelle plus grande et la nouvelle deuxiéme plus
grande est alors ’ancienne plus grande (mais les deux affectations de la ligne
10 sont faites dans 'ordre inverse de cette phrase pour ne pas perdre la valeur
de y)

— sinon, mais si on trouve quand méme une valeur plus grande que la deuxiéme
plus grande de toutes les précédentes, cette valeur trouvée devient la nouvelle
deuxiéme plus grande (et la plus grande est toujours la méme).

function [y,z] = DeuxPlusGrands(n)
X = simulX(n)
if X(1) > X(2)

y = X(1); z = X(2)
else

z = X(1); y = X(2)
end
for k=3:n

if X(k) >y

z=y;y =Xk



else
if X(k) > z
z = X(k)
end
end
end
endfunction

4. (a) Avec les contraintes de 1’énoncé sur f, il n’y a qu’un seul choix :

1

— siz€]0,q]
Ve eR, f(z)=¢ @
0 sinon

et la fonction de répartition de X est donnée par :

0 siz<0
X .

Ve € R, F(z) = S si0<z<a
1 siz>«

On en déduit, avec les question 1.(b) et 2.(b) :

xn—l
n si z €]0,af
Vv € R, gn(x) =
0 sinon
_ n—2
n(n —1) (a=2)z si x €]0,af
Vz € R, hn( ) = am™
0 sinon
(b) ) ) )
0 a™ Jo a”  n+1 n+l

« —1 n n+1 1 1 1
E(Z,) = / why (z)de = nln 1) a2 =n(n—1a| - - L
0 an n n+1 n n+1 n+1

5. (a) La fonction f est positive et continue sur R\ {0, a}; elle vérifie de plus :

—+o00 « A
A A1 A«

— 00

Ainsi, f est bien une densité de probabilité.

Puisque f est nulle en dehors de ]0, «[, la fonction de répartition de X est nulle
sur | — 00,0] et vaut 1 sur [a, +00].
Pour z € [0,¢q] :

0 o «
En résumé :
0 siz <0
A
Vz €R, F(z) = (—) si0<z<a
«
1 siz> o
« l‘>‘ A az\+1 A
EX: Aid = — —_— = ().
(X) /0 PR S Wk T W b

(C’est exactement le méme calcul qu’en 4.(b).)

(b) On obtient alors la fonction de répartition de Y;, avec la question 1.(a) :
0 siz <0
n T\ NA
Vo € R, Gy(z) = (F(z))" = (7) si0<z<a
o
1 siz >«

ce qui correspond, d’aprés 5.(a)ii., & la fonction de répartition d’une variable
aléatoire suivant la loi puissance de paramétres « et nA : Y, suit donc cette loi.

D’aprés 5.(a)iii. :
nA

a1l
(On a repris lexpression de E(X) en remplagant A par An.)

E(Y,)

(c) Utilisons la question 2.(b) donnant une densité de Z,, pour calculer E(Z,) :

B(Z) =ntn =07 [ (2)" 1= ()] (5)" e

X
On peut alléger légérement le calcul avec le changement de variable u = — :
!

1
E(Z,) =n(n - 1)Aa/ u? (1= u) u= DAy
0

1 1
=n(n— 1)\ (/ um DAy — / u"Adu>
0 0



=n(n— 1) (1 ¥ (nl— DA 1 +1"A>

~n(n— 1A I+nA—1—(n—-1A n(n — 1)\«
- YA+ m—DNA+nN)  (T+ (n— DA +n)

Pour les calculs d’espérance en questions 4. et 5., I’énoncé ne donnant aucune réponse, on
pourra faire quelques « tests de vérification » au brouillon ; par exemple :

— Puisque X est & valeurs dans 10,af, il en est de méme de Y, et Z,. On a aussi

UVinégalité Z,, <Y, (par définition du « deuziéme plus grand »). Donc, par croissance

de l’espérance :
0<E(Z,) <EY,) <a

ce qui est clair pour la question 4., et que l'on peut vérifier pour la question 5. en
remarquant que :

B n\ (n—1)A
BlZn) = oo X T =
—_——— ,
=E(Yn) <1

— On peut aussi vérifier que E(Y),) e et E(Z,) A (Nous ne l’avons pas dé-
n—-+oo n—-+00

montré mais ceci est assez intuitif : plus le nombre n de valeurs est grand, plus la plus
grande et la deuziéme plus grande de ces n valeurs sont proches de «.)
Ces deuz limites sont claires en 4. et en 5., en raisonnant avec des équivalents.

— Pourn =2, on aYs+ Zy = X1 + Xs donc E(Ys) + E(Zy) = 2E(X). Et en effet :

— pour la question 4. :
2 1
E(Y2) + E(Z:2) = 3% + ze=o= 2E(X) ;
— pour la question 5. :

2E(X).

2\ 222 ) 2\

B(Yz) +B(2) = (2/\+1 BT DY) o

— On peut aussi remarquer que les résultats obtenus en 5. lorsque A = 1 correspondent
aux résultats obtenus en 4. (en effet, la loi puissance de paramétres « et 1 est la loi
uniforme sur 10, «[).

1

6. (a) Puisque o est dérivable et de dérivée ne s’annulant pas, sa réciproque o~ est

dérivable avec : 1
Yy E]O,ﬁ[, (U_l)/(y) _ m
(b) Pour tout (z,y) €]0,a[x]0, 3] :
22(7)(@,y) = =Gt (07 () + (@ =) (07) W)Gna' (07 (1))

= ~Gu-1 (07 W) + gyt (7))

(c) Pour tout z €]0, o, la fonction y — y(z,y) admet un maximum en o(x) donc sa
dérivée s’y annule, c’est-a-dire :

Vz €]0,af, d2(y)(z,o(x)) =0.
On en déduit avec le calcul fait en (b) et en remarquant que o~ *(o(z)) = = :

x —o(x)

fGn_l(I) + Wgn_l(z) = O

soit encore :
o' (2)Gp_1(z) + o(x)gn_1(x) = 2gn_1(x).

(d) En reconnaissant dans le membre de gauche ci-dessus une expression de la forme
wv+u (avecu=ocetv=G, 1),ona:

vz €]0,a], (0(2)Gn1(2)) (z) = 2g5-1(z)

Puisque 0G,,_1 s’annule en O :

vz €]0,af, o(x)Gp_1(x) = /OE tgn—1(t)dt

et on en déduit :

1 T
G%mwlt%*@“

(Notons que G,,—1 ne s’annule pas sur |0, & car g,—1 y est strictement positive.)

(e) Les fonctions u : ¢t + t et v : t = G,_1(t) sont de classe C* sur ]0,a[ (gn_1
est continue sur |0, af). Il convient donc de se placer sur un segment [A, z| avec
0 < A < z < a pour effectuer une intégration par parties :

Yz €]0,af, o(x) =

(G_1 nest peut-étre pas de classe C* en 0)

/m tgnr (t)dt = [th,l(t)}: - /AT G (1)t

A
En passant a la limite quand A — 0 (en notant que G,_; étant bornée,
tGp-1(t) — 0) :
A—0

vz €]0,af, o(z) =z — /Of g:_;((:?)dt'

(On ne pouvait pas s’arréter a la question (d) pour affirmer 'unicité de o car il n’y a
pas unicité d’une densité g, de Y,_1.)
7. (a) La fonction ¢t +— tg,—1(t) étant continue et strictement positive sur |0,z],
x

Pintégrale / tgn—1(t)dt est strictement positive
0



x
(cette fonction admet sur le segment |:§7£C:| un minimum m > 0 donc
x T 2
/ tgn 1 (D)t > / mdt = " 5 0),
0 z 2 4
On en déduit avec () que o est strictement positive sur |0, a[.

La mém Justlﬁcation s’applique pour obtenir la stricte positivité de l'intégrale

| 65

Comme prlmltive d’une fonction continue sur le segment [0, ], la fonction = +—
x

/ Gn_1(t)dt est de classe C* sur [0,a]. Or d’aprés (#x) :
0

1 x
Gl /0 Gr_1(t)dt

est de classe C* sur ]0, [ (inverse d’une fonction de classe C*

dt et la relation (xx) donne la deuxiéme inégalité stricte souhaitée.

Ve €]0,af, o(z) =2 —

1
La fonction
anl
(gn est continue sur |0, ) sur un intervalle ot elle ne s’annule pas).
On en déduit que o est de classe C* sur |0, af avec (utilisons 'expression (%) pour

dériver) :

Vz €]0,af, o'(x) = (G’n_llfv))//ox tgn_1(t)dt —

On en déduit avec la deuxiéme inégalité de (a) que o’ est strictement positive.

La fonction o est strictement croissante (dérivée strictement positive) et continue
(car de classe C') sur |0, af.
Elle réalise donc une bijection de ]0, [ dans U'intervalle ]HIP o,limo [
pee
La question 7.(a) et le théoréme d’encadrement donnent : hI_ElO’ =0.
0

Comme Y,,_; est & valeurs dans ]0, af, on a G,,—1(a) = 1. Avec la relation (x) :

limo = / tgn_l(t)dt = E(Yn_l)
0

a—

ii.

iii.

= (@ =2)Gna(2) + (2~ 0(2)) Gna(2) =

1(t)
/ G Z dt d’aprés (k%)

Avec y = o(x) dans l'égalité i. (et donc z = x), on a :

- /0 "Gt

Et en reprenant ’égalité générale i. (avec y quelconque) puis avec la relation
de Chasles :

(z—2)G

/Gnl

e, 0() = 1(o0) = [ Guma ()t = (@ = Ga(2) - / Gty
/Gn 1

Donc : ~v(z,0(z)) — v(z,y) = /Z (Gn-1(z) = Gp1(t))dt.

x
La fonction G,,—; étant croissante (comme toute fonction de répartition) :

:(Z—JZ nl

— Six <z alors :
Vit € [z, 2], Gno1(2) — Gp_1(t) >0
et par positivité de 'intégrale :
V(@,0(x)) —y(z,y) 2 0.
— De méme, si z > z alors :
Vt € [z,2], Gno1(2) —Gp_1(t) <0
mais les bornes de 'intégrale étant ici dans « ’ordre décroissant » :
V(@,0(x)) = y(x,y) > 0.
En résumé, on a dans tous les cas :
vz €]0, o, vy €]0, 5[, y(z,y) <v(z,0(z))

ce qui signifie que, pour tout z €]0, af fixé, 'application y €]0, B[— ~v(z,y)
admet un maximum en o(z).



Cette fonction permet de réduire la borne
supérieure de 'intégrale

E(Ynfl) = /Oa tgnfl(t)dt

En effet, le théoréme de transfert donne :

9.

E(pa(Ya1)) = / " on (g (1)t = / tgn ()t

Par ailleurs, P(Y,—1 < z) = G,,—1(z) ; donc avec la relation (x) :

O’(l’) _ E(‘)be(Yn—l))
P(Yn71 < l‘)

(b) A partir d’un échantillon de taille 10000 (par exemple) de la loi de Y,,_; placé
dans un vecteur Y, on obtient une simulation de E(p(Y,,—1)) en faisant la moyenne
des valeurs du vecteur ¢,(Y,,—1) (somme des coordonnées de Y inférieures ou
égales a x, divisée par la taille de Y) et une simulation de P(Y,_; < z) en
comptant la proportion de valeurs de Y inférieures ou égales a x.

function s=sigma(x,n)

N = 10000
Y = zeros(N)
for k=1:N
X = simulX(n-1)
Y(k) = max(X)
end
E = sum(Y(Y<=x))/N
P = sum(Y<=x)/N
s = E/P
endfunction

Le (a) est un cas particulier du (b); faisons le calcul général lorsque X suit la loi
puissance de paramétres « et A, en utilisant la relation (xx) et la fonction de répartition
de Y,,_1 déterminée en 5.(b) :

e} t

x (n—1)A

(net)x 2 /4N (DA
vz €]0, af, 0(3:)233—(;) 1 /0 <a) dt:x_(n—l))\—l—lz(n—l))\—i—lgj

(On pourra notamment vérifier — en reprenant la valeur de l’espérance de Y, _1
calculée en 5.(b)ii. — que, comme établi en question 7.(c), o(z) — B =E(Y,-1).)
Tr—«

Et donc pour la loi uniforme sur ]0, «[ (loi puissance de paramétres « et 1) :

-1
Vz €]0,af, o(z) = o — .

10.

Pour la loi puissance de paramétres a = 50 et A = 0,2, avec n =6 :

Va €]0,50[, o(x) = g (n—1Ar=1)

ce qui correspond bien au dessin obtenu.

A cause du cas ot la plus grande mise a été faite a la fois par A, et par un (ou
plusieurs) autre(s) acheteur(s) (auquel cas le gagnant est tiré au sort), on ne peut pas
exprimer ’événement F,, en utilisant uniquement les notations de I’énoncé. Mais :

— si A,, a fait une mise strictement supérieure a celles des autres acheteurs, alors
A,, remporte I’encheére;

— si A,, a remporté I'enchére, cela implique que sa mise était supérieure ou égale a
celles des autres acheteurs.

Autrement dit :
(max (O’(Xl), R J(Xn,l)) < yn) CcCFE,C <max (U(X] )y ey o (Xn 1 )) <1 ,,>
Or, pour toute fonction croissante f sur un intervalle I de R, on a :

Va,b € I, max (f(a), f(b)) = f(max(a,b)).

(En effet, I'inégalité « > » est vraie pour n’importe quelle fonction ; pour une fonction
croissante, on vérifie I'inégalité « < » en distinguant les deux cas a < bet a > b.)
Comme o est une fonction croissante :

max (U(Xl)7 e ,O'(Xn_l)) = U(maX(Xl), . 7max(Xn_l)) =0(Y,-1)-
En reprenant ’encadrement de F,, ci-dessus et en utilisant la stricte croissance de o :
(Ynfl < U_l(yn)) CE,C (Ynfl <o l(!/n>>~

Enfin, I’événement (Yn_l = Uﬁl(yn)) est de probabilité nulle car la variable aléatoire
Y,—1 est & densité. Les deux événements encadrant F,, dans la ligne ci-dessus sont
donc de méme probabilité ; en conclusion :

P(En) = P(Yn—l < U_l(yn))'
L’énoncé aurait du rappeler la définition d’une fonction indicatrice (hors-programme) :

Q —- R
pour tout événement A€ A, 14 : { 1 siweA
w = .
0 sinon

Par définition du résultat net de I’enchére pour A,, :

= (Tn = yn)lg, (w).

T, — Yy Sl E, est réalisé
Y €9, Ry(w) = { 0 ! sinon }



11.

12.

13.

Par linéarité de ’espérance :
E(R,) = (zn — ya)E(1g,)-

En remarquant que 1p, est une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de para-
meétre P(E,,) (donc d’espérance P(E},)) :

E(Rn) = (zn —yn)P(En) = (20 *yn)P(Yn—l < Uﬁl(yn)) = (n *yn)Gn—l(Uil(yn))-

On a donc :
E(Rn) = V(xnv yn)

Or, d’aprés la partie I : pour tout x €]0, a], la fonction y €]0, S[— ~v(z,y) admet un
maximum en y = o(x).

L’espérance de R,, est donc maximale lorsque y,, = o(z,), c’est-a-dire lorsque ’ache-
teur A,, applique la stratégie o.

(a) Supposons que m > x,.
— Si A, ne remporte pas l’enchére, alors r,, = 0.
— Si A, remporte 'enchére,; alors il paye le prix m, donc : r, =z, —m < 0.

Dans les deux cas : r, <O0.

Si y, = x,(< m), alors Pacheteur A, ne peut remporter enchére que lorsque
yn =m; et dans ce cas : r, =, —m =1y, —m =0 (et on a aussi r,, = 0 dans
le cas ou A,, ne remporte pas l’enchére).

Supposons que m < x,.

— Si y, < m, alors A,, ne remporte pas ’enchére et r, = 0.

— Si y, > m, alors :
— A, ne remporte pas ’enchére si y, = m et qu’il n’est pas tiré au sort

parmi les ex aequo : 7, =0;

— sinon : 7, =z, —m (> 0).

(c) Sile joueur A,, choisit de miser le montant correspondant exactement & sa valeur

privée (x,, = yn), alors :

— dans le cas (a), son résultat net est égal a 0, qui est la plus grande valeur
possible (r, <0);

— dans le cas (b), il remporte I’enchére (car alors m < y,,) et son résultat prend
la plus grande valeur possible, x,, — m, strictement positive.

Chaque acheteur A; adoptant la stratégie o, sa mise y; est égale a o(X;).
Puisqu’il s’agit dans cette question d’une enchére au premier prix, ’acheteur paye
le prix correspondant a la plus grosse mise (la sienne d’ailleurs) :

B, =max(yi,...,yn) = max (0(X1),...,0(X,)) = o(max(Xy,...

par croissance de o (voir question 10.)

X)) = o (V).

(b) Avec le théoréme de transfert et en reprenant les résultats des questions 1.(b) et
1.(a) :

B = [ o@le)is = [ a@nf@)(F@)"de=n [ o)1) (@)da

Par ailleurs la relation () donne :

o(z)Gp_1(z) = /Ow tgn—1(t)dt

B(B,) — n/oa (/O tgn_l(t)dt> f(w)da.

x

et donc :

(c) Les fonctions u : z — tgn_1(t)dt et v = F sont de classe C' sur le segment

0
[A,B] avec 0 < A < B < au.
La formule d’intégration par parties donne :

/A ’ ( /0 ’ tgnl(t)dt) Fla)dz = K /O ’ tgnl(t)) F(x)}j _ /A Y s (2)F ()

Par ailleurs :
F(A) — 0 et

A—0t

FB) — 1

B—a~

et donc :

E(B,) = n/oa </093 tgn_l(t)dt> flx)dx = n/oa tgn—1(t) — /Oa TGn—1(z)F(z)dz
= n/oa zgn—1(z)(1 - F(z))dz.

14. Les variables aléatoires B), et Z, ont la méme espérance puisqu’elles sont égales (!).
En effet, le revenu du vendeur est égal & la deuxiéme plus grande mise ; les mises étant
ici égales aux valeurs privées : Bl = Z,.

15. Utilisons la question 2.(b) donnant une densité h,, de Z, :

E(Z,) = /Oaa: I (z)dz = /Oa x nf(r) (F(ac))"_2(n - 1)(1 - F(z))d=x

=gn—1(z) d’aprés 1.(b)

On a donc, avec la question 13.(c) :

E(Z,) = n/oa z gn-1(z)(1 — F(z))dz = E(B,)

Et en conclusion, avec la question 14. :

E(B,) = E(B,).



