HEC 2011 7 mai 2011

Exercice

1. (a) A est symétrique donc diagonalisable.
(b) On résout AX = X :

—x—i—%y—f—%z = 0 L1 —x—l—éy—&-éz =0
%x—yjtiz = 0 [2 < —gy+gz = 0 L2<—2[2+1L1
st+3y—z = 0 L3 Sy—5z = 0 L3« L3—L2
T = z
— r = =z
y = =z
1
On en déduit que 1 est une valeur propre de A et que | 1 | est un vecteur propre
1
associé.

(¢) Soit A un réel. Appliquons la méthode de Gauss a la matrice :

S S |
2
A-x=( 3 - 1
3 3 A
On permute L1 et L2 :
Ly 1
1 1
3 3 A
On remplace L2 par L2+ 2\L1 et L3 par L3 — L1 :
b
A=A~ [0 2-2)2 I+
0 $+Xx —x-1
On permute les colonnes 2 et 3 :
T
A=X~ [0 $+X 5—2\°
0 —A—1 142
On remplace L3 par L2 + L3 :
S
A-X~ |0 $+Xx  F-2)
0 0 —2X2+X+1

L’équation —222 + 2 + 1 = 0 a pour solutions 1 et —% donc A — X est non inversible
si et seulement si A € {—%, 1}. Donc les valeurs propres de A sont 1 et —%.

T
On pose X = |y
z

1
AX:—§X<:>x+y+z:0
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-1 -1
Donc les vecteurs [ 1 | et | O | sont des vecteurs propres de A associés a f%.
0 1
1 -1 -1
Montrons que la famille 11,111,160 est une famille libre. Pour cela, il
1 0 1
1 -1 -1
suffit de montrer que la matrice P = |1 1 0 | est inversible. En remplagant
1 0 1
L2 par L2 — L1 et L3 par L3 — L1 :
1 -1 -1
P~ 10 2 1
0 1 2
En remplacant L3 par L3 — %L2 :
1 -1 -1
P~10 2 0
o o 3

Donc P est inversible.

2. Soit I la matrice identité. Les coefficients de I sont tous positifs et I Xg = Xy donc I € S,
mais —I ¢ S,,. Donc S,, n’est pas un sous-espace vectoriel de M., (R).

3. (a) Soit (A, B) € S%. On pose C' = AB. On note a;j, b;j, c;; les coefficients des matrices
A, B, C.
Comme AXg = BXg = Xp, on a:

CXy=ABXy=AXy= Xy
Soit (i,7) € ({1,...,n})%

n
Cij = g @ikbr;
k=1

Comme pour tout k € {1,...,n}, a; et by; sont positifs, ¢;; est positif.
Donc C € S,,.
w1
4. (a) Soit W = | : | un vecteur propre associé¢ a la valeur propre A.
Wn,
On considére M = max(|w |, |wal, ..., |wy|) et on note k un entier tel que M = |wy].

Comme W # 0, on a M # 0 et wg # 0. On peut donc poser :

1
V=—W
W
Le vecteur V est un vecteur propre de A associé a A. Pour tout 7 € {1,...,n} :
w; |’u}1| M
Vil = 1—| = < _— = 1
| Zl Wi M = M

Et par définition de k et V : v, = 1.
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(b) Comme AXy = Xy, on remarque que pour tout ¢ € {1,...,n} :

> a=1
j=1
Par ailleurs : AV = AV donc : N
Z ai;V5 = )\'Ui
=1
En particulier, pour ¢ = k :

n
E ALV = A
j=1

Donc, en appliquant l'inégalité triangulaire (les ax; sont positifs) :
n n

N <D anslog| <D ak; =1
=1

Jj= Jj=1

Notons I, I’ensemble des entiers de 1 & n privé de I’entier k. Donc :

n
E akj:E apj — gk = 1 — agg
i=1

JEIK

Par ailleurs :

A — Akl = E akjvj

JEIk
On applique l'inégalité triangulaire :

A= are] <Y arslog] <D akg =1 - agx
JEI} JE€Ik

(c) D’apres la question précédente :
—(I—agk) K A—ape <1 —ag

Donc :
—1+2ar, <A1

Si tous les coefficients diagonaux de A sont strictement supérieurs & 2, on a A > 0.

2
Donc 0 ne peut pas étre une valeur propre de A donc A est inversible.
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Probleme

1. (a) Si f est une fonction impaire continue sur [—h, h] :

/ ’; F(t)dt =

On obtient immédiatement :
2h

h

/ (x+t)d x/ dt+/ tdt = 2xh
h —h —h

h h R 9
/tx—i—t = x/ tdt+/ t2dt 7h3
h

/h

\m
[l

>

h

o+ 1)? a;?/ dt + 2z / tdt+/ 12dt — 20%h + h3
h h
(b)
h h h h
/t(x+t)2dt = x2/ tdt+2x/ t2dt+/ t3dt
—h —h 5 —h —h
= 2x|is3
x{?’t}_h
_ 4h3z
-3

(¢) On fait le changement de variable u = +. Donc ¢t = hu et dt = hdu.

/fx—i—t /fx+huhdu— /fx+hu)

De meéme :

1 3 1
2h3/ tf(x 2h3/ huf(x—l—hu)hdu:ﬁ/_luf(x—i—hu)du

2. (a) Sik est pair, (—1)¥ = 1 donc h*(1 — (=1)%) = 0. Si k est impair, (—1)¥ = —1 donc
RE(1 — (=1)F) = 2h*.

(b) . 1 . g+l B hm . Ly
0()_5{ n+1}—1_2(n+1)( - (=0T

3, "2 3hn! a2

Go(h)_%[ n+2}—1:2(n—|—2)(1_(_1) )

/h (x+1)"dt = Zn: < Z > znk /h thdt = Zn: < Z > ok hkﬂ(l,;_le)kﬂ)
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(b)

(b)

Les termes d’indice impair de la somme sont nuls donc :

h n k+1\,.n—k
n\ (- (=D)" )z k1
t)"dt = 22"h h
/ (x+1) z +k§_2<k> P

—h

En divisant par 2h :

Sz(h) =" + n2 i ( Z > (1 — (=1)kFL)gn—k P2
k=2

2(k+1)
De meéme :
/h t(l’+t)ndt _ i < n > xnfk /h tk+1dt _ i < n > xnfk hk+2(1 - (_1)k+2)
_n P k —n P k k+2

Les termes d’indice pair de la somme sont nuls donc :

h n k+2Y,.n—k
nop 2 ne1;3 n\ (L—(=1D)")x k42
[ht(x+t) dt—gnx h +kg_3<k> [, h

R 373 .
En multipliant par $h° :

o on ~(n\ (L= (=)F2)znh o
Go(h) = nx 1+3h2;<k) ) RF—3

Comme A, et B, sont continues en 0, }Lir% h?A,(h) = }llimo h*B,(h) = 0. On en déduit
que :

: R o : . n—1
%%Sm(h)fx ; %%Gx(h)fn:z:

. x
lim u =1;

z—0t T z—0- T
Donc f n’est pas dérivable en 0.

La fonction f est paire et ¢ — ¢ f(t) est impaire, donc :

h
So(h) = %/0 tdt = %h i Go(h)=0
Donc s(0) = g(0) =0
S, (h) = F(x+h)— F(x—h)

2h
La fonction F' est dérivable en x et F'(x) = f(z), donc pour tout h € [—a, +q] :
F(x+h)=F(x)+hf(z)+o(h) et F(x—h)=F(z)—hf(x)+o(h)
On remplace dans 'expression de S, (h) :
_ 2hf(x) +o(h)
2h
On en déduit que }llli% Sz (h) = f(z). Donc s(z) = f(z).

Sz(h)



HEC 2011 7 mai 2011

5. (a) On considere la fonction v, définie par v,(0) = 0 et pour tout ¢t € [—a, 0[U]0, a] :

fla+t) - flz) —tf'(x)
t

v (t) =

Cette fonction est continue sur [—c«,0[U]0, ] car f est continue sur [z — «,x + o] et
comme f est dérivable en x :

fl@+1) = f(x) +tf' () + o(t)
Donc v, (t) = o) — o(1). Donc v, est continue en 0 donc sur [—a, ] et :
fl@+1) = f(x) + tf'(2) + tv(t)

(b) Comme lim,_,g v, (t) = 0, il existe 6 € [0, ] tel que que pour tout t € [, ],

va(t)] < &

Pour tout h € [0, 9] :

h h h op3
/ 2, (t)dt g/ t2 |vw(t)|dt<5/ t2dt = ——¢
—h —h —h 3
Donc :
30" .
— <
53 [ht ve(t)dt| < e
(¢) Avec les notations de la question précédente :
3 h
Gall) = 5 | t@)+£1 (@) + o)t
—h

h A N
= 2723 (f(x)/htdt+f/($)/ht2dt+/thUw(t)dt>

h
= ff(mH%/_ht%I(t)dt

h
/ 2, (t)dt

—h

Donc :
3

Galh) = f'(@)] = 55

<Le

Donc G, admet une limite en 0 et cette limite est f/(z). Donc g(z) = f/(x).

6. (a) On calcule :
h h h3
/ (b+ at)?dt = / b2 + 2abt + a*t?dt = 2hb? + 2a2?
—h —h

Comme :
(flx+t)— (b+at)? = (flx+1)*> =2(b+at)f(x+1t)+ (b+ at)?

On a bien :

h

h
o(a,b) = /_h(f(x +1))%dt — 2 /—h(b +at) f(z + t)dt + 2hb* + 2a2%3

Ce qui donne bien la formule demandée.
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(b) La fonction ¢ s’écrit :
©(a,b) = ki — 2koa — 2ksb + kya® + ksb?

La fonction ¢ est une combinaison linéaire de 5 fonctions de classe C? donc ¢ est de
classe C2.

g—i(m b) = —2ky + 2k4a ; %:(m b) = —2k3 + 2ksa.

Donc ¢ admet un unique point critique (a*,b*) avec :

w k2 . . ks
a_a_@w,b_i_&w
r 1 1 h h?
B(X) = 3 V(X) = 7 BX) = 5 V(hX) = =
(b) On applique le théoréme de transfert :
B(f(hX +2)) = f(h+2)P(X = 1)+ f(z)P(X = 0) = w
De méme : 2 )
Donc :
V) = BEEPSURN(fsh) )
e+ h) - f@)?
4
De plus :
E(hXf(hX + 1)) = %hf(h +a)
Donc :
Cov(hX, f(hX +a) = 1hﬂh+x)—g><i@iﬁ%ilﬁﬂ
R+ h) - fla)
4
<® ETESINENIED) fa+h) — f()
relh) = JE e el = ]

Si f(z+h) > f(z), re(h) = 1;si f(z+h) < f(x), rz(h) = —1. Il existe donc (a, b) € R?
tel que f(hX +x) = ahX +b. X(2) = {0,1}. Donc a et b vérifient f(x +h) =ah+b
et f(z) =b. On en déduit que :

f(hX +2) = (f(x + h) = f(2)X + f(z).

(d) Si f(x+h) = f(z), fF(hX +2)(Q) = {f(x)} donc f(hX + z) = f(x). La relation
précédente est encore valable dans ce cas.
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8. (a)

La fonction :
si —1<x<1
sinon

Ol

N

est une fonction densité de X . La fonction :

0 siz < —1
T — %(x—i—l) si —1<x<1
1 siz>1

est la fonction de répartition de X.

i Y1, 1

D’apres le théoreme de transfert :
! 1
E(f(hX +z) = / f(ht+x)§dt
-1

Donc E(f(hX + z) = S;(h) d’apres 1c. Toujours d’apres le théoreme de transfert :
! 1
E((f(hX +2)%) = / (f(ht +))*5dt
—1
On fait le changement u = ht. Il vient :

h
B(0X +a) = 55 [ (-t )P

Donc :

h
V(X +2)) = B(SBX +0) = (BERX +0) = g [ (fluka) P (8,0

1 1 2 1
BX f(hX + ) / hifht+2)rd =" [ i+ )at
—1 2 3 2h —1
2
Donc d’apres 1c : E(hX f(hX +x)) = %G}(h) Comme E(hX)=hE(X)=0,0na:

2

Cov(hX, f(hX +z)) = E(hX f(hX + 2) = %Gx(h)

Comme f est dérivable en O :
f(x) = f0) +af'(0) +o(x); f(—z)=f(0)—xf(0)+o(z)

Donc

[(@) ~ f(=x) _ 22'(0) + ofx)

T T

0= = 2f'(0) + o(1)

Ce qui montre que f'(0) = 0. Comme f est paire, la fonction ¢ — tf(¢) est impaire
donc on obtient successivement Go(h) = 0, Cov(hX, f(hX)) =0 et ro(h) = 0.
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(b) f'(t) =nt""1. Sin=1, f/(0) =1 sinon f/(0) = 0. On reprend la question 2b :

h2 h7L+1
Cov(hX, f(hX)) = ?Go(h) = i
Comme Sy(h) =0 :
V(f(hX)) = ! /h 2" dt = ”
S 2n ), C2n+1
hn+1
ro(h) = nt2 = 3(2n+1) X il
h? o k2 n -+ 2 |hntl]
3 2n+1
Donc :
3(2n+1)
li h)= +—-=
hE(r)l+ ro(h) n+2

10. (a) Dans 5d, on a montré que }lin%) Gz (h) = f'(x) donc d’apres 8b :
11—

2
Cov(hX, f(hX + 1)) ~h—o %f’(x)

(b) f(z) =0donc f(z+1t) =tf'(x) + tvy(¢).
1 (, h h 1 [k
E(f(hX + 1)) = Sz(h) = o (f (:c)/_h tdt—f—/_h tvz(t)dt> = %/_h tu, (t)dt
On remarque que : (f(z +t))% = 2((f'(z))? + w(t)) :
E((f(hX S *d
(X +2)2) = g0 [ (Hatope
— % <(f’(x))2/h t2dt—|—/h t2wx(t))2dt>

—h —h

h2 h

= FU@P g [ e

(¢) Soit e > 0. Comme v, tend vers 0 en 0, il existe ¢ € [0, a], tel que pour tout ¢ € [0, ] :
va(t)] < &

Soit h € [0, 8]

h h 2

h
</ tlvw<t)|dt<e/ tdt = ="
—h —h 2

‘ /_ }; tv, (t)dt

Donc

1 h
%li% 72 /_htvx(t)dt =0

De méme, comme w, tend vers 0 en 0, il existe § € [0, a], tel que pour tout ¢t € [0, 4] :

we (1) < e
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Soit h € [0,4].
h h h h3€
/ 2w, (t)dt g/ t2 |wx(t)|dt<5/ t2dt = —
—h —h —h 3
Donc
1M
’llli%ﬁ/_ht wy(t)dt =0

(d) D’apres 10c :
2

B(f(hX +x)) =o(h) ; E((f(hX +x)*) = %(f’(w))Q +o(h?)

Donc :
2

V(X +2)) = (' (@) + o(1?)

Ce qui montre que :

V(f(hX +)) ~por — (f'(2))?

B f ()
B B (fr(2))?

Si f/(z) >0 alors: lim r,(h) =1.Si f'(x) <0alors: lim r,(h) =—1.
if'(x) alors : lim 7 (h) if'(x) alors : lim (h)

Ty (h‘) ~h—0+

11. Soit f la fonction ¢ — f(t) — f(z). On a f(z) =0 et f'(z) = f'(x) # 0.

V(f(hX +2)) = V(f(hX +z) = f(z)) = V(f(hX + z))

Cov(hX, f(hX +2)) = Cov(hX, f(hX + ) — f(z)) = Cov(hX, f(hX + z))

Donc 7, (h) le coefficient de corrélation linéaire entre hX et f(hX + x) est r,(h).
Dong, si f/(z) > 0 alors hlim+ re(h) =1;si f'(x) <0 alors hlim+ re(h) = —1.
—0 —0

12. (a)
) Po(t) = 1, Pj(t) =0, P(t) =0.
Py(t) = %(tQ —-1), PFt)=t, P(t) =0
Py(t) =5t —1)2, Pj(t)=3t(t*—1), Py(t)=3(3t*—1)

(b) Le degré de P, est 2n, celui de P est 2n — k si k < 2n et si k > 2n, P est nul
donc son degré est —oo.

(¢) Il existe un polyndéme @ de degré au plus 2n — 1 tel que pour tout ¢ réel :

P (t) (" +Q(t))

~onp)

Donc :

PM(t) = 2n(2n — 1;:;' . (n+1)

n

"+ QM (t)

10
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Le coefficient dominant de P\™ est :
2n(2n—1) x...(n+1) (2n)!
an = prmnd
2nn) 2 (n!)2
Le polynoéme P,?n) est un polynoéme constant :
@2n)p _ (2n)! (2n)p _ (20)!
P0(t) = 5o + QU () = 5
(d) Montrons par récurrence que pour tout k € {0,...,n — 1}, il existe un polynome tel

que pour tout t réel :

PO(t) = (8 = 1)" (1)
s, ona: Py(t) = (2 — 1)"Ty(t).
Soit k € {0,...,n — 2}, supposons que pour tout t réel :

PP(t) = (2 = 1)"*Ti(1)

Pour k =0, avec Ty :t —

ou T} est un polyndéme. On dérive. Pour tout ¢ réel :

PMV@) = (82— 1) T + 200 — R)HE — 1) EITL()
= (-1 "HITLL ()

avec Tj41(t) = (t2 — 1)T}(t) + 2(n — k)tTk(t). La fonction Ty est un polynome. Ce
qui conclut le raisonnement par récurrence.

Comme le degré de P est 2n—k et le degré de t — (12 —1)""F est 2(n— k), le degré
de Ty est 2n — k — 2(n — k) = k. Pour tout k € {0,...,n — 1} :

PP (1) = PP (-1) =0

On montre par récurrence que pour tout k € {0,...n} :

L’égalité est évidente pour k = 0. Soit k € {0,...n — 1} et supposons que :

! _ 12\n _n(n_l)(n_k+1) ! n+k _ \n—k
/1(1 T T [1(1+t) (1= )" hdt

On integre par parties :

1 n+k+1 1
_ 1+ ¢)ntht _
1+t — ke = (71—#”“
,/_1( +) ( ) |: n+k+1 ( ) 1
n—~k 1
+n+k+1/ (1+t)n+k+1(1_t)n—k—1dt
B n—k /1_(11+t)n+k+1(1_t)n(k+1)dt
on+k+1),

On en déduit que :

! —1)...(n—k+1) n—k !
1—¢2 ndt:”(” / 14 p)ntktl ] _pyn—(k+1) gy
/_1( ) (n+1)...(n+k) Xn+k+1 _1( +1) (1-1)

11
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Ce qui termine le raisonnement par récurrence. En particulier pour n =k :

/1(1—t2)ndt — m/1(1+t>2ndt
1 n+1)...(2n) J_;

22n+1p)

n+1)...(2n+1)
22n+1(n!)2

(2n +1)!

13. (a) On integre par parties :
1 1
| ropwi = [ropew] - [ RO @
-1 - -1

(n— 1)(

Comme Py, 1) = P7(,,n71)(1) =0, on en déduit 1’égalité demandée.

(b) On montre par récurrence que pour tout k € {0,...,n} :

/ " RWP (1)t = (1) / " RO PO (1)t

Ce qui montre, en particulier, 1’égalité demandée.

(c) Sile degré de R est strictement inférieur a n, R(™ est le polynome nul donc :
/ R()P™ (8)dt = (— )”/ RO () Py (t)dt = 0

(d) On applige 13b avec R = P .

[ owra=cur [ peowpoa

-1

D’apres 12c¢ :

/ (e )2t = (-1 2 / P

—1 2"7’1'

D’apres 12e :

) 1 N (_1)n 22n+1(n!)2 n2n+1 x n!
/P = o1 (1—t2) dt = oo X ':(—1)7'
2 n! J_; 2nn! (2n + 1)! (2n + 1)!
On en déduit :
/1 (P (1)) 2t = (2n)! 2t xml 2
" 2! (2n4+1)! 2n+1

14. (a)
21h00,/ f(z + ht)Py(t)dt = Sy(h)
Donc Lo(z) = f(z).
2%11'/ f(z+ ht)P](t)dt = G.(h)
Donc Lyi(x) = f'(z).

12
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(b) La formule établie en 13b, reste valable si R est une fonction de classe C*°. On applique
donc cette formule avec R : ¢ — f(x + ht).

RM™ () = A" £ (2 + ht)

Donc :

/1 Fa + ht) P (1)dt / FO (@ 4 ht) x (1= £2)"dt

1 = onpl

‘/_11 (f(") (z + ht) — f™ (33)) 1- t2)"dt’ <o /_11 ‘f(”) (z + ht) — f™ (x)‘ dt

Par changement de variable u = ht :

/ |7+ by = £ )t = / 70 4 u) = £ (@)

—1 —h
11 existe une fonction v, continue sur [—a, o] telle que, pour tout ¢ € [—a, a] :

FO @+ t) = F () + £ (@) + ton ()

Donc :

1" 1"
*/IﬂMu+w—ﬂ“uwﬁ<*/ 1|70 (@) + v (1) b
ho, -

La fonction t — | f("*1)(z) + v,(t)| est continue sur [—a, a] donc bornée. Soit K un
majorant de cette fonction.

1 [h 1"
i [ s - r@)|de< Gk [ jdde=kn
h _h h —h

Ce qui montre que :

‘/1 (f(n)(erht)ff(n)(x)) (1t2)ndt’ < " Kh

D’apres le théoréeme des encadrements :
1

Tim (f<"> (z + ht) — f(")(:z:)) (1—2)"dt =0

h—0t+ J_4

On en déduit aussi que :

O gt = (0 (@) [ (1— Pyt = 2 O ey
li n (1 —t2)"dt = f 1 —t)dt = ————2—f("
Jim [ @ n1 == @) [ (1= T )
D’apres 14b :
(2n+1) . (2n 4 1)! .
ES Y™ |/ f(x + ht)P™ (t)dt —2%“ e / F™ (@ + ht)(1 - ¢2)"dt

Donc L, () existe et L, (z) = ™) (z).

13
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15. (a) On remarque que pour tout k € N, le degré de P,gk) est k. Comme la dimension de

R, [X] est n+1, il suffit de montrer que la famille (P;gk))ke{o,..wn} est libre. On raisonne
par récurrence sur n.

Initialisation : Py est non nul donc il forme une famille libre. Soit n € N et supposons
que (P,gk))ke{o _____ ny est libre. Soit (ag, a1, ..., ant1) € R™*2 tel que :

n+1
S e =0
k=0

En dérivant n + 1 fois cette égalité, on a :

n+1
Z akP,in+1+k) =0
k=0

Pour tout k € {0,...,n}, P,g"+1+k) =0, donc ans1 P = 0. Comme P,(Li"lH) #0,

n+1
on a anpy+1 = 0. Donc :
n
k
Zakplg ) =0
k=0

D’apres 'hypothese de récurrence a9 =ay = ---a, = 0.
(b)
1 n 1 n 1 . .
[ @upa=3(a [ Pora)cr Y (wo [ P00 w)
-1 k=0 -1 0<i<j<n -1

D’aprés 13¢, sii < j (on prend n =j et R = Pi(i)) :

D’apres 13d :

1
(k) 2 2
P =
/_1< O 0)) 2t = 5

Donc :

1 n 9
/ (@t =3 5"l

—1

(¢) On développe :

1
-1 1

@n(Qn)z/ (f(x+at))2dt—2/_1f(:c+ozt)Qn(t)dt+/_ (Qn(t))%dt

On exprime le deuxieme terme en fonction des yy, :

1 n 1 n
/ fla+at)Qu(t)dt =" ax / fla+at) PP @)dt =3 apy,
-1 k=0 -1 k=0
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Il vient :

1 n n
®,(Qu) = [ (o at)dt =23 a+ Y 5ot
k=0

-1 k=0

On remarque que pour tout k € {0,...n} :

2 ( 2k + 1 )2 2k+1 ,
ag — E] ——5—

2
—2apy + ——aj, =

2% + 1 2% + 1 2 2 Uk
Donc :
1 n 2 n
2 2k + 1 2k +1
2 2
n n) — dt — _
0@ = [ (loranpansy o2 (-2 ) - 2,
k=0 k=0
(d) VQ, € R,[X] :
1 n
2k + 1
©,(Qu) > [ (loraniar -y 2
-1 k=0
Il y a égalité si, et seulement si, pour tout k € {0,...,n} :
2% + 1 .
ag = D) Y = ay
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