MATHEMATIQUES II - ESSEC E 2020

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour May’o@-ﬁe??w

Ce sujet s’intéressait a4 des problémes de biais statistiques.

Partie I - Biais par la taille, exemples discrets

1. On suppose que le nombre d’enfants dans une famille francaise est une variable aléatoire X. Pour
connaitre la loi de X, une idée serait d’interroger les éléves d’une école pour connaitre le nombre
d’enfants dans leur famille. On suppose que X suit la loi binomiale de parameétres n = 10 et p = 1/5.
On note p, = P(X = k) pour k € {0,1,...,10}.
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a) i. D’apres le cours sur la loi binomiale : Vk € {0,1,...,10}, px = ( ) (—) (—) )

kE J\5/ \5
ii. Toujours d’aprés le cours sur la loi binomiale : "E(X) =10 x . = 2.
iii. Enfin, d’aprésle cours: Var(X) = 10x é x% = g, et d’apres la formule de Koenig-Huygens :
Var(X) = B(X?) — BE(X)* < E(X?) = Var(X) + B(X)* = g +4= %

10
b) Soit M le nombre de famille & k enfants, M = Z M, le nombre total de familles

k=0
(donc py, = My /M).

Soit Ny, le nombre total d’enfants (c’est-a-dire dans toute la population) qui font partie d’une
10

famille a k£ enfants, et N = Z N le nombre total d’enfants dans la population.
k=0
i. Le nombre total d’enfants qui font partie d'une famille & k& enfants est logiquement égal a

M,
kka,soitNk:kxﬁkxM:kpkM.

10 10 10 10
ii. Onaalors: N = Z Ny = Z kppM = M Z kpy, ol Z kpy. est par définition ’espérance
k=0 k=0 k=0 k=0
de X, qui vaut 2, donc: N =2M <= N/M = 2.

iii. La proportion des enfants qui proviennent d’'une famille a k£ enfants est donc :
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d’apres les deux questions précédentes.

¢) On choisit une personne au hasard dans la rue, a qui 'on demande combien d’enfants ses parents
ont eu (lui ou elle inclus). On note Y ce nombre d’enfants.

i. Pour tout entier k de {1,2,...,10}, la probabilité P(Y = k) est celle d’avoir interrogé une
personne qui vient d’une famille & k& enfants, qui correspond bien a la proportion pj = kpy /2.



ii. La variable aléatoire Y a pour univers-image {1,2,...,10}, elle est donc finie et admet une
espérance donnée par la formule :

10 10 10
1 E(X?) E(X?)
EY)=)Y kP(Y=k)=) Ep/2==) Kp= =
)= kB =0 = Yokt = 15 e = P B
k=1 k=1 k=0
2 14
iii. Avec les valeurs obtenues en 1.a) :  E(Y) = 87/5 =5 = 28>2=FE(X).

Le biais et [’espérance supérieure pour Y est ici logique : si on interroge une personne, alors
elle fait forcément partie d’une famille ayant eu au moins un enfant! Toutes les familles sans
enfant sont donc ignorées dans le calcul de Y .

2. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, non identiquement nulle et admettant une espérance.

Pour tout entier ¢ > 0, on pose ¢; = ﬁ]?()( =1).

a) Comme on a supposé que X admet une espérance, alors la série de terme général

g = E(X) AP(X = i) est a un facteur pres, celle qui définit cette espérance, donc elle converge

et a pour somme totale :

+00 1 +oo> » 1 +OO' |
;Qi:mgzp(xzz)IW;ZP(X:Z):W-EQQ:l

(le terme de la somme pour ¢ = 0 étant nul, on peut le faire apparaitre a loisir dans la somme.)
La suite (g;);>o définie ci-dessus définit done bien une loi de probabilité. On considére la variable

aléatoire X* dont la loi est donnée par les ¢; : Vi € N*, P(X* =1) = %P(X =1).

On dit que X* suit la loi de X biaisée par la taille.

b) On suppose que X admet un moment d’ordre 2 : la série ZiQ]P’(X = i) est donc convergente,
i>0

1
E(X)

c’est donc aussi le cas de la série de terme général (positif) iP(X* = i) = 4*P(X = 1), donc
X* admet une espérance qui vaut :

= . 1 K, .
B(X*) = mz;z P(X =) = mz;z P(X =) = 50X

¢) Si E(X?) existe, alors X admet aussi une variance donnée par la formule de Koenig-Huygens :
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Var(X) = E(X*)—-E(X)* =

d) Une variance est toujours positive, et X est une variable aléatoire a valeurs dans N non identi-
quement nulle, donc E(X) > 0. Les régles de signes du produit assurent alors que :

Var(X) > 0 < E(X)(E(X*") — BE(X)) > 0= E(X*) — B(X) > 0 — E(X*) > E(X)

3. a) Soit A un réel strictement positif. On suppose que X est une variable aléatoire qui suit la loi de
Poisson de paramétre \. Soit X* une variable aléatoire suivant la loi de X biaisée par la taille.

i. D’apres le cours sur la loi de Poisson :  E(X) = A, donc la loi de X* est donnée par :
1 N )\z L )\z‘—l

Vie N, P(X"=i)= X.i.e* e =)




ii. Les variables aléatoires X* et X +1 ont alors le méme univers-image N*, et le calcul précédent
fait clairement apparaitre que pour tout ¢ de N* :

P(X*=i)=P(X =i—1)=P(X +1=1)

Donc X™* et X + 1 suivent la méme loi.

b) Réciproquement, on suppose que X est une variable aléatoire a valeurs dans N admettant une
espérance non nulle, telle que X* et X + 1 suivent la méme loi.

i. Pour tout entier £ > 1, on a donc :

1 E(X
PIX" = b) =P(X+1 =) <= s WPX =) = P(X =k-1) = P(X = h) = %P(X = k—1)
ii. On peut alors enchainer avec une récurrence simple pour montrer que la propriété
E(X)*
Pk): "P(X =k) = (k') P(X =0)” est vraie pour tout k € N :
E(X)°.
pour k=0 : <()‘ ) P(X =0) =P(X = 0), donc P(0) est vraie.
Supposons P(k) vraie pour un certain k € N, et montrons qu’alers P(k + 1) est encore
E(X k+1
vraie, soit : P(X =k+1) = ﬁP(X =0).
E(X E(X E(X)*

D’aprés la question i. : P(X =k+1) = %P(X =k) = k<—|—1) X (k;‘) P(X =0) =

E(X)kHIP(X 0), donc P(k + 1) est vraie si P(k) l'est

_— = n vraie si )

(k+ 1)! ’

La propriété est intialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout k£ € N, d’aprés le
principe de récurrence.

E(X)*
iii. Onadonc:Vk e N, P(X =k) = (k;' ) P(X = 0), ou on doit encore déterminer P(X = 0);

par définition d’une variable aléatoire, ici a valeurs dans N, on doit avoir :

+oo +oo k
E(X
Y PX=k)=1+= P(X=0)) (k') =1 <= P(X=0).e"¥ =1 = P(X =0) = PX
k=0 y

E(X)*
De sorte que :  Vk €N, P(X =k) =B, (k')

X suit une loi de Poisson dont le paramétre est logiquement égal & son espérance.

, c’est-a-dire que la variable aléatoire

On vient donc de montrer que les seules variables discrétes X dont la loi biaisée par la taille,
est la méme que celle de X + 1, sont celles qui suivent une loi de Poisson.

4. Le paradoze du temps d’attente du bus. Soit n > 1 un entier naturel, et soit  une variable aléatoire
a valeurs dans {1,...,n} telle que pour tout 1 < k£ < n, P(X = k) > 0. On suppose qu’a un arrét
de bus donné, les intervalles de temps entre deux bus consécutifs, exprimés en minutes, sont des
variables aléatoires indépendantes, de méme loi que X. Une personne arrive a cet arrét a un instant
aléatoire, et se demande combien de temps elle va attendre.

a) Une premiére idée est que la personne arrive & un instant uniforme entre deux arrivées de bus,
séparées par un intervalle de X minutes. On note 7' la variable aléatoire qui représente le temps

d’attente, & valeurs dans {1,...,n}, et on suppose donc que pour tout entier k de {1,...,n},
Ppx— k](T—j)—l//{Z811<j ket]P’[X W(T=j7)=0sij>k.
i. Pour tout entier k € {1,...,n} :

z’“:_l k(k+1)  k+1
—~ ok 2 2
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ii. Par conséquent :

:% (k+1D)P(X =k) =

k=1

(d’aprés le théoréme de transfert pour la derniére étape.)

iii. La variable aléatoire T est finie puisqu’a valeurs dans {1,...,n}, donc elle admet une espé-
n

rance qui vaut : E(T) = ZjIP(T =

Or chaque probabilité P(T" = j) peut étre exprimée a l'aide de la formule des probabilités
totales avec le systéme complet d’événements ([X = k])1<x<n, associé & X :

n

Vie{l,...,n}, P(T=j)=> P(X =k)Px_y(T =)

k=1

On a donc en effet :

n

ZZP = k) Pxagg (T =) = Y > JP(X = k) Px—y (T = j)
Jj=1 k=1

7=1 k=1

iv. Dans cette sommation double, les deux symboles sommes ne sont pas interdépendants donc
on peut les changer d’ordre sans que cela ne change la valeur finale de la somme. Les résultats

E(X +1)

5 .

b) En réalité, en arrivant a 'arrét de bus, on "tombe" dans un intervalle entre deux bus de maniére
proportionnelle & sa taille (plus l'intervalle est long, plus on a de chances de "tomber" dedans) :
Iintervalle de temps est X*, suivant la loi de X biaisée par la taille. Le temps d’attente T
vérifie donc en fait, pour tout k € {1,...,n}, Pxp(T* = j) = 1/k si j € {1,...,k} et
]P)[X*:k]<T* :j) =0sij >k

des deux questions précédentes sont donc égaux, et on a bien E(T) =

i. C’est le méme calcul qu’en a)i. : pour tout entier k € {1,...,n},
n k
J , 1 . k(k+1) k+1
]P) * T = . _ — — —
E JPx-=i (T = 3) E E 7.0 kE J o 2
7=1 j=k+1 j=1

ii. La variable aléatoire T™ est toujours finie, et admet une espérance qui vaut :

=Y P(T = Z Z]P xoi)(T* = ) ZZ)P "= k) Ppye—y (T* = j)
j=1 Jj=1 k=1

7=1 k=1

iii. Si on échange les deux symboles sommes (opération licite), on obtient :

3 SR E(XC+1)
:;]P’( Z]P[X* W(T* =) = Z]P =

7j=1

iv. On a vu a la question 2.d) que E(X*) > E(X), donc E(X*)+ 1> E(X)+1
< E(X*+1) > E(X + 1) par linéarité de ’espérance, ce qui démontre bien
que E(T*) > E(T).



Deuxiéme partie : biais par la taille, propriétés

5. Biais par la taille : le cas de variables a densité. Soit X une variable aléatoire positive de densité
f et admettant une espérance E(X) strictement positive (donc f(z) = 0 pour tout x strictement
négatif).

On définit la fonction g par g(z) = EfX)f(a:) pour tout x réel.

a) La fonction g est nulle sur | — oo; 0] car f 'est, et pour tout = > 0, g(z) = ﬁf(x) est positif
puisque x > 0, f(z) = 0 (f est une densité) et F(X) > 0.
La fonction g est continue sur | — oo; 0] comme fonction constante, continue sur ]0; +o00[ comme

produit de fonctions continues sur cet intervalle (E(X) étant un terme constant), donc g est
continue sur R sauf peut-étre en 0.

Enfin, sous réserve de convergence :

/:Og(a;)dx:/:o dx+ﬁ/o+ooxf(x)dx

+oo
Comme f est nulle sur | — 00;0[ et X admet une espérance, alors / xf(z)dx converge et
0
+oo 1
vaut F(X), donc / g(x)dr = WE(X) = 1, ce qui achéve de démontrer que g est bien

une densité de probabilité d’une variable aléatoire positive (puisque g(z) est nul pour tout x
strictement, négatif).

Soit une variable aléatoire X* dont la densité est g. On dit que X* suit la loi de X biaisée par la
taille.

b) Soit a un réel strictement positif.
i. D’aprés le cours : la variable aléatoire a X, transformée affine de X, a pour densité la fonction
1 xz—0 1 . /x
B0 - 1)
|al a a’ \a

Si on veut vraiment refaire la démonstration, on calcule la fonction de répartition de aX :
pour tout réel x,

Fux(2) = PlaX < 2) "2 P(X < 2) = Fx(2)

Comme X est une variable & densité, Fix est continue sur R, de classe C' sauf peut-étre en
. . . T X .
un nombre fini de points. La fonction affine x — — étant de classe C* sur R, par composition

a
F,x est bien continue sur R, de classe C! sauf en un nombre fini de points et aX est une

variable a densité, dont une densité est obtenue par dérivation de F,x la ou c’est possible :
1 x 1,z
Fls(x) = = F% (—) = —f(—) l1a ol la dérivée est bien définie, et on peut arbitrairement
a a a’ a
choisir I'expression finale —f(—) pour tout x réel, pour une densité de aX.
a” a

ii. Au vu de ce qui précede :
T 1

e une densité de la variable aléatoire (a.X)* est la fonction x +— F(aX) gf(g) = (EEL(X)JC(E)

par linéarité de I’espérance.
1 z/a ,,x x x
B E'E(X)f(a) B a?E(X)f(E)'
Les variables aléatoires (a.X)* et a x X* admettent donc la méme densité, et suivent par
conséquent la méme loi.

1z
e une densité de a x X* est la fonction x — —g(—)
a



¢) Une propriété importante. Soit h : [0;+o0o[— R une fonction bornée et continue sauf éventuelle-
ment en un nombre fini de points; il existe donc un réel positif M tel que: Vz € R, |h(z)| < M.

D’aprés le théoréme de transfert, I’espérance E (X h(X )) est alors bien définie si et seulement si

+oo
l'intégrale / xzh(z) f(x)dx est absolument convergente.

oo

La fonction z — xh(x)f(z) est nulle sur | — oo; 0] puique f 'est, et pour tout z > 0,

[wh(z) f(x)| = = f(z)|h(z)| < M.xf(z).
+oo
Or l'intégrale M. xf(z)dx converge puisque X admet une espérance. Par comparaison

0
d’intégrales de fonctions continues (sauf en un nombre fini de points) et positives, l'intégrale

+o0
/ zh(z) f(z)dz est absolument convergente ; ainsi, E(Xh(X)) existe et
0

+oo “+o0o T +0oo .
E(Xh(X)) = / zh(z) f(x)de = E(X)/ h(:p)E(X)f(x)dx = E(X)/ h(z).g(z)dz = E(X).E(h(X"))
0 0 0
toujours d’aprés le théoréme de transfert et le fait que g est une densité de X* nulle sur | — oo; 0].
La convergence absolue de I'intégrale impliquait au passage le fait que X* admet une espérance,
et donne donc la relation :

B(XMX)) = EX).E((X") = E((X) = £ B(Xh(X))

On pose alors la définition suivante (que la variable X soit & densité ou non) : si X est une variable
aléatoire réelle positive d’espérance E(X) strictement positive, on dit que la variable aléatoire positive
Y suit la loi de X biaisée par la taille si on a

E(h(Y)) = ﬁE(Xh(X))

pour toute fonction h : [0; +0o[— R bornée et continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini
de points.

6. Dans cette question, on se fixe f: R —= R et g: R — R deux fonctions croissantes. Soit X une
variable aléatoire telle que les espérances E(f(X)), E(g9(X)) et E(f(X)g(X)) soient bien définies.

a) Pour tous réels x; et x5 :

si x1 < z9, alors par croissance de f et g sur R, f(x1) < f(22) et g(z1) < g(x2)
donc (f(z1) — f(x2)) (9(z1) —g(x2)) est positif comme produit de deux facteurs négatifs.

Sinon bien sir, z1 > x5 donc f(z1) = f(z2) et g(z1) = g(x2) et (f(z1) — f(22)) (g(z1) — g(22))
est encore positif comme produit de deux facteurs positifs cette fois.

b) Soient X;, X, deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi que X : vu les hypothéses
faites sur X, on peut utiliser la linéarité de 'espérance pour écrire, sous réserve d’existence :
) )

E((f(X0)—f(X2))(9(X1)=9(X2))) = B(f(X1)9(X1))—E(f(X1)9(X2))—E(f(X2)g(X1))+E(f(X2)9(X2))
L’indépendance de X; et X, entraine celle de f(X;) et g(X5), ainsi que celle de g(X;) et f(X3)
d’apres le lemme des coalitions, donc E(f(X1)g(X>)) = E(f(X1)) x E(9(X3))
et B(/f(X2)g(X1)) = B(f(X2)) x E(g(X1)).

De plus, comme X et X5 suivent la méme loi que X, alors E(f ) = E(f(XQ)),

(f(x
E( (Xl)) = E(9<X)) E(Q(Xz)) et E(f<X1)g(X1)) = E(f(X)g ) E( X) ))7 donc
I’espérance envisagée au départ existe bien et vaut :

E((f(Xl) - f(Xz)) (Q(Xl) - Q(XQ))) = 2E(f(X)g(X)) - 2(f(X))E(g(X))



c)

La question a) a prouvé que la variable aléatoire (f(X1) — f(X2)) (9(X1) — g(X2)) est positive;
la propriété de positivité de I'espérance (qui existe bien pour cette variable aléatoire) assure alors
que :

E((f(Xl) - f(XQ)) (9(X1) - Q(XQ))) 20 — 2E(f(X)g(X)) - 2(f(X))E(g(X)) 20

— E(f(X)9(X)) = E(f(X))E(9(X))

7. Dans cette question, on suppose que X est une variable aléatoire positive d’espérance strictement
positive, et telle que E(X™"!) existe pour un entier m > 1 donné.

a)

b)

Soit p un entier naturel tel que 1 < p < m.
i. Soit x un réel positif, on distingue deux cas :
e soit 0 < o< alors 0 <aP <1 <1 +amth
e soit x > 1, et alors puisque p < m + 1, 2P < 2™ <14 2mth
On a bien démontré que : Vo € Ry, 0 < 2P < 1+ 2™,

ii. De ce qui précéde on déduit que pour la variable aléatoire X positive introduite plus haut,
0 < XP <1+ X™: comme E(X™!) existe, alors F(1 + X™"!) existe également et par
majoration (et croissance de 'espérance), on en déduit que F(XP?) existe.

On utilise ici une propriété trés générale pas tout a fait dans le programme officiel : il aurait
stirement fallu préciser si X était une vartable aléatoire diseréte ou a densité, car dans chacun
des deux cas on disposait d’un critére pour rédiger précisément.

Si par exemple X est une variable & densité et positive : alors d’aprés le théoréme de transfert,
+oo

E(XP) est bien défini si et seulement si 'intégrale / 2P f(x)dx est absolument convergente.

—00
Comme x +— 2P f(x) est nulle sur | — 0o; 0[ et positive sur [0; +-o00[, cela revient & montrer la

400
convergence simple de / 2P f(z)dx.
0

Or pour tout z > 0: 0 < a? < 14 ™! 180 <2l f(z) < flz) + 2™ f(z).

“+o0o
Or E(X™*) existe, donc / (f(z) +a™" f(x))dz converge et vaut 1+ E(X™) : par
0
comparaison d’intégrales de fonctions continues (sauf peut-étre en un nombre fini de points)

+oo
et positives, l'intégrale / 2P f(z)dz converge et E(XP) existe.
0

™ siz >0
Avec les fonctions f: z+—z et g: = +— , bien définies et croissantes sur R :
0 sinon

d’apres ce qui précéde, et puisque X est une variable aléatoire & valeurs positives,
E(f(X)) = E(X), B(9(X)) = B(X™) et E(f(X)g(X)) = E(X™) sont bien définies, donc le
résultat de la question 6.c) s’applique, qui s’écrit dans ce cas :

E(X™) > E(X)E(X™)

On a dans cette question un probléme de définition : travaille-t-on toujours avec une variable a
densité comme dans la question 5., a I'issue de laquelle pourtant I’énoncé définissait plus généra-
lement la loi de X biaisée par la taille ? Le probléme est que la fonction x +— 2™ n’est stirement
pas bornée sur R...

Rédigeons donc cette question en supposant que X est une variable aléatoire positive dont la
densité f a les propriétés annoncées au début de la question 5.

D’aprés le théoréme de transfert, E((X*)™) existe si et seulement si 'intégrale



+oo +oo 1
/ 2mg(x)dx = / mxmﬂf(:c)dx, est absolument convergente. Comme il s’agit, a un

prés, de l'intégrale qui définit £(X™!) qui existe, cette intégrale est bien absolu-

[e.9] — 00

fact 1
acteur

E(X)
ment convergente, et X* admet un moment d’ordre m qui vérifie :
E(Xm—i-l)

E(<X*)m) = B(X)

> E(X™) d’aprés la question précédente

8. Pour A un événement, on note 1 4 la variable aléatoire définie par 14(w) =1siw € Aet Ty(w) =0
sinon. Pour tout réel ¢, on définit la fonction g, : = = Ly, oo().

a)

0 siz<t
La fonction g; : = — est représentée ci-dessous (¢ est arbitrairement choisi) :
1 stix>t

~t——

Il s’agit bien d’une fonction croissante sur R : prouvons-le en prenant deux réels x et y quelconques
tels que x < y. Il y a alors trois possibilités :

e soit x <y < t, alors g;(x) =0 < 0= g(y)

e soit x <t <y, alors g:(x) =0 < 1= g(y)

e soit t < x <y, alors gy(x) =1<1=g(y)
On a donc bien :  V(z,y) € R?, z <y= gi(x) < q:(y).
Soit X une variable aléatoire positive admettant une espérance. Cette fois la fonction g; est bien
bornée sur R (par 0 et 1) en plus d’étre croissante, et continue sur R sauf au point ¢. On sait donc
que E(th(X)) existe, de méme que F(X), ainsi que E(gt(X)) ; le résultat de 6.¢) s’applique
avec les fonctions x — x et g; toutes deux croissantes sur R, qui donne :

E(Xg(X)) 2 E(X).E((X))

Or E(g(X)) = P(X > ) : en effet, g,(X(w)) = 1 si X(w) > ¢ et 0 sinon, donc g,(X) est la
variable de Bernoulli de succés [X > t], et par conséquent son espérance est la probabilité de
sucees : E(g(X)) =P(X > t).
Comme de méme, E(gt(X*)) = P(X* > t), la définition posée a la fin de la question 5. permet
d’écrire :
1 1
E(g(X")) = =—FE(Xq(X)) > —— FX)P(X >t PX*">t)>P(X >t
(X)) = g EK0X)) 2 gy B BX > 1) = B(X" > 1) > P(X > 1)

Mais la encore les problémes de définition persistent... Ce résultat signifie en tout cas que X*
domine stochastiquement X.

9. Soient X1, X, ..., X, des variables aléatoires positives, indépendantes, non nécessairement de méme
loi. On suppose qu elles admettent toutes une espérance strictement positive, et on note p; = F(X;).

De plus, on pose i = Z’”" et Sy —ZX

a)

=1 =1
Puisque les X; admettent chacune une espérance, la linéarité de I’espérance permet d’affirmer que
S, admet une espérance qui vaut :

= ZE(Xi) = ZIM =M
i=1 1=1



b) Soit J une variable aléatoire & valeurs dans {1,...,n}, de loi P(J = k) = u/p.

Si les variables aléatoires X; sont de méme loi, alors elles ont aussi la méme espérance :

1
VEk € [1,n], ur = p1 (par exemple), mais alors p = n.u; et P(J = k) = L — 2 comme on
npy  n
pouvait s’y attendre, J suit dans ce cas la loi uniforme sur {1,... ,n}.
On considére X7, ..., X des variables aléatoires indépendantes, indépendantes de X3, ..., X,,, telles

que, pour tout 1 < ¢ < n, X, suive la loi de X; biaisée par la taille.
Soit aussi J une variable aléatoire de loi P(J = k) = p/u, indépendante de Xy, X7, ..., X, X

On considére la variable aléatoire X ; = ZXjﬂ[J:ﬂ et on définit 7,, = S, — X; + Xj. Autrement

J=1
n

dit, on choisit un indice aléatoire J et, dans la somme Z X;, on remplace X; par X7j.
i=1
¢) Soit h : [0;+oo[— R une fonction bornée et continue sauf éventuellement en un nombre fini de
points.

i. Dans la somme Z L=y, un et un seul des termes est égal a 1 puisque par définition d’une
i=1
variable aléatoire, un seul des événements [J = i] pour 1 < i < n, est réalisé. Cette somme
est donc constamment égale a 1, et on peut effectivement écrire :

Zﬂ[] Z]—Zh H[J Z]_ZhS XJ+X) ZhS X+X )]l[ i)

=1

puisqu’en toute rigueur, et selon le principe expliqué dans I’énoncé,
n

h(Sy— X+ X5) = h(Sy — Xi + X)Ly

k=1
et donc 1(S, — X; + X5) L=y = Y h(Sy = Xp + X)L =g L=y
k=1
1:]1[J:2‘] sii=Fk
ou : Lpjepy L=y = , ce qui signifie que seul le terme pour k = ¢
0 siit#k

subsiste de la derniére somme, d’ou le résultat voulu.

ii. Par linéarité de Pespérance (toutes les espérances existent car h est bornée), on en déduit :
=" E(h(Su— X4+ X]) ”ZE (h(Su—X,+Xx7)) & Z]P’ (h(Su—Xi4X7))

(1) : par indépendance de J vis-a-vis des X; et X} (et donc, par le lemme des coalitions,
L= et h(S, = X; + X7) sont indépendantes).
(2) : parce que comme on a déja eu I'occasion de le voir, F(14) = P(A) pour tout événement
A, donc E(1j—y) = P(J =1).
d) Pour i € {1,...,n} et tout réel s : la fonction k : = +— h(s+ x) est bornée et continue sur R
sauf peut-étre en un nombre fini de points, car c’est déja le cas de la fonction h.
On peut donc écrire, en application de ce qui a été définie pour la loi biaisée par la taille :

E(h(s+ X7)) = E(k(X])) = ﬁE(Xik(Xi)) _ iE(Xik(Xi)) _ iE(Xih(s LX)

[’énoncé admettait alors que ceci permettait d’en déduire 1’égalité

E(h(S, — X, + X)) = iE(Xih(Sn)).



e) En combinant les deux résultats précédents, on déduit :

E(W(T,) = ZP LB (Xh(S)

Qp (ZX P(J h(S )) 2 E(h(Sn)ZXi.l)

3 1 E(Sah(Sn))
= —FE(S,h(S,)) = ——=5——
($u0(5.)) = s
(1) : par linéarité de I'espérance
) ) i 1 1
2) : puisque P(J =1) = —, alors P(J =1i).— = —.
@) (7=1) = & alors P(J = ). =
1 1

; = E(S,) étant une constante, et parce que S, = ;XZ

f) Le résultat précédent étant vrai pour toute fonction h bornée, continue sur R sauf peut-étre en
un nombre fini de points : T}, correspond, d’aprés la définition donnée a la fin de la question 5.,
a une variable aléatoire qui suit la loi de .S,, biaisée par la taille.

(3) : par linéarité de ’espérance

Troisiéme partie : Applications en Statistique

On s’intéresse maintenant au cas ou le biais par la taille peut étre utilisé en statistique, pour construire
des estimateurs non biaisés. Une compagnie d’électricité posséde n clients (n € N* donné). Lors de
n années écoulées, le ¢ client a payé x; euros (z; > 0), mais a en réalité consommé une quantité
d’électricité correspondant & y; euros (y; > 0). La compagnie sait combien ses clients ont payé, et elle

souhaite estimer le rapport
= (L u)/(Xw)

i=1 =1

pour déterminer a quel point elle a mal facturé ses clients.
10. Soit m un entier fixé tel que 1 < m < n. On note P, 'ensemble des parties A C {1,...,n} de cardinal
m : on sait que leur nombre est égal & (T’;), et on considére alors une variable aléatoire R, a valeurs

dans P,, et de loi uniforme, c’est-a-dire que chacune de ces parties qui sont les combinaisons d’ordre

1
m parmi n, soit choisie avec la méme probabilité : pour toute partie A de P,,,, P(R = A) = (—

)

Remarque : on travaille donc ici avec une variable aléatoire R qui est 4 valeurs dans
un ensemble de parties, et pas dans R : toute cette partie est donc totalement hors-
programme...

On souhaite écrire un programme pour choisir ’ensemble R au hasard.

a) On considére la procédure suivante : on prend un premier élément s; uniformément dans {1,...,n},
puis un deuxiéme élément s, uniformément dans {1,...,n}\ {s1}, etc... puis un m-iéme élément
Sm uniformément dans {1,....n}\ {s1,...,Sm_1}. On note S = (s1,..., ), qui est un m-uplet
aléatoire.

i. Au vu de la procédure de choix des m éléments de S, on a pour tout m-uplet (ay,...,a;)
d’éléments distincts de {1,...,m} :

]P)(S = <a17 . 7am)) = P([Sl = al] n...N [Sm = am])
= P(Sl = al) X P[sl=a1]<32 = CLQ) X ... X ]P)[81=041}ﬂ... [Sm—1=am_1}<8m — am)

1 1 1 1 (n —m)!
n n-—1 n—(m—-1) (mh—-m+1)..(n—1)n n!
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b)

ii. On note R = {s1,..., Sy} 'ensemble des entiers tirés lors de la procédure décrite plus haut
(Pordre dans lesquels ils ont été tirés n’'importe plus).

Tout sous-ensemble A = {ay,...,a,,} C {1,...,n} dans lequel I'ordre ne compte pas, peut
voir ses éléments permutés de toutes les facons possibles pour en faire a chaque fois un
m-uplet S = (b, ..., b,) ou cette fois 'ordre compte ; par exemple, le sous-ensemble {1, 3,4}
donne les triplets (1,3,4),(1,4,3),(3,1,4),(3,4,1), (4,1,3),(4,3,1).

Pour chaque partie A de {1,...,n} & m éléments, il y a m! facons de permuter les éléments
de cette partie, et donc autant de m-uplets qui ne correspondent qu’a cette partie.

La probabilité que le m-uplet tiré donne lieu a la partie A lorsqu’on ne tient plus compte de
I’ordre, est donc égale a :

ol (n—m)! _ ml(n —m)! 1
- nl ! ()

L’ensemble R a donc bien été choisi uniformément dans P,,.

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme (& densité) sur [0; 1] : alors nU est a valeurs
dans [0;n[, et X =1+ |nU]| est a valeurs entiéres, comprises entre 1 +0=1et 1+ (n—1) = n.

Pour tout entier j € {1,...,n}:

P(X = j) = P(|nU] = j—1) =B(j —1 <l < j) = P(E—1 < U <

—1 7 1
Or [‘7 ; l} est un intervalle de longueur — entiérement inclus dans [0; 1], donc :
n

n 'n
) — 1 ) 1
Pl—<U<L)=—=px =)
n n n
et ce pour tout entier j de {1,...,n}, ce qui prouve bien que X = 1+ |nU| suit la loi uniforme

discréte sur {1,...,n}.

On en déduit alors la fonction suivante, qui est en fait trés classiquement utilisée dés la ECEL1,
avant méme d’avoir pu donner toutes ces justifications théoriques :

function x = Uniforme (n)
x = 1+floor (n*rand())
endfunction

Le script suivant définit une fonction Selection qui prend en argument un vecteur V et renvoie
un élément x de V pris au hasard avec équiprobabilité parmi tous les éléments de V, ainsi que le
vecteur W, qui est le vecteur V auquel on a retiré ’élément x.

function [x,W] = Selection(V)
n = length(V)

i = Uniforme(n)

x = V(i)

W= [V(l (i-1)),v((i+1) n)l
endfunction

Dans ce script, V(1:(i-1)) est la tranche du vecteur V formée des éléments V(1),...,V(i-1),
qu’on concaténe avec la tranche formée des éléments V(i+1),...,V(n) : le résultat est bien le
vecteur V auquel on a retiré x=V (i) choisi au hasard grace a son indice.

Pour utiliser cette fonction et bien récupérer les deux variables de sortie, il faudra écrire dans la
console, une syntaxe du type :

[x,W] = Selection([ 1)
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qui rendra par exemple: x = 1letW = [3 7 9 4 31].

d) Le programme suivant prend alors en argument deux entiers n et m avec m < n, et renvoie un

vecteur R de m entiers distincts, pris uniformément dans {1,...,m} :
1 function R = Choix(n,m)
2 V = n
3 R = []
4 for i = m
5 [x,W] = Selection(V)
6 R = [R,X]
7 V=W
8 end
9 endfunction

I1 suffit d’utiliser m fois de suite la fonction Selection : I’élément extrait du vecteur est a chaque
fois rajouté au vecteur R, et V est amputé de x avant la sélection suivante.

1 1
11. Pour une partie A € P,,, on définit T4 = — in, Ya = — Zyl (moyennes arithmétiques res-
M A M iea
pectivement des montants payés et des montants dis par les clients appartenant & ’ensemble A), et

n n
| 1
aussm::—g xi,y:—g Ui
n - n <
=1 =1

La compagnie décide d’utiliser g = yr/Tr comme estimateur de 6.

a) On définit deux variables aléatoires X = Tp = Z rietY =yp=— Z Yi, qui correspondent
m
zeR i€R
aux montants moyens payés et consommeés par les m clients du groupes tiré au hasard.
i. La variable aléatoire X = Ty est ici vue comme une fonction de la variable aléatoire R dont
I'univers-image P,, est fini : le théoréme de transfert, en version adaptée a la variable aléatoire
non réelle R s’applique, qui donne :

E(X) = E(zz) =Y #.P(R=A) = (;’l)l 3 2

AEPm, AEPm
puisque IP(R =A)= (")_1 ne dépend pas de la partie A choisie.
ii. Soit 1 <7 < n un entier naturel : toute partie A de P,, qui contient i, contient aussi m — 1

-1
autres éléments pris parmi l’ensemble {1,...,n}\ {i} : il y a donc " 1) parties A € Py,
m J—
telles que 7 € A.

iii. Dans la double somme Z Z:pi, chaque indice i € {1,...,n} est présent autant de fois
AEP, i€ A

qu'’il existe une partie A € P, telle que i € A. On vient de voir que cela représente (::;11)

parties A différentes, ce qui ne dépend pas de la valeur de i; ainsi, chaque x; est additionné

( "_1) fois exactement, et par conséquent on a bien :
m—1 ’

IDDILES DI (A EES () D ot

AEP,, i€A

iv. La double somme précédente se réécrit’, au vu des définitions posées au début de la question
11 :

AEP, icA A€Pm

SN a= Y may 2 m(Z)E(X) — m(;:;)E(X): (:L__ll)Zx
——
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— F(X)==

S]]

= (- 207
(G0

:(:L): formule sans nom

L’énoncé admettait de méme que E(Y) = .

v. Par définition: 6= (iy»/(ix» = Z—i = % = %

1= 1=

Y
b) Y a-t-il un piége? L’énoncé appelle X = Zg et Y = yg, donc r = X et comme il s’agit d’une
variable aléatoire finie, on peut définir E(0g) = E(%)
¢) On donne l'inégalité de Cauchy-Schwarz : si W et Z sont deux variables aléatoires strictement
positives, admettant un moment d’ordre deux, E(WZ) < E(W?)Y2E(Z%)/2, avec égalité si et
seulement si il existe un a > 0 tel que W = aZ.
i. Les variables aléatoires X et 1/X sont finies et positives, donc les variables aléatoires v X et
1/v/ X sont bien définies et admettent un moment d’ordre 2; l'inégalité de Cauchy-Schwarz
s’applique alors avec ces deux variables aléatoires, pour donner :

E(VX.1/VX) < E(X)'?E(1/X)'? <= E(1) < VB(X)E(1/X) < 1/B(X) < E(1/X)

puisque F(X) > 0.

ii. Le cas d’égalité a lieu, comme l'indique I’énoncé, si et seulement si il existe un réel o > 0
tel que : VX = a.l/VX <= X = a, c’est-a-dire si et seulement si X est une variable
aléatoire constante.

COmme d’aprés 11.a)iv., on a toujours E(X) = Z, alors X est constante égale a .
iii. Si pour tout i, x; = Z, alors quelle que soit la valeur de la partie R dans P,,,
1 1
X =— Z:cl = —.m.T = &, donc X est constante égale a 7 et E(1/X) = 1/E(X) d’aprés
m
i€R
I’équivalence démontrée a la question précédente.
Réciproquement : si £(1/X) = 1/E(X), alors X est constante égale & T, et par conséquent,
1
pour toute partie A de P,,, Ta = — sz =1I.
m
€A
Si donc 7 et j sont deux entiers distincts de {1,...,n}, et B une partie & m — 1 éléments de
{1,...,n}\ {i,7} : alors BU {i} et BU{j} appartiennent a P,,, donc :

S

ke BU{i} ke BU{j} keB keB

et on prouve ainsi que les (x;)1<;<n sont tous égaux : chacun d’eux est alors aussi égal a la
moyenne T de ces n nombres égaux.
On a donc bien démontré I'équivalence : FE(1/X) = 1/E(X) <= x; = Z pour tout i
compris entre 1 et n.
d) Si on suppose que X et Y sont indépendantes : alors par le lemme des coalitions, Y et 1/X le
sont aussi, et on peut écrire :

E(0g) = E(%) = E(Y)E(1/X) > E(Y).1/E(X) = E(0r) > E(Y)/E(X) =0

d’aprés le résultat de 11.¢)i., et parce que E(Y) > 0.
D’aprés 11.c)ii. et iii., il y a égalité si et seulement si F(1/X) = 1/FE(X), donc si et seulement si
T; = T pour tout 1.
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Ainsi, E(0r) n’est pas forcément égal a 6 : on dit que 0 est un estimateur biaisé de 0.

12. a) Si A est une partie de P, : pour que [R = A] soit réalisé, c’est-a-dire que les m clients choisis
forment exactement le groupe A, avec la nouvelle procédure décrite, il a fallu choisir d’abord 1'un
des m clients, correspondant a un entier i € A, puis le choix des m — 1 clients suivants devait
correspondre au groupe A \ {i}, c’est-a-dire qu’on a I’égalité d’événements :

A={J (T =in[V =A\{i}])
€A
L’union est disjointe & cause du choix particulier et unique du premier client, donc :

=Y P =NV =A\{i}) =Y P(J=i) x Py_y(V = A\ {i})

€A €A

b) Les hypothéses faites au début de la question 12. permettent de réécrire cette probabilité sous la
forme : _

P(R:A):Z%.(nll) le_ A

A
MT 4 = , ——
icA m—1 m 1 L e m)x (n) x

s e n n—1
On a notamment réutilisé la formule sans nom : m( ) = n( )
m m — 1

13. Une fois choisi le groupe de clients R (par la procédure de la question 12), on définit éR = Yr/Zg.

a) La variable aléatoire éR est finie, donc admet une espérance qui vaut (toujours d’apres le théoréme
de transfert pour la variable aléatoire R) :

5 Ya ga 1 Ta 1 Ya
E(0r) = —P(R=A4) = TN = T 7oy —.
AeZPm Ta Acpy A w) T () AP, T

(le coefficient () ne varie pas en fonction de A € P,,).

b) En reprenant alors le résultat de 11.a)i. dont ’énoncé admettait qu’il s’applique aussi a Y, on

1
peut écrire : E(Y) = — Z Ja = ¥, et donc la formule précédente se réécrit :

(m) AEPn,

=40

Kl |<:|

E(0r

Z?JA—

Aer

Hllr—t

On a donc construit un estimateur non biaisé de 6.

% % % FIN DU SUJET % % %
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