
MATHÉMATIQUES II - ESSEC E 2020

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Ce sujet s'intéressait à des problèmes de biais statistiques.

Partie I - Biais par la taille, exemples dis
rets

1. On suppose que le nombre d'enfants dans une famille française est une variable aléatoire X . Pour


onnaître la loi de X , une idée serait d'interroger les élèves d'une é
ole pour 
onnaître le nombre

d'enfants dans leur famille. On suppose que X suit la loi binomiale de paramètres n = 10 et p = 1/5.
On note pk = P(X = k) pour k ∈ {0, 1, . . . , 10}.

a) i. D'après le 
ours sur la loi binomiale : ∀k ∈ {0, 1, . . . , 10}, pk =

(
10

k

)(1

5

)k(4

5

)10−k

.

ii. Toujours d'après le 
ours sur la loi binomiale : E(X) = 10× 1

5
= 2.

iii. En�n, d'après le 
ours : Var(X) = 10×1

5
×4

5
=

8

5
, et d'après la formule de Koenig-Huygens :

Var(X) = E(X2)−E(X)2 ⇐⇒ E(X2) = Var(X) + E(X)2 =
8

5
+ 4 =

28

5

b) Soit Mk le nombre de famille à k enfants, M =
10∑

k=0

Mk le nombre total de familles

(don
 pk = Mk/M).

Soit Nk le nombre total d'enfants (
'est-à-dire dans toute la population) qui font partie d'une

famille à k enfants, et N =
10∑

k=0

Nk le nombre total d'enfants dans la population.

i. Le nombre total d'enfants qui font partie d'une famille à k enfants est logiquement égal à

k ×Mk, soit Nk = k × Mk

M
×M = kpkM .

ii. On a alors : N =

10∑

k=0

Nk =

10∑

k=0

kpkM = M

10∑

k=0

kpk, où

10∑

k=0

kpk est par dé�nition l'espéran
e

de X , qui vaut 2, don
 : N = 2M ⇐⇒ N/M = 2.

iii. La proportion des enfants qui proviennent d'une famille à k enfants est don
 :

p∗k =
Nk

N
=

kpkM

2M
=

kpk
2

d'après les deux questions pré
édentes.


) On 
hoisit une personne au hasard dans la rue, à qui l'on demande 
ombien d'enfants ses parents

ont eu (lui ou elle in
lus). On note Y 
e nombre d'enfants.

i. Pour tout entier k de {1, 2, . . . , 10}, la probabilité P(Y = k) est 
elle d'avoir interrogé une

personne qui vient d'une famille à k enfants, qui 
orrespond bien à la proportion p∗k = kpk/2.
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ii. La variable aléatoire Y a pour univers-image {1, 2, . . . , 10}, elle est don
 �nie et admet une

espéran
e donnée par la formule :

E(Y ) =
10∑

k=1

kP(Y = k) =
10∑

k=1

k2pk/2 =
1

2

10∑

k=0

k2pk =
E(X2)

2
=

E(X2)

E(X)

iii. Ave
 les valeurs obtenues en 1.a) : E(Y ) =
28/5

2
=

14

5
= 2.8 > 2 = E(X).

Le biais et l'espéran
e supérieure pour Y est i
i logique : si on interroge une personne, alors

elle fait for
ément partie d'une famille ayant eu au moins un enfant ! Toutes les familles sans

enfant sont don
 ignorées dans le 
al
ul de Y .

2. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N, non identiquement nulle et admettant une espéran
e.

Pour tout entier i > 0, on pose qi =
i

E(X)
P(X = i).

a) Comme on a supposé que X admet une espéran
e, alors la série de terme général

qi =
1

E(X)
.iP(X = i) est à un fa
teur près, 
elle qui dé�nit 
ette espéran
e, don
 elle 
onverge

et a pour somme totale :

+∞∑

i=1

qi =
1

E(X)

+∞∑

i=1

iP(X = i) =
1

E(X)

+∞∑

i=0

iP(X = i) =
1

E(X)
.E(X) = 1

(le terme de la somme pour i = 0 étant nul, on peut le faire apparaître à loisir dans la somme.)

La suite (qi)i>0 dé�nie 
i-dessus dé�nit don
 bien une loi de probabilité. On 
onsidère la variable

aléatoire X∗
dont la loi est donnée par les qi : ∀i ∈ N

∗, P(X∗ = i) =
i

E(X)
P(X = i).

On dit que X∗
suit la loi de X biaisée par la taille.

b) On suppose que X admet un moment d'ordre 2 : la série

∑

i>0

i2P(X = i) est don
 
onvergente,


'est don
 aussi le 
as de la série de terme général (positif) iP(X∗ = i) =
1

E(X)
.i2P(X = i), don


X∗
admet une espéran
e qui vaut :

E(X∗) =
E(X)

+∞∑

i=1

i2P(X = i) =
1

E(X)

+∞∑

i=0

i2P(X = i) =
E(X2)

E(X)


) Si E(X2) existe, alors X admet aussi une varian
e donnée par la formule de Koenig-Huygens :

Var(X) = E(X2)−E(X)2 =
E(X2)

E(X)
.E(X)−E(X)2 = E(X).E(X∗)−E(X)2 = E(X).

(
E(X∗)−E(X)

)

d) Une varian
e est toujours positive, et X est une variable aléatoire à valeurs dans N non identi-

quement nulle, don
 E(X) > 0. Les régles de signes du produit assurent alors que :

Var(X) > 0 ⇐⇒ E(X)
(
E(X∗)− E(X)

)
> 0 =⇒ E(X∗)− E(X) > 0 =⇒ E(X∗) > E(X)

3. a) Soit λ un réel stri
tement positif. On suppose que X est une variable aléatoire qui suit la loi de

Poisson de paramètre λ. Soit X∗
une variable aléatoire suivant la loi de X biaisée par la taille.

i. D'après le 
ours sur la loi de Poisson : E(X) = λ, don
 la loi de X∗
est donnée par :

∀i ∈ N
∗, P(X∗ = i) =

1

λ
.i.e−λ.

λi

i!
= e−λ.

λi−1

(i− 1)!
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ii. Les variables aléatoiresX∗
et X+1 ont alors le même univers-image N

∗
, et le 
al
ul pré
édent

fait 
lairement apparaître que pour tout i de N
∗
:

P(X∗ = i) = P(X = i− 1) = P(X + 1 = i)

Don
 X∗
et X + 1 suivent la même loi.

b) Ré
iproquement, on suppose que X est une variable aléatoire à valeurs dans N admettant une

espéran
e non nulle, telle que X∗
et X + 1 suivent la même loi.

i. Pour tout entier k > 1, on a don
 :

P(X∗ = k) = P(X+1 = k) ⇐⇒ 1

E(X)
.kP(X = k) = P(X = k−1) ⇐⇒ P(X = k) =

E(X)

k
P(X = k−1)

ii. On peut alors en
haîner ave
 une ré
urren
e simple pour montrer que la propriété

P(k) : ”P(X = k) =
E(X)k

k!
P(X = 0)” est vraie pour tout k ∈ N :

I. pour k = 0 :

E(X)0

0!
P(X = 0) = P(X = 0), don
 P(0) est vraie.

H. Supposons P(k) vraie pour un 
ertain k ∈ N, et montrons qu'alors P(k + 1) est en
ore

vraie, soit : P(X = k + 1) =
E(X)k+1

(k + 1)!
P(X = 0).

�����������������������������

D'après la question i. : P(X = k + 1) =
E(X)

k + 1
P(X = k)

H.R.
=

E(X)

k + 1
× E(X)k

k!
P(X = 0) =

E(X)k+1

(k + 1)!
P(X = 0), don
 P(k + 1) est vraie si P(k) l'est.

C. La propriété est intialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout k ∈ N, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.

iii. On a don
 : ∀k ∈ N, P(X = k) =
E(X)k

k!
P(X = 0), où on doit en
ore déterminer P(X = 0) ;

par dé�nition d'une variable aléatoire, i
i à valeurs dans N, on doit avoir :

+∞∑

k=0

P(X = k) = 1 ⇐⇒ P(X = 0)

+∞∑

k=0

E(X)k

k!
= 1 ⇐⇒ P(X = 0).eE(X) = 1 ⇐⇒ P(X = 0) = e−E(X)

De sorte que : ∀k ∈ N, P(X = k) = e−E(X).
E(X)k

k!
, 
'est-à-dire que la variable aléatoire

X suit une loi de Poisson dont le paramètre est logiquement égal à son espéran
e.

On vient don
 de montrer que les seules variables dis
rètes X dont la loi biaisée par la taille,

est la même que 
elle de X + 1, sont 
elles qui suivent une loi de Poisson.

4. Le paradoxe du temps d'attente du bus. Soit n > 1 un entier naturel, et soit x une variable aléatoire

à valeurs dans {1, . . . , n} telle que pour tout 1 6 k 6 n, P(X = k) > 0. On suppose qu'à un arrêt

de bus donné, les intervalles de temps entre deux bus 
onsé
utifs, exprimés en minutes, sont des

variables aléatoires indépendantes, de même loi que X . Une personne arrive à 
et arrêt à un instant

aléatoire, et se demande 
ombien de temps elle va attendre.

a) Une première idée est que la personne arrive à un instant uniforme entre deux arrivées de bus,

séparées par un intervalle de X minutes. On note T la variable aléatoire qui représente le temps

d'attente, à valeurs dans {1, . . . , n}, et on suppose don
 que pour tout entier k de {1, . . . , n},
P[X=k](T = j) = 1/k si 1 6 j 6 k, et P[X=k](T = j) = 0 si j > k.

i. Pour tout entier k ∈ {1, . . . , n} :

n∑

j=1

jP[X=k](T = j) =

k∑

j=1

j

k
+

n∑

j=k+1

j.0 =
1

k

k∑

j=1

j =
1

k
× k(k + 1)

2
=

k + 1

2
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ii. Par 
onséquent :

n∑

k=1

n∑

j=1

jP(X = k)P[X=k](T = j) =
n∑

k=1

P(X = k).
n∑

j=1

j.P[X=k](T = j) =
n∑

k=1

P(X = k).
k + 1

2

=
1

2

n∑

k=1

(k + 1)P(X = k) =
E(X + 1)

2

(d'après le théorème de transfert pour la dernière étape.)

iii. La variable aléatoire T est �nie puisqu'à valeurs dans {1, . . . , n}, don
 elle admet une espé-

ran
e qui vaut : E(T ) =

n∑

j=1

jP(T = j).

Or 
haque probabilité P(T = j) peut être exprimée à l'aide de la formule des probabilités

totales ave
 le système 
omplet d'événements ([X = k])16k6n asso
ié à X :

∀j ∈ {1, . . . , n}, P(T = j) =
n∑

k=1

P(X = k).P[X=k](T = j)

On a don
 en e�et :

E(T ) =
n∑

j=1

j
n∑

k=1

P(X = k).P[X=k](T = j) =
n∑

j=1

n∑

k=1

jP(X = k).P[X=k](T = j)

iv. Dans 
ette sommation double, les deux symboles sommes ne sont pas interdépendants don


on peut les 
hanger d'ordre sans que 
ela ne 
hange la valeur �nale de la somme. Les résultats

des deux questions pré
édentes sont don
 égaux, et on a bien E(T ) =
E(X + 1)

2
.

b) En réalité, en arrivant à l'arrêt de bus, on "tombe" dans un intervalle entre deux bus de manière

proportionnelle à sa taille (plus l'intervalle est long, plus on a de 
han
es de "tomber" dedans) :

l'intervalle de temps est X∗
, suivant la loi de X biaisée par la taille. Le temps d'attente T ∗

véri�e don
 en fait, pour tout k ∈ {1, . . . , n}, P[X∗=k](T
∗ = j) = 1/k si j ∈ {1, . . . , k} et

P[X∗=k](T
∗ = j) = 0 si j > k.

i. C'est le même 
al
ul qu'en a)i. : pour tout entier k ∈ {1, . . . , n},

n∑

j=1

jP[X∗=k](T
∗ = j) =

n∑

j=1

j

k
+

n∑

j=k+1

j.0 =
1

k

k∑

j=1

j =
k(k + 1)

2k
=

k + 1

2

ii. La variable aléatoire T ∗
est toujours �nie, et admet une espéran
e qui vaut :

E(T ∗) =
n∑

j=1

jP(T ∗ = j) =
n∑

j=1

j
n∑

k=1

P(X∗ = k).P[X∗=k](T
∗ = j) =

n∑

j=1

n∑

k=1

jP(X∗ = k).P[X∗=k](T
∗ = j)

iii. Si on é
hange les deux symboles sommes (opération li
ite), on obtient :

E(T ∗) =

n∑

k=1

P(X = k)

n∑

j=1

jP[X∗=k](T
∗ = j) =

n∑

k=1

P(Tn = k)× k + 1

2
=

E(X∗ + 1)

2

iv. On a vu à la question 2.d) que E(X∗) > E(X), don
 E(X∗) + 1 > E(X) + 1
⇐⇒ E(X∗ + 1) > E(X + 1) par linéarité de l'espéran
e, 
e qui démontre bien

que E(T ∗) > E(T ).
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Deuxième partie : biais par la taille, propriétés

5. Biais par la taille : le 
as de variables à densité. Soit X une variable aléatoire positive de densité

f et admettant une espéran
e E(X) stri
tement positive (don
 f(x) = 0 pour tout x stri
tement

négatif).

On dé�nit la fon
tion g par g(x) =
x

E(X)
f(x) pour tout x réel.

a) La fon
tion g est nulle sur ]−∞; 0[ 
ar f l'est, et pour tout x > 0, g(x) =
x

E(X)
f(x) est positif

puisque x > 0, f(x) > 0 (f est une densité) et E(X) > 0.

La fon
tion g est 
ontinue sur ] −∞; 0[ 
omme fon
tion 
onstante, 
ontinue sur ]0; +∞[ 
omme

produit de fon
tions 
ontinues sur 
et intervalle (E(X) étant un terme 
onstant), don
 g est


ontinue sur R sauf peut-être en 0.

En�n, sous réserve de 
onvergen
e :

∫ +∞

−∞

g(x)dx =

∫ 0

−∞

0 dx+
1

E(X)

∫ +∞

0

xf(x)dx

Comme f est nulle sur ] − ∞; 0[ et X admet une espéran
e, alors

∫ +∞

0

xf(x)dx 
onverge et

vaut E(X), don


∫ +∞

−∞

g(x)dx =
1

E(X)
.E(X) = 1, 
e qui a
hève de démontrer que g est bien

une densité de probabilité d'une variable aléatoire positive (puisque g(x) est nul pour tout x
stri
tement négatif).

Soit une variable aléatoire X∗
dont la densité est g. On dit que X∗

suit la loi de X biaisée par la

taille.

b) Soit a un réel stri
tement positif.

i. D'après le 
ours : la variable aléatoire aX , transformée a�ne de X , a pour densité la fon
tion

x 7→ 1

|a|f
(x− 0

a

)

=
1

a
f
(x

a

)

.

Si on veut vraiment refaire la démonstration, on 
al
ule la fon
tion de répartition de aX :

pour tout réel x,

FaX(x) = P(aX 6 x)
a>0
= P

(
X 6

x

a

)
= FX

(x

a

)

Comme X est une variable à densité, FX est 
ontinue sur R, de 
lasse C1
sauf peut-être en

un nombre �ni de points. La fon
tion a�ne x 7→ x

a
étant de 
lasse C1

sur R, par 
omposition

FaX est bien 
ontinue sur R, de 
lasse C1
sauf en un nombre �ni de points et aX est une

variable à densité, dont une densité est obtenue par dérivation de FaX là où 
'est possible :

F ′
aX(x) =

1

a
.F ′

X

(x

a

)
=

1

a
f
(x

a

)
là où la dérivée est bien dé�nie, et on peut arbitrairement


hoisir l'expression �nale

1

a
f
(x

a

)
pour tout x réel, pour une densité de aX .

ii. Au vu de 
e qui pré
ède :

� une densité de la variable aléatoire (aX)∗ est la fon
tion x 7→ x

E(aX)
.
1

a
f
(x

a

)
=

x

a2E(X)
f
(x

a

)

par linéarité de l'espéran
e.

� une densité de a×X∗
est la fon
tion x 7→ 1

a
g
(x

a

)
=

1

a
.
x/a

E(X)
f
(x

a

)
=

x

a2E(X)
f
(x

a

)
.

Les variables aléatoires (aX)∗ et a × X∗
admettent don
 la même densité, et suivent par


onséquent la même loi.
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) Une propriété importante. Soit h : [0; +∞[→ R une fon
tion bornée et 
ontinue sauf éventuelle-

ment en un nombre �ni de points ; il existe don
 un réel positif M tel que : ∀x ∈ R, |h(x)| 6 M .

D'après le théorème de transfert, l'espéran
e E
(
Xh(X)

)
est alors bien dé�nie si et seulement si

l'intégrale

∫ +∞

−∞

xh(x)f(x)dx est absolument 
onvergente.

La fon
tion x 7→ xh(x)f(x) est nulle sur ]−∞; 0[ puique f l'est, et pour tout x > 0,
|xh(x)f(x)| = xf(x)|h(x)| 6 M.xf(x).

Or l'intégrale M.

∫ +∞

0

xf(x)dx 
onverge puisque X admet une espéran
e. Par 
omparaison

d'intégrales de fon
tions 
ontinues (sauf en un nombre �ni de points) et positives, l'intégrale

∫ +∞

0

xh(x)f(x)dx est absolument 
onvergente ; ainsi, E
(
Xh(X)

)
existe et

E
(
Xh(X)

)
=

∫ +∞

0

xh(x)f(x)dx = E(X).

∫ +∞

0

h(x).
x

E(X)
f(x)dx = E(X)

∫ +∞

0

h(x).g(x)dx = E(X).E
(
h(X∗)

)

toujours d'après le théorème de transfert et le fait que g est une densité de X∗
nulle sur ]−∞; 0[.

La 
onvergen
e absolue de l'intégrale impliquait au passage le fait que X∗
admet une espéran
e,

et donne don
 la relation :

E
(
Xh(X)

)
= E(X).E

(
h(X∗)

)
⇐⇒ E

(
h(X∗)

)
=

1

E(X)
E
(
Xh(X)

)

On pose alors la dé�nition suivante (que la variable X soit à densité ou non) : si X est une variable

aléatoire réelle positive d'espéran
e E(X) stri
tement positive, on dit que la variable aléatoire positive

Y suit la loi de X biaisée par la taille si on a

E
(
h(Y )

)
=

1

E(X)
E
(
Xh(X)

)

pour toute fon
tion h : [0; +∞[→ R bornée et 
ontinue sur R sauf éventuellement en un nombre �ni

de points.

6. Dans 
ette question, on se �xe f : R → R et g : R → R deux fon
tions 
roissantes. Soit X une

variable aléatoire telle que les espéran
es E
(
f(X)

)
, E

(
g(X)

)
et E

(
f(X)g(X)

)
soient bien dé�nies.

a) Pour tous réels x1 et x2 :

si x1 6 x2, alors par 
roissan
e de f et g sur R, f(x1) 6 f(x2) et g(x1) 6 g(x2)
don


(
f(x1)− f(x2)

)(
g(x1)− g(x2)

)
est positif 
omme produit de deux fa
teurs négatifs.

Sinon bien sûr, x1 > x2 don
 f(x1) > f(x2) et g(x1) > g(x2) et
(
f(x1) − f(x2)

)(
g(x1) − g(x2)

)

est en
ore positif 
omme produit de deux fa
teurs positifs 
ette fois.

b) Soient X1, X2 deux variables aléatoires indépendantes, de même loi que X : vu les hypothèses

faites sur X , on peut utiliser la linéarité de l'espéran
e pour é
rire, sous réserve d'existen
e :

E
((
f(X1)−f(X2)

)(
g(X1)−g(X2)

))
= E

(
f(X1)g(X1)

)
−E

(
f(X1)g(X2)

)
−E

(
f(X2)g(X1)

)
+E

(
f(X2)g(X2)

)

L'indépendan
e de X1 et X2 entraîne 
elle de f(X1) et g(X2), ainsi que 
elle de g(X1) et f(X2)
d'après le lemme des 
oalitions, don
 E

(
f(X1)g(X2)

)
= E

(
f(X1)

)
×E

(
g(X2)

)

et E
(
f(X2)g(X1)

)
= E

(
f(X2)

)
×E

(
g(X1)

)
.

De plus, 
omme X1 et X2 suivent la même loi que X , alors E
(
f(X1)

)
= E

(
f(X)

)
= E

(
f(X2)

)
,

E
(
g(X1)

)
= E

(
g(X)

)
= E

(
g(X2)

)
et E

(
f(X1)g(X1)

)
= E

(
f(X)g(X)

)
= E

(
f(X2)g(X2)

)
, don


l'espéran
e envisagée au départ existe bien et vaut :

E
((
f(X1)− f(X2)

)(
g(X1)− g(X2)

))
= 2E

(
f(X)g(X)

)
− 2

(
f(X)

)
E
(
g(X)

)
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) La question a) a prouvé que la variable aléatoire

(
f(X1) − f(X2)

)(
g(X1) − g(X2)

)
est positive ;

la propriété de positivité de l'espéran
e (qui existe bien pour 
ette variable aléatoire) assure alors

que :

E
((
f(X1)− f(X2)

)(
g(X1)− g(X2)

))
> 0 ⇐⇒ 2E

(
f(X)g(X)

)
− 2

(
f(X)

)
E
(
g(X)

)
> 0

⇐⇒ E
(
f(X)g(X)

)
> E

(
f(X)

)
E
(
g(X)

)

7. Dans 
ette question, on suppose que X est une variable aléatoire positive d'espéran
e stri
tement

positive, et telle que E(Xm+1) existe pour un entier m > 1 donné.

a) Soit p un entier naturel tel que 1 6 p 6 m.

i. Soit x un réel positif, on distingue deux 
as :

� soit 0 6 x 6 1, alors 0 6 xp 6 1 6 1 + xm+1
.

� soit x > 1, et alors puisque p < m+ 1, xp 6 xm+1 6 1 + xm+1
.

On a bien démontré que : ∀x ∈ R+, 0 6 xp 6 1 + xm+1
.

ii. De 
e qui pré
ède on déduit que pour la variable aléatoire X positive introduite plus haut,

0 6 Xp 6 1 + Xm+1
; 
omme E(Xm+1) existe, alors E(1 + Xm+1) existe également et par

majoration (et 
roissan
e de l'espéran
e), on en déduit que E(Xp) existe.

On utilise i
i une propriété très générale pas tout à fait dans le programme o�
iel : il aurait

sûrement fallu pré
iser si X était une variable aléatoire dis
rète ou à densité, 
ar dans 
ha
un

des deux 
as on disposait d'un 
ritère pour rédiger pré
isément.

Si par exemple X est une variable à densité et positive : alors d'après le théorème de transfert,

E(Xp) est bien dé�ni si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

xpf(x)dx est absolument 
onvergente.

Comme x 7→ xpf(x) est nulle sur ]−∞; 0[ et positive sur [0; +∞[, 
ela revient à montrer la


onvergen
e simple de

∫ +∞

0

xpf(x)dx.

Or pour tout x > 0 : 0 6 xp 6 1 + xm+1 f(x)>0
=⇒ 0 6 xpf(x) 6 f(x) + xm+1f(x).

Or E(Xm+1) existe, don


∫ +∞

0

(
f(x) + xm+1f(x)

)
dx 
onverge et vaut 1 + E(Xm+1) : par


omparaison d'intégrales de fon
tions 
ontinues (sauf peut-être en un nombre �ni de points)

et positives, l'intégrale

∫ +∞

0

xpf(x)dx 
onverge et E(Xp) existe.

b) Ave
 les fon
tions f : x 7→ x et g : x 7→







xm
si x > 0

0 sinon

, bien dé�nies et 
roissantes sur R :

d'après 
e qui pré
ède, et puisque X est une variable aléatoire à valeurs positives,

E
(
f(X)

)
= E(X), E

(
g(X)

)
= E(Xm) et E

(
f(X)g(X)

)
= E(Xm+1) sont bien dé�nies, don
 le

résultat de la question 6.
) s'applique, qui s'é
rit dans 
e 
as :

E(Xm+1) > E(X)E(Xm)


) On a dans 
ette question un problème de dé�nition : travaille-t-on toujours ave
 une variable à

densité 
omme dans la question 5., à l'issue de laquelle pourtant l'énon
é dé�nissait plus généra-

lement la loi de X biaisée par la taille ? Le problème est que la fon
tion x 7→ xm
n'est sûrement

pas bornée sur R...

Rédigeons don
 
ette question en supposant que X est une variable aléatoire positive dont la

densité f a les propriétés annon
ées au début de la question 5.

D'après le théorème de transfert, E
(
(X∗)m

)
existe si et seulement si l'intégrale

7 ©



∫ +∞

−∞

xmg(x)dx =

∫ +∞

−∞

1

E(X)
xm+1f(x)dx, est absolument 
onvergente. Comme il s'agit, à un

fa
teur

1

E(X)
près, de l'intégrale qui dé�nit E(Xm+1) qui existe, 
ette intégrale est bien absolu-

ment 
onvergente, et X∗
admet un moment d'ordre m qui véri�e :

E
(
(X∗)m

)
=

E(Xm+1)

E(X)
> E(Xm) d'après la question pré
édente

8. Pour A un événement, on note 1A la variable aléatoire dé�nie par 1A(ω) = 1 si ω ∈ A et 1A(ω) = 0
sinon. Pour tout réel t, on dé�nit la fon
tion gt : x 7→ 1]t;+∞[(x).

a) La fon
tion gt : x 7→







0 si x 6 t

1 si x > t
est représentée 
i-dessous (t est arbitrairement 
hoisi) :

[

1

t

Il s'agit bien d'une fon
tion 
roissante sur R : prouvons-le en prenant deux réels x et y quel
onques
tels que x 6 y. Il y a alors trois possibilités :

� soit x 6 y < t, alors gt(x) = 0 6 0 = gt(y)
� soit x < t 6 y, alors gt(x) = 0 < 1 = gt(y)
� soit t 6 x 6 y, alors gt(x) = 1 6 1 = gt(y)
On a don
 bien : ∀(x, y) ∈ R

2, x 6 y =⇒ gt(x) 6 gt(y).

b) Soit X une variable aléatoire positive admettant une espéran
e. Cette fois la fon
tion gt est bien
bornée sur R (par 0 et 1) en plus d'être 
roissante, et 
ontinue sur R sauf au point t. On sait don


que E
(
Xgt(X)

)
existe, de même que E(X), ainsi que E

(
gt(X)

)
; le résultat de 6.
) s'applique

ave
 les fon
tions x 7→ x et gt toutes deux 
roissantes sur R, qui donne :

E
(
Xgt(X)

)
> E(X).E

(
gt(X)

)

Or E
(
gt(X)

)
= P(X > t) : en e�et, gt(X(ω)) = 1 si X(ω) > t et 0 sinon, don
 gt(X) est la

variable de Bernoulli de su

ès [X > t], et par 
onséquent son espéran
e est la probabilité de

su

ès : E
(
gt(X)

)
= P(X > t).


) Comme de même, E
(
gt(X

∗)
)
= P(X∗ > t), la dé�nition posée à la �n de la question 5. permet

d'é
rire :

E
(
gt(X

∗)
)
=

1

E(X)
E
(
Xgt(X)

)
>

1

E(X)
.E(X).P(X > t) =⇒ P(X∗ > t) > P(X > t)

Mais là en
ore les problèmes de dé�nition persistent... Ce résultat signi�e en tout 
as que X∗

domine sto
hastiquement X .

9. Soient X1, X2, . . . , Xn des variables aléatoires positives, indépendantes, non né
essairement de même

loi. On suppose qu'elles admettent toutes une espéran
e stri
tement positive, et on note µi = E(Xi).

De plus, on pose µ =

n∑

i=1

µi et Sn =

n∑

i=1

Xi.

a) Puisque les Xi admettent 
ha
une une espéran
e, la linéarité de l'espéran
e permet d'a�rmer que

Sn admet une espéran
e qui vaut :

E(Sn) =

n∑

i=1

E(Xi) =

n∑

i=1

µi = µ
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b) Soit J une variable aléatoire à valeurs dans {1, . . . , n}, de loi P(J = k) = µk/µ.

Si les variables aléatoires Xi sont de même loi, alors elles ont aussi la même espéran
e :

∀k ∈ J1, nK, µk = µ1 (par exemple), mais alors µ = n.µ1 et P(J = k) =
µ1

nµ1
=

1

n
: 
omme on

pouvait s'y attendre, J suit dans 
e 
as la loi uniforme sur {1, . . . , n}.
On 
onsidère X∗

1 , . . . , X
∗
n des variables aléatoires indépendantes, indépendantes de X1, . . . , Xn, telles

que, pour tout 1 6 i 6 n, X∗
i suive la loi de Xi biaisée par la taille.

Soit aussi J une variable aléatoire de loi P(J = k) = µk/µ, indépendante de X1, X
∗
1 , . . . , Xn, X

∗
n.

On 
onsidère la variable aléatoire XJ =
n∑

j=1

Xj1[J=j] et on dé�nit Tn = Sn − XJ +X∗
J . Autrement

dit, on 
hoisit un indi
e aléatoire J et, dans la somme

n∑

i=1

Xi, on rempla
e XJ par X∗
J .


) Soit h : [0; +∞[→ R une fon
tion bornée et 
ontinue sauf éventuellement en un nombre �ni de

points.

i. Dans la somme

n∑

i=1

1[J=i], un et un seul des termes est égal à 1 puisque par dé�nition d'une

variable aléatoire, un seul des événements [J = i] pour 1 6 i 6 n, est réalisé. Cette somme

est don
 
onstamment égale à 1, et on peut e�e
tivement é
rire :

h(Tn) = h(Tn)
n∑

i=1

1[J=i] =
n∑

i=1

h(Tn)1[J=i] =
n∑

i=1

h(Sn−XJ+X∗
J)1[J=i] =

n∑

i=1

h(Sn−Xi+X∗
i )1[J=i]

puisqu'en toute rigueur, et selon le prin
ipe expliqué dans l'énon
é,

h(Sn −XJ +X∗
J) =

n∑

k=1

h(Sn −Xk +X∗
k)1[J=k]

et don
 h(Sn −Xj +X∗
J)1[J=i] =

n∑

k=1

h(Sn −Xk +X∗
k)1[J=k].1[J=i]

où : 1[J=k].1[J=i] =







1 = 1[J=i] si i = k

0 si i 6= k
, 
e qui signi�e que seul le terme pour k = i

subsiste de la dernière somme, d'où le résultat voulu.

ii. Par linéarité de l'espéran
e (toutes les espéran
es existent 
ar h est bornée), on en déduit :

E
(
h(Tn)

)
=

n∑

i=1

E
(
h(Sn−Xi+X∗

i )1[J=i]

) (1)
=

n∑

i=1

E(1[J=i]).E
(
h(Sn−Xi+X∗

i )
) (2)
=

n∑

i=1

P(J = i)E
(
h(Sn−Xi+X∗

i )
)

(1) : par indépendan
e de J vis-à-vis des Xi et X
∗
i (et don
, par le lemme des 
oalitions,

1[J=i] et h(Sn −Xi +X∗
i ) sont indépendantes).

(2) : par
e que 
omme on a déjà eu l'o

asion de le voir, E(1A) = P(A) pour tout événement

A, don
 E(1[J=i]) = P(J = i).

d) Pour i ∈ {1, . . . , n} et tout réel s : la fon
tion k : x 7→ h(s + x) est bornée et 
ontinue sur R

sauf peut-être en un nombre �ni de points, 
ar 
'est déjà le 
as de la fon
tion h.

On peut don
 é
rire, en appli
ation de 
e qui a été dé�nie pour la loi biaisée par la taille :

E
(
h(s+X∗

i )
)
= E

(
k(X∗

i )
)
=

1

E(Xi)
E
(
Xik(Xi)

)
=

1

µi

E
(
Xik(Xi)

)
=

1

µi

E
(
Xih(s+Xi)

)

L'énon
é admettait alors que 
e
i permettait d'en déduire l'égalité

E
(
h(Sn −Xi +X∗

i )
)
=

1

µi
E
(
Xih(Sn)

)
.
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e) En 
ombinant les deux résultats pré
édents, on déduit :

E
(
h(Tn)

)
=

n∑

i=1

P(J = i).
1

µi
E
(
Xih(Sn)

)

(1)
= E

( n∑

i=1

Xi.P(J = i).
1

µi

h(Sn)
)

(2)
= E

(

h(Sn)
n∑

i=1

Xi.
1

µ

)

(3)
=

1

µ
E
(
Snh(Sn)

)
=

E
(
Snh(Sn)

)

E(Sn)

(1) : par linéarité de l'espéran
e

(2) : puisque P(J = i) =
µi

µ
, alors P(J = i).

1

µi

=
1

µ
.

(3) : par linéarité de l'espéran
e

1

µ
=

1

E(Sn)
étant une 
onstante, et par
e que Sn =

n∑

i=1

Xi.

f) Le résultat pré
édent étant vrai pour toute fon
tion h bornée, 
ontinue sur R sauf peut-être en

un nombre �ni de points : Tn 
orrespond, d'après la dé�nition donnée à la �n de la question 5.,

à une variable aléatoire qui suit la loi de Sn biaisée par la taille.

Troisième partie : Appli
ations en Statistique

On s'intéresse maintenant au 
as où le biais par la taille peut être utilisé en statistique, pour 
onstruire

des estimateurs non biaisés. Une 
ompagnie d'éle
tri
ité possède n 
lients (n ∈ N
∗
donné). Lors de

n années é
oulées, le ie 
lient a payé xi euros (xi > 0), mais a en réalité 
onsommé une quantité

d'éle
tri
ité 
orrespondant à yi euros (yi > 0). La 
ompagnie sait 
ombien ses 
lients ont payé, et elle

souhaite estimer le rapport

θ =
( n∑

i=1

yi

)

/
( n∑

i=1

xi

)

,

pour déterminer à quel point elle a mal fa
turé ses 
lients.

10. Soitm un entier �xé tel que 1 6 m 6 n. On note Pm l'ensemble des parties A ⊂ {1, . . . , n} de 
ardinal
m : on sait que leur nombre est égal à

(
n
m

)
, et on 
onsidère alors une variable aléatoire R, à valeurs

dans Pm et de loi uniforme, 
'est-à-dire que 
ha
une de 
es parties qui sont les 
ombinaisons d'ordre

m parmi n, soit 
hoisie ave
 la même probabilité : pour toute partie A de Pm, P(R = A) =
1

(
n
m

)
.

On souhaite é
rire un programme pour 
hoisir l'ensemble R au hasard.

Remarque : on travaille don
 i
i ave
 une variable aléatoire R qui est à valeurs dans

un ensemble de parties, et pas dans R : toute 
ette partie est don
 totalement hors-

programme...

a) On 
onsidère la pro
édure suivante : on prend un premier élément s1 uniformément dans {1, . . . , n},
puis un deuxième élément s2 uniformément dans {1, . . . , n} \ {s1}, et
... puis un m-ième élément

sm uniformément dans {1, . . . , n} \ {s1, . . . , sm−1}. On note S = (s1, . . . , sm), qui est un m-uplet

aléatoire.

i. Au vu de la pro
édure de 
hoix des m éléments de S, on a pour tout m-uplet (a1, . . . , am)
d'éléments distin
ts de {1, . . . , m} :

P
(
S = (a1, . . . , am)

)
= P

(
[s1 = a1] ∩ . . . ∩ [sm = am]

)

= P(s1 = a1)× P[s1=a1](s2 = a2)× . . .× P[s1=a1]∩... [sm−1=am−1](sm = am)

=
1

n
× 1

n− 1
× . . .× 1

n− (m− 1)
=

1

(n−m+ 1)...(n− 1)n
=

(n−m)!

n!
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ii. On note R = {s1, . . . , sm} l'ensemble des entiers tirés lors de la pro
édure dé
rite plus haut

(l'ordre dans lesquels ils ont été tirés n'importe plus).

Tout sous-ensemble A = {a1, . . . , am} ⊂ {1, . . . , n} dans lequel l'ordre ne 
ompte pas, peut

voir ses éléments permutés de toutes les façons possibles pour en faire à 
haque fois un

m-uplet S = (b1, . . . , bm) où 
ette fois l'ordre 
ompte ; par exemple, le sous-ensemble {1, 3, 4}
donne les triplets (1, 3, 4), (1, 4, 3), (3, 1, 4), (3, 4, 1), (4, 1, 3), (4, 3, 1).

Pour 
haque partie A de {1, . . . , n} à m éléments, il y a m! façons de permuter les éléments

de 
ette partie, et don
 autant de m-uplets qui ne 
orrespondent qu'à 
ette partie.

La probabilité que le m-uplet tiré donne lieu à la partie A lorsqu'on ne tient plus 
ompte de

l'ordre, est don
 égale à :

m!× (n−m)!

n!
=

m!(n−m)!

n!
=

1
(
n
m

)

L'ensemble R a don
 bien été 
hoisi uniformément dans Pm.

b) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme (à densité) sur [0; 1[ : alors nU est à valeurs

dans [0;n[, et X = 1+ ⌊nU⌋ est à valeurs entières, 
omprises entre 1 + 0 = 1 et 1 + (n− 1) = n.

Pour tout entier j ∈ {1, . . . , n} :

P(X = j) = P(⌊nU⌋ = j − 1) = P(j − 1 6 nU < j) = P
(j − 1

n
6 U <

j

n

)

Or

[j − 1

n
;
j

n

]

est un intervalle de longueur

1

n
entièrement in
lus dans [0; 1[, don
 :

P
(j − 1

n
6 U <

j

n

)
=

1

n
= P(X = j)

et 
e pour tout entier j de {1, . . . , n}, 
e qui prouve bien que X = 1 + ⌊nU⌋ suit la loi uniforme

dis
rète sur {1, . . . , n}.
On en déduit alors la fon
tion suivante, qui est en fait très 
lassiquement utilisée dès la ECE1,

avant même d'avoir pu donner toutes 
es justi�
ations théoriques :

1 fun
tion x = Uniforme(n)

2 x = 1+floor(n*rand())

3 endfun
tion


) Le s
ript suivant dé�nit une fon
tion Sele
tion qui prend en argument un ve
teur V et renvoie

un élément x de V pris au hasard ave
 équiprobabilité parmi tous les éléments de V, ainsi que le

ve
teur W, qui est le ve
teur V auquel on a retiré l'élément x.

1 fun
tion [x,W℄ = Sele
tion(V)

2 n = length(V)

3 i = Uniforme(n)

4 x = V(i)

5 W = [V(1:(i-1)),V((i+1):n)℄

6 endfun
tion

Dans 
e s
ript, V(1:(i-1)) est la tran
he du ve
teur V formée des éléments V(1),...,V(i-1),

qu'on 
on
atène ave
 la tran
he formée des éléments V(i+1),...,V(n) : le résultat est bien le

ve
teur V auquel on a retiré x=V(i) 
hoisi au hasard grâ
e à son indi
e.

Pour utiliser 
ette fon
tion et bien ré
upérer les deux variables de sortie, il faudra é
rire dans la


onsole, une syntaxe du type :

[x,W℄ = Sele
tion([3 7 9 11 4 31℄)
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qui rendra par exemple : x = 11 et W = [3 7 9 4 31℄.

d) Le programme suivant prend alors en argument deux entiers n et m ave
 m 6 n, et renvoie un

ve
teur R de m entiers distin
ts, pris uniformément dans {1, . . . , m} :

1 fun
tion R = Choix(n,m)

2 V = 1:n

3 R = [℄

4 for i = 1:m

5 [x,W℄ = Sele
tion(V)

6 R = [R,x℄

7 V = W

8 end

9 endfun
tion

Il su�t d'utiliser m fois de suite la fon
tion Sele
tion : l'élément extrait du ve
teur est à 
haque

fois rajouté au ve
teur R, et V est amputé de x avant la séle
tion suivante.

11. Pour une partie A ∈ Pm, on dé�nit x̄A =
1

m

∑

i∈A

xi, ȳA =
1

m

∑

i∈A

yi (moyennes arithmétiques res-

pe
tivement des montants payés et des montants dûs par les 
lients appartenant à l'ensemble A), et

aussi x̄ =
1

n

n∑

i=1

xi, ȳ =
1

n

n∑

i=1

yi.

La 
ompagnie dé
ide d'utiliser θR = ȳR/x̄R 
omme estimateur de θ.

a) On dé�nit deux variables aléatoires X = x̄R =
1

m

∑

i∈R

xi et Y = ȳR =
1

m

∑

i∈R

yi, qui 
orrespondent

aux montants moyens payés et 
onsommés par les m 
lients du groupes tiré au hasard.

i. La variable aléatoire X = x̄R est i
i vue 
omme une fon
tion de la variable aléatoire R dont

l'univers-image Pm est �ni : le théorème de transfert, en version adaptée à la variable aléatoire

non réelle R s'applique, qui donne :

E(X) = E(x̄R) =
∑

A∈Pm

x̄AP(R = A) =

(
n

m

)−1 ∑

A∈Pm

x̄A

puisque P(R = A) =
(
n
m

)−1
ne dépend pas de la partie A 
hoisie.

ii. Soit 1 6 i 6 n un entier naturel : toute partie A de Pm qui 
ontient i, 
ontient aussi m − 1

autres éléments pris parmi l'ensemble {1, . . . , n} \ {i} : il y a don


(
n− 1

m− 1

)

parties A ∈ Pm

telles que i ∈ A.

iii. Dans la double somme

∑

A∈Pm

∑

i∈A

xi, 
haque indi
e i ∈ {1, . . . , n} est présent autant de fois

qu'il existe une partie A ∈ Pm telle que i ∈ A. On vient de voir que 
ela représente

(
n−1
m−1

)

parties A di�érentes, 
e qui ne dépend pas de la valeur de i ; ainsi, 
haque xi est additionné(
n−1
m−1

)
fois exa
tement, et par 
onséquent on a bien :

∑

A∈Pm

∑

i∈A

xi =
n∑

i=1

(
n− 1

m− 1

)

xi =

(
n− 1

m− 1

) n∑

i=1

xi.

iv. La double somme pré
édente se réé
rit`, au vu des dé�nitions posées au début de la question

11 :

∑

A∈Pm

∑

i∈A

xi =
∑

A∈Pm

mx̄A
11.a)i.
= m

(
n

m

)

E(X) ⇐⇒ m

(
n

m

)

E(X) =

(
n− 1

m− 1

) n∑

i=1

xi

︸ ︷︷ ︸

=nx̄
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⇐⇒
(
n

m

)

E(X) =
n

m

(
n− 1

m− 1

)

︸ ︷︷ ︸

=(n

m
): formule sans nom

.x̄ ⇐⇒ E(X) = x̄

L'énon
é admettait de même que E(Y ) = ȳ.

v. Par dé�nition : θ =
( n∑

i=1

yi

)

/
( n∑

i=1

xi

)

=
nȳ

nx̄
=

ȳ

x̄
=

E(Y )

E(X)
.

b) Y a-t-il un piège ? L'énon
é appelle X = x̄R et Y = ȳR, don
 θR =
Y

X
et 
omme il s'agit d'une

variable aléatoire �nie, on peut dé�nir E(θR) = E
(
Y
X

)
.


) On donne l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz : si W et Z sont deux variables aléatoires stri
tement

positives, admettant un moment d'ordre deux, E(WZ) 6 E(W 2)1/2E(Z2)1/2, ave
 égalité si et

seulement si il existe un α > 0 tel que W = αZ.

i. Les variables aléatoires X et 1/X sont �nies et positives, don
 les variables aléatoires

√
X et

1/
√
X sont bien dé�nies et admettent un moment d'ordre 2 ; l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz

s'applique alors ave
 
es deux variables aléatoires, pour donner :

E
(√

X.1/
√
X
)
6 E(X)1/2E(1/X)1/2 ⇐⇒ E(1) 6

√

E(X)E(1/X) ⇐⇒ 1/E(X) 6 E(1/X)

puisque E(X) > 0.

ii. Le 
as d'égalité a lieu, 
omme l'indique l'énon
é, si et seulement si il existe un réel α > 0
tel que :

√
X = α.1/

√
X ⇐⇒ X = α, 
'est-à-dire si et seulement si X est une variable

aléatoire 
onstante.

COmme d'après 11.a)iv., on a toujours E(X) = x̄, alors X est 
onstante égale à x̄.

iii. Si pour tout i, xi = x̄, alors quelle que soit la valeur de la partie R dans Pm,

X =
1

m

∑

i∈R

xi =
1

m
.m.x̄ = x̄, don
 X est 
onstante égale à x̄ et E(1/X) = 1/E(X) d'après

l'équivalen
e démontrée à la question pré
édente.

Ré
iproquement : si E(1/X) = 1/E(X), alors X est 
onstante égale à x̄, et par 
onséquent,

pour toute partie A de Pm, x̄A =
1

m

∑

i∈A

xi = x̄.

Si don
 i et j sont deux entiers distin
ts de {1, . . . , n}, et B une partie à m− 1 éléments de

{1, . . . , n} \ {i, j} : alors B ∪ {i} et B ∪ {j} appartiennent à Pm, don
 :

1

m

∑

k∈B∪{i}

xk =
1

m

∑

k∈B∪{j}

xk ⇐⇒
∑

k∈B

xk + xi =
∑

k∈B

xk + xj ⇐⇒ xi = xj

et on prouve ainsi que les (xi)16i6n sont tous égaux : 
ha
un d'eux est alors aussi égal à la

moyenne x̄ de 
es n nombres égaux.

On a don
 bien démontré l'équivalen
e : E(1/X) = 1/E(X) ⇐⇒ xi = x̄ pour tout i

ompris entre 1 et n.

d) Si on suppose que X et Y sont indépendantes : alors par le lemme des 
oalitions, Y et 1/X le

sont aussi, et on peut é
rire :

E(θR) = E
(Y

X

)
= E(Y )E(1/X) > E(Y ).1/E(X) =⇒ E(θR) > E(Y )/E(X) = θ

d'après le résultat de 11.
)i., et par
e que E(Y ) > 0.

D'après 11.
)ii. et iii., il y a égalité si et seulement si E(1/X) = 1/E(X), don
 si et seulement si

xi = x̄ pour tout i.
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Ainsi, E(θR) n'est pas for
ément égal à θ : on dit que θR est un estimateur biaisé de θ.

12. a) Si A est une partie de Pm : pour que [R = A] soit réalisé, 
'est-à-dire que les m 
lients 
hoisis

forment exa
tement le groupe A, ave
 la nouvelle pro
édure dé
rite, il a fallu 
hoisir d'abord l'un

des m 
lients, 
orrespondant à un entier i ∈ A, puis le 
hoix des m − 1 
lients suivants devait


orrespondre au groupe A \ {i}, 
'est-à-dire qu'on a l'égalité d'événements :

A =
⋃

i∈A

(
[J = i] ∩ [V = A \ {i}]

)

L'union est disjointe à 
ause du 
hoix parti
ulier et unique du premier 
lient, don
 :

P(R = A) =
∑

i∈A

P
(
[J = i] ∩ [V = A \ {i}]

)
=

∑

i∈A

P(J = i)× P[J=i](V = A \ {i})

b) Les hypothèses faites au début de la question 12. permettent de réé
rire 
ette probabilité sous la

forme :

P(R = A) =
∑

i∈A

xi

nx̄
.

1
(
n−1
m−1

) =
1

n
(
n−1
m−1

)
x̄

∑

i∈A

xi =
1

m
(
n
m

)
x̄
.mx̄A =

1
(
n
m

) .
x̄A

x̄

On a notamment réutilisé la formule sans nom : m

(
n

m

)

= n

(
n− 1

m− 1

)

.

13. Une fois 
hoisi le groupe de 
lients R (par la pro
édure de la question 12), on dé�nit θ̂R = ȳR/x̄R.

a) La variable aléatoire θ̂R est �nie, don
 admet une espéran
e qui vaut (toujours d'après le théorème

de transfert pour la variable aléatoire R) :

E(θ̂R) =
∑

A∈Pm

ȳA
x̄A

P(R = A) =
∑

A∈Pm

ȳA
x̄A

.
1

(
n
m

)
x̄A

x̄
=

1
(
n
m

)

∑

A∈Pm

ȳA
x̄
.

(le 
oe�
ient

(
n
m

)
ne varie pas en fon
tion de A ∈ Pm).

b) En reprenant alors le résultat de 11.a)i. dont l'énon
é admettait qu'il s'applique aussi à Y , on

peut é
rire : E(Y ) =
1

(
n
m

)

∑

A∈Pm

ȳA = ȳ, et don
 la formule pré
édente se réé
rit :

E(θ̂R) =
1

x̄
.
1

(
n
m

)

∑

A∈Pm

ȳA =
ȳ

x̄
= θ

On a don
 
onstruit un estimateur non biaisé de θ.

⋆ ⋆ ⋆ FIN DU SUJET ⋆ ⋆ ⋆
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