Corrigé Essec Eco maths 2 voie E 2010 par Pierre Veuillez

L’objet du probléme est 1’étude de la durée de fonctionnement d’un systéme (une machine, un
organisme, un service...) démarré a la date ¢ = 0 et susceptible de tomber en panne & une date
aléatoire. Aprés une partie préliminaire sur les propriétés de la loi exponentielle, on introduira dans
la deuxiéme partie, les notions permettant d’étudier des propriétés de la date de premiére panne.
Enfin, dans une troisiéme partie on examinera le fonctionnement d’un systéme satisfaisant certaines
propriétés particuliéres.

Les trois parties sont dans une large mesure indépendantes.

Toutes les variables aléatoires intervenant dans le probléme sont définies sur un espace probabilisé
(Q,AP).

Pour toute variable aléatoire Y, on notera E(Y") son espérance lorsqu’elle existe.

On adoptera les conventions suivantes. On dira qu'une fonction f continue sur R’ et continue a

droite en 0 est continue sur R, . En outre, si 7" est une variable aléatoire positive dont la loi admet la
t

densité f continue sur R, sa fonction de répartition Frp(t) = P(T < t) = / f(u)du, est dérivable

0
sur R*, et dérivable a droite en 0. On conviendra d’écrire Fi.(t) = f(t) pour tout t € Ry, F}(0)

désignant donc dans ce cas la dérivée a droite en 0.

1 Généralités sur la loi exponentielle

On rappelle qu'une variable aléatoire suit la loi exponentielle de parametre p(p > 0) si elle admet
pour densité la fonction f, définie par

o pe si x>0
f“(“)_{o siox<0
1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre p.
a) OnaE(X):iet V(X):%.

b) Idée : comparer avec une fonction de référence (Riemann ou exponentielle)
e HT [x72 = gt 2eHT = g2 Jel® () par croissance comparée quand z — —+00.

— +oo . .
Donc 2"e™#* = o (1/x?) et comme [ — da converge, alors par comparaison de fonctions
x

.. +oo _ 4
positive, fo x"e " dx converge également.

Et comme ff)oo " f, (x)dx = 0 alors fj;o 2" f, (x) dx converge absolument et (transfert)

Conclusion : ’X " a bien une espérance.‘

On intégré fOM 2" e H*dy par parties
u(r)=2""d/ (x) = (n+1)z" et v/ (z) = pe ™ : v (xr) = —e#® avec u et v de classe

c*

M y M
/0 e My = [—e M —|—/O (n+1)z"e *dx

= —e HM M /+°° x"pe M dx
H 0
et quand M — +o0 on a e MM M = ML ferM — () done | E (X)) = (n : 1)E (X™)
c) avec F (X') = l% on a alors par récurrence,
Conclusion : |pour tout n € N*: F'(X") = %
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d) en particulier : E (X?) = % et V(X)=E(X?) - E(X)* =

2 1  est
— — — = — ce qui es
proopr P

cohérent.
2. Propriété caractéristique

a) Soient p > 0 et X une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre p.
On a pour tout z € R : P(X > 2) =e™* > 0.
et pour tous réels positifs x et y,

P(X>z+ynX>u2x)
P(X > z)
P(X>z+y)
= >
P(X>x) carr+y=>x
e_(x+y)

P[X>w] (X > T+ y) =

= e Y
e~

=P (X >y)

b) Réciproquement, soit X une variable aléatoire positive admettant une densité f continue
et strictement positive sur R, et telle que pour tous réels positifs = et y,

Pixsqg(X >2+y) =P(X >y)

i. Soit R(x) = P(X > x).
Comme la densité de f est continue sur R, sa fonction de répartition F' est C'! sur
R* et F' = f > 0 donc F est strictement croissante sur R
Sa limite en +o0 est 1. Donc pour tout x € Ry, F(z) <let R(z)=1—F(z) >0

Conclusion : | R (z) > 0 pour tout = > 0

ii. On pose = f(0).
On a R(z) =1— F(x) donc R est dérivable sur Ry et R' (z) = —F' () = — f (x)

On fait apparaitre R dans I'égalité Py~ (X >z +y) = P(X > y):

R(x+vy)
R (z)

R(z+y)=R(z)R(y)

Pixoy (X >2+y) = donc

Astuce : et en dérivant par rapport a y (z est une constante)
on a pour tout z et y € R,

R (r+y)=R(y) R(2)

en particulier pour y = 0: R’ (x) = R’ (0) R (z) et avec R’ (0) = —f(0) = —p
soit | R'(z) + uR(z) = 0 pour tout = positif.
ili. Soit G (x) = R(x)e**. G est dérivable sur R, et G' (x) = R' (z) e + pR(x) el =
(R (z) + uR (z)) e"*0
iv. Donc G est constante sur R, .
Et comme G (0) = R(0) =1 (car X est positive)
alors pour tout x € Ry : R(x) = e

Finalement P (X < z) = { 1 _Oe—uac : i i 8 Conclusion : | X < ¢ ()
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3. Soient deux réels strictement positifs p; et ps. Soient X; et Xy deux variables aléatoires indé-
pendantes suivant respectivement les lois exponentielles de parameétres p; et o .

a) On pose Y = max (X, X5).
Pour tout x € R: (Y <z) = [max (X1, X3) <z] = (X; <zNX,; <x) et comme X et
X, sont indépendantes :
Fy(x)=PY <z)=P(X; <2)P (X3 <z)=Fyx, (2) Fx, (v)
Comme X est & densité alors Fly, est continue sur R et C! sur R* et de méme pour Fly,
Donc comme produit, il en est de méme pour Fy
Donc Y est & densité et une densité est : pour x # 0 :

fy () = Fx, (z) Fx, (z) + Fx, (2) Fx, (z)
- fX1 (:L’) F, (I) + Fx, (l’) sz (ZL’)

B { pre T (1 — e #2%) + pge M2* (1 — e M%) six >0

0 siz <0

b) On pose Z = min(X;, Xs).
On passe par ’événement contraire :
(Z >z) = [min (X3, X)) > 2] = (X3 >2N Xs > 1z) et comme X; et X, sont indépen-
dantes :
Fr(z)=1-P(X;>2)P(Xo>2)=1—(1-Fx, (z)) (1 = Fx, (z))
et comme précédemment 7 est a densité.
1 — e Mg = | — e~ltm)r & 3 > ()

On simplifie alors I'écriture de F (z) = { Osiz<0

et on reconnait la fonction de répartition de Conclusion : | Z — & (i3 + p2)

2 Fiabilité

Soit T une variable aléatoire positive qui représente la durée de vie (c’est-a-dire le temps de fonction-
nement avant la survenue d’une premiére panne) d’'un systéme. On suppose que 7" est une variable
a densité fr continue sur R, et ne s’annulant pas sur RY.
On appelle fiabilité de T' la fonction Ry définie sur R, par

Re() =P(T > 1) =P(T > 1) =1 — Fr(t)

ou Fr est la fonction de répartition de 7.

1. Soient ¢ un réel positif ou nul et h un réel strictement positif.
La dégradation du systéme sur Uintervalle [t, ¢ + h] est mesurée par la probabilité

P(t<T <t+h).
Commet <t+halorsP(t<T<t+h)=Fr(t+h)—Fr(t)=1—Ry(t+h)—1+ Ry (t)
Conclusion : |P(t <T <t+h)=Rr(t)— Rr(t+h)
2. Pour tout réel t positif ou nul,
Pt<T<t+h) Fr(t+h)—Fr(t)
h t+h—t

est le taux d’accroissement de Fr et comme fr est continue sur R, alors Fr est C! et le taux
d’accroissement tend vers F.

<T<
Conclusion :| lim Pt<T<t+h)
h—0,h>0 h

= Fr(t) = fr(t)
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a) Comme FI. (t) = f(t) > 0 sur R, alors Frp est strictement croissante sur R, . De plus
lim, o Fr =1 donc pour tout t € R: Fr(t) <let1l— Fr(t)>0

Conclusion : | pour tout réel t positif, Rp(t) > 0

ce qui permet de définir le « taux de défaillance »la fonction définie sur R, par le rapport
Jr(t)
A(t) = )
=4
b) Rr =1 — Fr est dérivable sur R, et R (t) = —F} (t) = —fr (t)

1
et comme Ryp(t) # 0 alors t — ——— est dérivable et

Rp(t)

0N Ry fe)
%m(&wﬁ“amw‘Rﬂw‘””

c¢) En intégrant (fonction continue car Ry est C*) de 0 & x > 0 on a donc

[ n{aig)o- et -vimiorin
= —In(Ry (z))

Donc

In (Ry (2)) = —/Ox)\(t)dt et

RT(x):exp(—/:)\(t)dt)

3. Soit Z une variable aléatoire réelle positive de densité g continue sur R, admettant une
espérance. On pose Ryz(t) = P(Z > t) pour t > 0.
N.B. par rapport a la question 2. on n’a plus 'hypothése « densité non nulle sur R, »
a) Soit v la fonction définie sur Ry par v (t) = tRy (¢).

g est continue sur R, donc Ry =1 — Frest Ct et R} (t) = —g (t).
v est donc dérivable sur R, et

V' (t) = Rz (t) + tR (t)
= Rz (t) —tg(t) donc
tg(t) =Ry (t) — v (¢)

b) On a v (t) = tRyz (t) .Montrer que tliin v(t) = 0.

N.B. si on n’a pas déja rencontré cette astuce, il faut plus de 4h pour la trouver !
Idée : utiliser I'existence de I’espérance et chercher le lien avec Ry () = f;oo g(t)dt
E(Z) = [Ztg(t)dt = lim, o0 [*_tg (1) dt

donc (astuce) E(Z)— [*_tg(t)dt = [ tg(t)dt — 0 et on y est presque :

Pour tout t > x, tg (t) > xg (t) car g (t) > 0 et, puisque les intégrales convergent :

/+Ootg(t)dt2 /+Ooxg(t)dt:a:RZ(x) >0

et par encadrement zRy (z) — 0 quand z — +0o0.
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¢) Z aune espérance donc F (Z) = f::o tg (t) dt converge ffoo tg (t) dt = 0 car Z est positive
donc sa densité sur R_ est nulle.
et donc f0+oo tg (t) dt converge et vaut F (Z)

/OMRZ(t>=/OMtg(t)+v’(t>dt
:/OMRZ(mdt—/OMv’(t)dt
= [Tt ar - o
:/Mtg(t)dt—v(M)—U(O)

0
+oo
— tg (t)dt
0

+o0
Conclusion : | E(Z) = Ry(t)dt
0

4. On suppose désormais que 7" admet une espérance. Soit ¢ un réel positif fixé ; le systéme ayant
fonctionné sans panne jusqu’a la date ¢, on appelle durée de survie la variable aléatoire T; = T'—t
représentant le temps s’écoulant entre la date ¢t et la premiére panne.

On a donc, pour tout réel z positif

Ry (x) =P(Ty > x) = Pprsyg(T >t + )

Je ne comprends pas .... la probabilité pour T; n’est-elle pas conditionnelle ?

a) Pour tout réel = positif,

Rp, (ZE) = P[T>t] (T >t4 1’)
_ P(T>t4 20T > t)
P(T >1t)
P(T>t+x)
= - = "/ t >1
P(T>t) cart +x >
Ry (t)
b) On réutilise alors le 3.c) puisque ses hypotheses (T} positive, densité continue sur R, et
ayant une espérance) sont satisfaites par T}

+o0
B(T) = /0 Ry (2)da

. too RT(t +33'>
‘A Re()

1

400
-5 /0 Re(t + 2)dt

et par changement de variable
u=t+x:dt=dr:z=0<=u=tetr — +o0 <= u — +0©

+oo
Emﬁﬁigl Rer(u)du
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Les questions suivantes illustrent les notions introduites précédemment pour des systemes
simples.

5. a)

On suppose que 7T suit la loi exponentielle de parameétre p.

la fiabilité est Rp(t) =P(T >t)=P(T >t)=1—Fp(t) =e " sit>0
_ fr(t)  pemH
N RT(t) N e Ht
On suppose que le systéme est composé de deux organes 1 et 2 montés en série, dont les
durées de vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne dés que
I'un d’eux tombe en panne. On note 7; la durée de vie de 'organe 4, fr, la densité de sa
loi qu’on suppose exponentielle de paramétre p;.

le taux de défaillance est A(t) = 41 qui est donc constant.

La durée de fonctionnement du systéme est donc 7' = min (77,75) et d’apres le 13a)
— ¢ (p1 + p2) et donc sa fiabilité est celle du a)

Conclusion : | Ry (t) = e~ m1H12)t et son taux de défaillance p1 + po

On suppose que le systeme est composé de deux organes 1 et 2 montés en parallele, dont
les durées de vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne
quand les deux organes sont en panne. On note 7; la durée de vie de 'organe i, fr, la
densité de sa loi qu’on suppose exponentielle de parameétre ;.

On a vu qu’alors 7' = max (7}, T3) sa fonction de répartition Fr (z) = Fr, (x) Fr, (z)
Donc sa fiabilité est Ry (z) =1 — Fp, () Fp, () =1— (1 —e M*) (1 —e ") siz >0

6. Soit ¢, s la fonction définie par

B

————(Bt)" e si t>0
puslt) = { o oDe T sz
0 si t<0

ou (8 > 0 est une constante strictement positive et n un entier naturel non nul.

a)

¢n, 3 est positive sur R et continue sur R*

On montre par récurrence que pour tout entier n € N* : 0+°O ©n. g (t)ydt=1:
M +o00
Pour n =1: / Onp (t)dt = Be Ptdt = 1 densité de ¢ ()
0 0
Soit n > 1 tel que f0+°o ©n.p (t) dt converge et vaut 1 alors par parties on a

M
—'(ﬁt)”e_ﬂtdt par IPP
o nl
n—1 n—1 n—1
w() = o = ool :B((ft—) Dl

v (t) = Be P v (t) = —e P et u et v de classe O

_ {_e_mw]M _ /OM _@—%Mdt

n ], (n—1)!

400 (ﬁt)n_l s B
— /(; ﬁme dt =1

Donc pour tout entier n : [* > ¢, 5 (t)dt = 1

Conclusion : |y, s est une densité de probabilité (loi d’Erlang)
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b) On suppose que 1" a pour densité la fonction ¢, .
Sa fiabilité est a l'instant ¢ est Ry(t) =1 — F (¢)

n—1
t k
On vérifie ® (t) =1 — e P! Z % est la primitive de ¢, 3 s’annulant en 0
k=0
® est dérivable sur R, et
n—1 n—1
()= per Y- UL oy PO
k=0 k=1
n—1 k n—1 k—1
_ Be—Bt (B~ s~
pe ( J! Z(k—l)' 0
k=0 k=1
I A GO GOk
k! h!
k=0 h=0
_ fa—Bt (Bt
fe =)
= ¢nps (1)

et

Finalement,

7. Soit 13, la fonction définie par
5t
b)) =19 n'n
0

ouf>1,7>0
a) g, est continue sur R* et positive sur R

51
On remarque que % <%> est la dérivée (%) # donc

/oM Y (t)dt = {_e_(%)j;\/[
A

— 1 quand M — 400

Donc fj;o Vs, () dt converge et vaut 1

Conclusion : |13, est une densité de probabilité (loi de Weibull).
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b) On suppose que 1" a pour densité la fonction 1g,,.
On a alors pour t € R, :

P = | (0t

t

=1- e_(’?) et donc
RT (t) = ei(%)ﬁ

et le taux de défaillance A(t) a la date t :

c¢) Donc
— si > 1 alors A (t) — +o0 quand t — +00

1
— si f =1 on retrouve une loi ¢ (%)alors A(t) = — est constante.
n

3 Systéme Poissonien

On considére maintenant un systéme dont le fonctionnement est défini comme suit : pour tout réel

t positif, la variable aléatoire IV; & valeurs entiéres représente le nombre de pannes qui se produisent

dans I'intervalle [0, ¢]. On considére que le systéme est réparé immédiatement aprés chaque panne.

On notera en particulier que pour s < t, on a N, < N,.

On suppose qu’on a les quatre propriétés suivantes

e Ng=0et 0< P(N;,=0) <1 pour tout t > 0.

e Pour tous réels tg,t1,...,t, tels que 0 < ¢ty < t; < --- < t, les variables Ny, Ny, — Ny, N, —
Niyy.ooy Ny, — Ny, _, sont mutuellement indépendantes (accroissements indépendants)

e Pour tous réels s et t tels que 0 < s < ¢, Ny — N; suit la méme loi que N, (accroissements

stationnaires)
P(Np, > 1
o lim PR
h—0,h>0 h
On pose, sous réserve d’existence, pour tout u > 0 et pour tout s dans [0,1], G,(s) = E(sM) , avec

la convention 0° = 1.

1. a) Pour tout u > 0,
Gu(s) = BE(s™) = 3.2 s* P (N, = k) (transfert si absolue convergence) et comme 0 <
s <1 alors s*P (N, = k) <P (N, = k)
Lasérie Y, P (N, = k) converge, donc par majoration de termes positifs >, /% s* P (N,, = k)
converge, et donc absolument puisque les termes sont positifs..

Conclusion : |Pour tout s € [0,1] : G,(s) = E (s"*) existe
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b)

On recycle :
pour tous réels u et v positifs ou nuls, et pour tout réel s tel que 0 < s <1, on a

Guio(s) = B (SNHU)

B (5" =)
B (s
E(

AR

car N, et N;, — N, sont indépendantes, et comme N, ., — N, a la méme loi que N,
Conclusion : |Gy, (s) = E (s") E (s") = G, (s) G, (s) pour tout s € [0,1]

2. On fixe s tel que 0 < s < 1.

a)

Gi(s) = E (s™) et comme 0 < P (N; = 0) < 1 alors

+o0
M) =>"s"P (N =
k=0

> 9P (N; = 0) > 0

Conclusion : |G1(s) > 0
On pose 6(s) = —InG1(s) et, pour u > 0, ¥(u) = Gy(s).
Recycler : Gy qy (5) = ...

On a donc 9 (k) = Gi(s) et on a alors par récurrence :

— Pour k = 0: 9(0) = Go(s) = E (s™) avec P (Ng = 0) =1 on a donc 1(0) = s* =1 et
e () =1 CQFD

— Soit k € N tel que Gy, (5) = e ) alors G4 (s) = G (s) G1 (s)
avec |0(s) = —InGi(s)|on a Gy (s) = e~ et donc
Gipr (5) = e M6 06) = o=(k+1)6(s)

— Conclusion : |Pour tout k € N : Gy, (s) = e #()

Soit ¢ un entier naturel non nul.

k
On a (récurrence) G,1(s) = (G; (s)> donc avec k = q on a G4(s) = (G
et donc G (s) = (Gy(s))"? = e o'

()’

1
q

Conclusion : 1/1(;) —e "),

Et on a a nouveau par récurrence pour tout p € N :

v (g) = (wé))p: (e—éw)” o

—r0(s)

Conclusion : |si r € Q4 alors ¢¥(r) = e

Astuce introuvable si on ne I’a pas déja vue : on encadre tout réel u par deux suites
| nu [nu| +1
n

et r, = ———)

de rationnels tendants vers u (s, =
n

Spn < u < 71, pour tout n € N et on regarde le sens de variaation de v pour encadrer les
images :
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Si0<wu<walors N, <N, et comme s € [0,1], la fonction  — s” est décroissante sur
R, donc s™ > sNv et E (sM) > E (s™) soit ¢ (u) > ¢ (v).

Donc la fonction 1 est décroissante sur R, d’ou ¢ (s,,) > ¢ (u) > ¢ (1)

et quand n — +o0o on a s, — u donc ¥ (s,) = =) —u0(s) et de méme pour ¥ (r,)
Donc par apssage a la limte dans I'inégalité précédente : ¢ (u) = e ()

—uf(s)

— €

Conclusion : | que pour tout réel positif u, G,(s) = e

f) Comme ¢® — 1 ~ 2 quand * — 0 alors e () — 1 ~ —hf(s) quand h — 0T et donc

e—h&(s) -1
_ let
“ho(s) ©
. . Gh(S) —1
Conclusion : | pour tout s € [0, 1], h_l)g%o — = —0(s)

3. Par ailleurs que pour tout s € [0, 1],

+0o0
$)=1=>) PN, =k)—1
k=0

—P(N,=0)+s'P(N, —|—ZSP
et d’autre part
+o0o
P(N,=1)(s—1)+ Z P (N, = k) (s* — 1) si converge
k=2
+oo +oo
=sP(Ny=1)-P(Ny=1)+ > s*P(Ny=k)— > P (N, =k)
k=2 k=2
+oo
=1)+ Z s"P (N, = Z P (N ) qui convergent

:P(Nh:O)—i—sP(Nh:1)+ZSkP(Nh:k)_ZP(Nh:

k=2

== Gh(S) —1

Conclusion : |G, (s) =1 =P (N, =1) (s — 1) + >/ (s" = 1) P (N}, = k)

4. On pense alors a

1 400
EZS—]. Nh:k>: - h (8_1)
k=

P (N, = 1)

mais la limite de doit étre déduite a la question suivante ...

— Deux cas a considérer : si s = 1: 3,55 P(N,, = k)(s* — 1) = 0 d’oit la limite.

P(Np, > 1
— Et si s € [0,1], on va utiliser I'hypotheése : 110121 . % en majorant.
>
Pour tout k > 2 : (N, =k) C (N, > 1) donc P (N, =k) < P(Ny>1) et (séries conver-
gentes)
+oo +oo 82
0< ZP(Nh:k)Sk <Y P(Ni>1)s* =P (N, > 1) —doi
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P(Nh—k’) <P(Nh>1) 52

0<
h - h 1—s
+o0 k
P(N, =k
et par encadrement 2x=2P hh )s — 0
+oo +oo
Enfin, Y "P (N, =k) <> P (N, = k) = 1 donc
k=2 k=0
o< ZinP(Nn=Fk) _1
- h ~h
+oo
P (N, =k
et =h=2 1(1 h ) — 0 par encadrement.
+oo
> P(N, =k)(s" - 1)
k=2

Conclusion : |pour tout s € [0,1], lim =0

h—0,h>0 h

5. a) Onréutilise G, (s) =1 =P (N, =1) (s = 1)+ >;%5 (s* = 1) P (Ny = k)

pour en extraire

_ e

P(N,=1)= Gh(s)—l—Z(sk—l)P(Nh:k)] /(s—1) et

L k=2
P(Np=1) _|Gn(s)—1 i (sF = 1) P (N, = k) (s 1)
h h h
. —0(s)+0
s—1

—0 (s) —_
et avec a = 1 > ( (car une probabilité I’est)
Conclusion :| o= lim w >0e

h—0,h>0 h
et pour tout s € [0,1], O(s) = —a(s—1) = a(l — )

b) On a en particulier « = 6 (0) = —In G1(0).
Et comme G1(0) = E (0M) = 0°P (N; =0) + 0 = P (N; = 0) < 1 par hypothése (pour
tout t>0:0<P(NV;=0)<1)
alors P (G1(0)) < 0 et Conclusion :
6. a) On a vu que pour tout réel positif u, G,(s) = e~
et (s) = —a(s—1) =a(l —s) au 5a)
donc G, (s) = e u1=9)
D’autre part :

u0(s) au 2e)

k! k!
k=0 k=0
— o Qupaus
e—au(l—s)
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et finalement pour tout s € [0, 1],

Gu(s) = ZP (N, = k) s* (transfert)
k=0
+00
—au (au)k:| k
= e s
> e

b) Si la somme était finie, on aurait une égalité depolynoémes pour une infinité de valeur,
d’ou identification des coefficients.
Mais on ne dispose pas au programme d’un tel théoréme sur les sommes de séries.

On montre alors par récurrence que pour tout k € N: P (N, = k) = e*a“%

La récurrence a besoin de tous les termes précédent (récurrence généralisée)

— Pour n = 0 on utilise I’égalité pour s = 0 et il ne reste que le terme ou la puissance de

s est nulle : P (V, =0) = e*a“(aoL!)o

— Soit n > 0 tel que pour tout k < n:P (N, =k) = e*a“(%)k
alors, on simplifie de part et d’autre ces n + 1 premiers termes égaux et il reste.

+o0 +oo k
Z P(N, =k)s" = Z [e‘““m] s* que I’on factorise et simlifie par 5"

k!
k=n+1 k=n+1
+oo +o0 (Q{’U,)k
_ k—n—1 __ —au k—n—1
> P(Nu=k)s = > [e T ]s
k=n+1 k=n+1
et en particulier pour s = 0 il ne reste que P (N, =n+1) = e (Z;ﬂ;l

N.B. il y a ici une erreur : pour simplifier par s"*!, il faut que s soit non nul. On ne
peut donc pas utliser la formule pour s = 0...
Il faut procéder par apassage a la limite :

—+00 —+00
Z P(N,=k)s* " 1 =P(N,=n+1)+s Z P (N, = k) s" "2
k=n+1 k=n+2

et comme P (N, = k) s*#772 < sF"=2 alors

+o0 +oo
1

0<s Z P(N,=k)s" "2 <5 Z shn=2 —
k=n+2 k=n-+2

1—s

+oo
et quand s — 0T, par encadrement, Z P (N, =k) s*="=2 0 et de méme pour la
k=n-+2

seconde somme ot [e*a“%] est une probabilité de P (au) et donc inférieur a 1.

— Conclusion :| P (N, =k) = (o‘:!)k e " pour tout k € N

et donc N, — P (au)

Une famille de variables aléatoires ayant les mémes caractéristiques que la famille (IV;);>o est

un processus de Poisson et la constante o s’appelle le parameétre du processus de Poisson.
7. Soit T la variable aléatoire désignant la date de la premiére panne. Soit ¢ > 0.

T > t signifie que la premiére panne survient apres ¢, c’est a dire qu’il n’y a pas eu de panne

dans [0, t] donc
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(T>t)=(N;=0)et P(T>t)=P(N;=0) = e =e etellevaut 1sit<O0.
Donc P(T<t)=1—e*et

Conclusion : |T — ¢ («)

8. Pour t positif fixé, on pose pour h réel positif, N, = Ny — N;.

a) Ni.p est le nombre de panne dans [0, ¢ + h] et N;.dans 'intervalle [0, ¢] donc Ny p,—N; = N,
est la variable aléatoire qui représente le nombre de pannes survenues dans l'intervalle de
temps |t, ¢ + hl.

b) Or ]\7h = Ny — Ny a la méme loi que N, donc on liste les 4 propriétés :

— Np, — Nh1~: Nithy — Nt = (Niyny — Ni) = Nipny — Niyn, 2 la méme loi que Ny, p,
donc que Np,_p, o )

— et de la méme facon pour 'indépendance de Ny, Ny, — Np, ...

~ Nyg=N,—N,=0¢t P (Nh = ()) =P (Nyp — Ny =0) =P (N, =0) est donc compris
dans ]0, 1[ pour tout h > 0.

— et de méme pour le a limite ol ’'on retombe sur celle de N},

donc la famille (Nh) n>0 est un processus de Poisson de parametre a.

c¢) Donc en notant 7" la date de la premiére panne apreés ¢ on retrouve d’aprés 7) que T — ¢ («)

d) Le taux de défaillance aprés ¢ pour une loi exponentielle est (fiabilité 5 a) ) le parametre
de la loi donc
pour un processus de Poisson et pour chaque date ¢ donnée, le taux de défaillance du
systeme apres ¢ est constant.
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