CORRECTION D’EXERCICES

Fonctions de deux variables

I. Correction des exercices 4 et 7

1. La fonction est de classe C? sur R? comme fonction polynomiale.

V(:c,y) €R27 al(f) (x()vy()) =Y aQ(f) (x07y0) =z
Donc le gradient vaut

Wﬁmwz(y)

T

Le développement limité & lordre 1 en (xg,yo) est donné par la formule

Flao-t o+ 1) = £ (o) + () o) () +0(d (1,8, 052).

o Développement limité a l'ordre 1 en (0,0) :

P = 100+ F(7) 0.0+ () +0(a((hk).02)). = 0+ 01+ 0k + 0 (d (B, ). )

o Développement limité a ordre 1 en (1,2) :

FA+h24k) =f(1,2)+"V(f)(1,2)- ( Z ) +o(d((hk),02)). =2+ 2h+k++o(d((h, k), Opz)).

Les dérivées partielles secondes valent

ail(f)(x,y):() 822,2(f)($7y):1
ai2(f)(xvy) =1 822,1(f)($7y) =0

Donc la matrice Hessienne au point (1,1) vaut
0 1
2 _
vinan= (] ;)

2. La fonction est de classe C? sur R? comme fonction polynomiale.

V(z,y) € R?, 01(f) (zo,y0) =2z 82(f) (0, 50) = 2y

Donc le gradient vaut

v = 5 )

o Développement limité a ordre 1 en (0,0) :
f(h,k) = £(0,0)+"V(f)(0,0) - ( Z ) +o0(d((h,k),Or2)). =0+ 0h+ 0k + o (d((h,k),0g2))

o Développement limité & 'ordre 1 en (1,2) :

FA+h2+4k) =f(12)+'V(f)(1,2)- ( Z ) +o(d((h,k),082)). =5+ 2h + 4k + o (d ((h, k), Ogz)) .
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Les dérivées partielles secondes valent

Donc la matrice Hessienne au point (1,1) vaut
2 (2 0
vnan=(g 5

3. La fonction est de classe C? sur R? comme fonction polynomiale.

V(z,y) € R 01(f) (wo,p0) =22 +y  02(f) (wo,m0) = 2y +a

Donc le gradient vaut

v =( 25t )

o Développement limité a ordre 1 en (0,0) :

f(h,k) = £(0,0)+"V(f)(0,0) - ( Z ) +o(d((h,k),Og2)). =0+ 0h + 0k + o (d((h,k),Og2))

o Développement limité a ordre 1 en (1,2) :

FA+R24E) =f(1,2)+1V(f)(1,2)- ( Z ) to(d((hk),0m2)). = —1+4h — 3k + 0 (d ((h, k), Oz)) .

Les dérivées partielles secondes valent

FL(N)x,y) =2 Bo(f)(zy) =1
(M), y) =1 05,(f)(z,y) = =2

Donc la matrice Hessienne au point (1,1) vaut
2 1
2 _
vinan=(7 4)

4. La fonction est de classe C? sur R? comme fonction polynomiale.
V(z,y) € R?, 91(f) (x0,50) = 209> + 4> 9a(f) (w0, y0) = 2ya® + 3ay?

Donc le gradient vaut

2 3
Ve = ( 5%ty )

o Développement limité & ’ordre 1 en (0,0) :
P8 = 0,004 (00,00 () +0(d((h8).022)). =0+ 00+ 0k + o[ (1, ),0z2)

o Développement limité & ’ordre 1 en (1,2) :

FA+h2+4k) =f(12)+'V(f)(1,2)- ( Z ) +o(d((h,k),0p2)) . = 12+ 16h + 16k + o (d ((h, k), Ogz)) .

Les dérivées partielles secondes valent

071 (f)(z,y) =2y 95 ,(f)(x,y) = dyz + 3y*
O o(f)(x,y) =4yx +3y*  95,(f)(x,y) = 22% + 6yx

Donc la matrice Hessienne au point (1,1) vaut

v(nan=(; §)
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5. La fonction (z,y) — 1 + 22 + 9% est de classe C? sur R? comme fonction polynomiale et elle ne s’y annule jamais.
Donc par quotient, f est de classe C? sur R?
—2y
(1422 +y2)?

—2x

m 02(f) (95073}0) =

V(x,y) € R?, 91(f) (x0,40) =
Donc le gradient vaut
—2z
1+ 22 +42)2
V(Hay = [ T
(1 +.TI2 + y2)2
o Développement limité a lordre 1 en (0,0) :
h
P8 = 0,004 (00,00 (| ) +0(d((h8).022)). = 1+ 00+ Ok-+ 0(d (1, ),0z2)

o Développement limité & 'ordre 1 en (1,2) :

> >

FA+h2+k) =f(12)+'V(f)(1,2)- ( )+o(d((h,k),ORz)) =~ — —h—=k+o(d((hk),0g)).

Les dérivées partielles secondes valent :

—2(14 2%+ y?)? — (—22) x 2(2z)(1 + 2% + y?) —2—222 —2y? + 8% -2+ 622 — 2y

2 _ — —

1,(f)(z,y) = (1+ 22+ y2) - (1422 +42)3 T (14224 y2)3

32, (f) () = —2(1+2? +y?)? — (—2y) x 2(2y) (1 + 2?2 + y?)  —2—22% —2y* + 8%  —2— 222 + 6y

2,2\ )\ Y) = (1+22 +y2)* - (1+22+42)3 T (1422 +y2)3
(—22)(-2(2y)) 8zy

5%,2(f)(x,y) :ag,l(f)(xvy) = (1+ 22 1 y2)3 = (1+22+42)3

Donc la matrice Hessienne au point (1,1) vaut

v =5 (3 )

6. La fonction (z,y) — 1+ 22 4+ 9% est de classe C? sur R? comme fonction polynomiale et elle est y strictement
positive. Donc par composition, f est de classe C? sur R?

2 2y
V(Z‘,y) € R27 81(f) ($07y0) = 1+ 22 +y2 82(f) ($07y0) = 1+ 22 +y2
Donc le gradient vaut
2z
1 2 2
Vi) =| ~ 5TV
1+ 22 + y?

o Développement limité a ordre 1 en (0,0) :

F(h,k) = £(0,0) +V(f) (0,0) - ( Z ) +0(d((h,k),0p2)). = 0+ Oh + Ok + o (d ((h, k), 0z2))

o Développement limité & 'ordre 1 en (1,2) :
F(A+h2+Ek) = f(1,2)+'V(f)(1,2)- < Z > +o(d((h,k),0r2)) = In(5) + %h+ §k+0(d((h,k),OR2)).

Les dérivées partielles secondes valent :

20+ a2 +y%) — (22) x (2z) 2+ 22% +2y* —4a? 2 — 227 4 297

2 _
5’1,1(f)(xay) - (1+x2+y2)2 - (1+x2+y2)2 - (1+:1:2+y2)2
52 (F)(w,y) = 2(1 + 2% +y?) — (2y) x (2y) B 2 + 222 + 292 — 422 B 2 + 222 — 2y
2,2 Y) = (1+ 22 +y2)2 - (1+ 22 +y2)? T (14 a2 +y?)2
(20)(=2y) Ay

aiz(f)(%y) = 33,1(f)($,y) = (1 + 22 1 y2)2 = (1+ 22 +42)?

Donc la matrice Hessienne au point (1,1) vaut

vinen-z(% 3
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II. Correction des exercices 3 et 8

1. La fonction est de classe C? sur R? comme fonction polynomiale.
V(xvy) €R27 al(f) (.’Eo,yo) =1 aQ(f) (x()vyO) =0

Les dérivées partielles secondes valent

2. La fonction est de classe C? sur R? comme fonction polynomiale.
Y(z,y) € R, 0i(f) (w0, 90) =0 9a(f) (x0,50) = 1

Les dérivées partielles secondes valent

3. La fonction est de classe C? sur R? comme fonction polynomiale.
V(z,y) € R?, 0u(f) (zo,m0) =1 0a(f) (w0, 0) =1
Les dérivées partielles secondes valent

ail(f)(mvy) =0 822,2(f)(x7y) =0
81272(f)(.%‘,y) =0 a%,l(f)(x’y) =0

4. La fonction est de classe C? sur R? comme fonction polynomiale.
Y(z,y) € R, 01(f) (o, 90) =22 3a(f) (z0,0) = —3y

Les dérivées partielles secondes valent

5. La fonction (x,y) — 1+ z? + 12 est de classe C? sur R? comme fonction polynomiale et elle est y strictement
positive. Donc par composition, f est de classe C? sur R? .

2x 2y

V(z,y) € R?, 01(f) (0, y0) = T+22+42 92(f) (w0, y0) = 1+ 224942

Les dérivées partielles secondes valent :

201+ 2% +9?) — (22) x (2z) 2+ 222 +2y* —42® 2 — 222 + 2y°
91 ()(z,y) = = =

(1+x2+y2)2 (1+x2+y2)2 (1+$2+y2)2

852(f)(x y) = 2(1 +a° +y2) —(2y) x (2y) _ 2+ 222 + 2y2 — 42 _ 24+ 9222 — 2y2

, ) (14 22 +y2)2 (14 22+ 42)? 1+ 22 1 g2)2
(2z)(—2y) —4zy

3%2(f)($7y) = 331(f)(x,y) = (1+ 22+ y2)2 = (1+ 22 +y2)?

6. La fonction (x,y) — z2+y? est de classe C? sur R? comme fonction polynomiale et elle est y strictement positive.
Donc par composition, f est de classe C? sur R? .

Y(z,y) € R%, 01(f) (w0, 90) = 2zexp(a® + %) 9a(f) (w0, 40) = 2y exp(a® + y?)
Les dérivées partielles secondes valent :
512’1(f)(33,y) = 2exp(a® + y?) + 22 x 2z exp(a® + y?) = 2(1 + 22%) exp(a? + y?)
95 5(f)(x,y) = 2exp(a® +y?) + 2y x 2y exp(a? + y?) = 2(1 + 2y°) exp(a? + %)
0% o(f)(@,y) = 031 (f)(x,y) = day exp(a® + y?)
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7. La fonction (z,y) — e” 4y est de classe C? sur R? comme fonction polynomiale et elle est y strictement positive.
Donc par composition, f est de classe C? sur R? .

V(z,y) € R?, 01(f) (z0,90) = e"exp(e” +y)  02(f) (w0, 0) = exp(e” +y)

Les dérivées partielles secondes valent :

3fvl(f)(:17,y) = e exp(e” +y) + €” x e” exp(e” +y) = exp(e” +y)e* (1 + €7)
93 2(f)(x,y) = exp(e” +y)
0% 5 (f)(w,y) = 031 (f)(w,y) = e” exp(e” + )
8. La fonction (z,y) — 1+x + 4% est de classe C? sur R? comme fonction polynomiale. Elle est strictement positive

sur le domaine D = {(z,y) € R?*|y? > 1 + x}. Donc par composition, f est de classe C? sur D .

V(z,y) € R?, 0y(f) (w0, 90) = m 92(f) (zo,y0) = \/#ﬁ
Les dérivées partielles secondes valent :
e
4(1 4 x + y2)3/2
(1+z4+32)2 —yx y

0F 1 ()(z,y) =

) _ Vitery:  1+a+y? —y® 1+
82,2(f)(33a3/) - 1—|—x+y2 - (1+x+y2)3/2 - (1+x+y2)3/2
2 _ a2 _ —Y _
81,2(f)(337y) - 82,1(f)(m,y) - 2(1 T +y2)3/2

9. Les fonct21011s (z,y) — 2 et (z,y) — 3~ sont de classe C? sur (Ri)2. Donc par produit, f est de classe C?
sur (R%)* .

V(z,y) € R?, 01(f) (z0, o) = az® 'y'~® 02(f) (zo,90) = (1 —a)y™

Les dérivées partielles secondes valent :
971 (f)(@,y) = ala — 1)z 2y

932(f)(x,y) = —a(l - a)zy™*!
9% (), y) = 03,1 (f)(x,y) = a(l — )1y~
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