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Correction du concours blanc n°3

Option économique

MATHEMATIQUES

26 Février 2025

. Partie I : Modélisation poissonienne

On considere une société d’assurance comptant N clients et garantissant a chacun d’entre eux un capital
d’un montant de s euros en cas de déces. On suppose que le nombre de déceés annuel suit une loi de Poisson
de parametre entier k. Le revenu annuel de la société fourni par la perception des primes d’assurance des N
clients est au total de ks (1 + X)) euros, ou A est un réel strictement positif représentant le taux de sécurité
que la société s’accorde afin de faire face & un nombre de sinistres plus élevé que la moyenne. La société
dispose également d’un fond de réserve R dans lequel elle peut puiser exceptionnellement. Un bilan financier
de la société est effectué tous les 5 ans.

On note Y le nombre de déces enregistrés sur une période de 5 ans.

A. Résultats généraux :
1. La société versant s pour chaque déces, au moment du bilan financier, pour Y déces elle aura du versé
Y s euros.

2. 1l suffirait que le nombre de déces soit indépendants d’une année sur l'autre (ce qui n’est pas le
cas puisque les clients décédé ne remeurent pas ...) pour que la somme des déces suivent une loi de
parametre la somme k+k+k+k+ k

On supposera dorénavant que Y suit une loi de Poisson de parameétre 5k.
3. Onaalors E(Y) =V (Y) =5k
t 2 9
4. La fonction ® : ¢t — / M
—00 V2

1
est continue sur R, vaut 3 en 0 et tend vers 1 en 4+00. De plus elle est dérivable et sa dérivée est

ex —2
@’(t)—w(t)-p\%”)

1
Donc ® est strictement croissante et continue, bijective de ]0; +o00[ dans }li(r)nq) ; Em P [ = } 5; 1 {
o

dx fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite

>0

1 _— . to exp (—2?%/2)
Et comme 0,99 € | =; 1], il existe un unique ¢ty > 0 tel que ———"2dzx=20,99
2 —00 V2T
5. Soient 5k variables (X;), indépendantes de méme loi P (1).
5k
Z—-E((Z
Alors Z = ZXi — P (5k) et Z (de variance non nulle) centrée réduite Z* = Z-E(2) =
P V(Z)

Z — 5k
Vbk

converge en loi vers N (0,1) quand & tend vers +oo.
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Donc

7 — 5k
P >to) = 1—®(t) =0,1
(@ ) (to)

Z ayant la méme loi que Y, on a le méme résultat pour Y :

P@Cﬂk>mﬁﬁyﬁulwmdk%+m ((A))

Pour la fin de cette partie, on supposera k assez grand pour utiliser I’approximation

B. Exemples d’application :
Dans cette partie il s’agit d’exploiter approximation (A).

6. Pour faire face a toutes les indemnisation, il faut et il suffit que les sommes en caisse soient supérieures
ou égales au sommes a débourser :

Les sommes en caisses sont les cotisation et les fonds de réserve : 5sk (1 + X) + R. et les dépenses sY’
Conclusion :|il faut il suffit que 5sk (1 + \) + R > SY‘

7. "la société puisse faire face a toutes les indemnisations requises sur ’exercice de 5 ans" est I’événement

A = (Bsk(1+A)+R>sY)
=(%ﬂ+M+§Zﬂ
:(MA+§2Y—%)

R
dont la probabilité vaut 0,99 pour 5kA + — = toV 5k (événement contraire)
s

Conclusion : |pour R = (tov 5k — 5k:)\> s la probabilité de faire face est -proche- de 0,99

k
8. On notera dorénavant y = N le taux de mortalité dans I’ensemble des clients.

Pour que la société puisse se dispenser d’un fond de réserve pour un exercice de 5 ans tout en maintenant
a plus de 99%, il suffit que la réserve précédente soit négative ou nulle.

toVOk —bkA <0 <= tog—/DBNuA <0

1 [t
— N><0>

T 5 \ A
) 1 [(to)?
Conclusion :| pour N > =\ la société est stire & 99% de ne pas avoir besoin d’un fond de réserve
7
1 (to)?
et pour N = \‘5 ;) J + 1 (partie entiere) cela est vérifié
1

. Partie II : Médianes

Soit X une variable aléatoire réelle. On définit ’ensemble

wum:{meR\Pu<nos SﬂXﬁm%

N | —

Un élément élément de M (X) est appelé médiane de X.
9. La fonction de répartition F' de X associe F'(z) =P (X <z)az e R.

10. Soit X une variable aléatoire de loi de Bernoulli de parameétre 2.
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e sim<0alors P(X <m)=0
e sim=0alors P(X <m) =0 car X () ={0,1}
1
. sime]O,l[alorsP(X<m):P(X:0)Z§
1
. simzlalorsP(X<m):P(X:O):§
e enfin, sim > 1lalors P(X <m) =1

Donc M (X) = [0, 1]
11. Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre v > 0 de fonction de répartition notée

Fx

Par définition m € M (X) <= P (X <m) <

Or pour une variable & densité P (X <m) =

Donc

et comme Fx () = 0 si < 0 alors les solutions sont positives ou nulle.
1

Conclusion :| m € M (X) <= m >0et Fx (m) = B

La fonction de répartition de la loi exponentielle sur RT vaut Fy (z) =1 — e~ ** donc pour m > 0 :

1 1
FX(m):E e 1—€_am:§

1

<— —am=In <2>

1
<~ m=—1In(2)
(0%

(0}

Conclusion : | M (X) = {1 In (2)}

On revient au cadre général o X est une variable aléatoire réelle.
12. Soient a a € M (X) et b € M (X) avec a < b.
Si ¢ € [a,b], alors (X < a) C (X <c¢) C (X <b) (et de méme pour les inégalités larges)
DoncP(X<a)SP(X<C)SP(X<b)S%SP(XSa)SP(XSC)SP(XSb)
et c e M (X).

Conclusion : ’./\/l (X) est donc un intervalle‘

13. Supposons que X posséde une densité f continue sur R telle que f () > 0 pour tout = réel.
Dans ce cas, pour tout m € R: P (X <m) =P (X <m) et donc

1 1
P(X<m)§§§P(X§m)<:>F(m):§
Comme la fonction de répartition F' de X (dont la dérivée est f) est strictement croissante et continue,
elle est bijective de R dans }lim F; limF[ =10; 1]
—00 +oo

1 1
Et comme 3 €10 ; 1] il existe un unique m tel que F (m) = 5

1
unique solution de P (X <m) < 3 <P (X <m)

Conclusion :’./\/l (X) est réduit a {m}‘
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1
Dans le cas particulier o X suit une loi normale centrée réduite, on a ® (0) = = et I'unique solution
est m = 0.
Conclusion :’si X <N (0;1) alors M (X) = {0}‘

14. En supposant que X admette une espérance, est-il exact que E(X) C M (X) ?

1
C’est vrai pour le cas de X < N (0,1) mais pas dans le cas ot X < ¢ (a) ot F(X) = — alors que
a

M(X):{lln(Q)}

(07

Conclusion : ’ E(X) C M(X) n’est pas toujours vrai‘

. Partie III : Médiane d’une variable poissonienne

A. Préliminaires d’analyse :
Il s’agit dans ces préliminaires d’étudier la suite (uy,),,~, définie par

n?’L

up = exp (—n) )
pour tout n € N*

2
15. Pour tout = € [0 ;1] la fonction g définie par g (z) =In(1 +x) —x + % est dérivable et

, 1 z

g (@) = 1+:v_1+§

2+ (—2+2)(1+x)
2(1+2)

—z + 2

2(1+2)

Or pout tout = € [0,1] z?

g(x) <O0sur[0;1] et

< z donc g est strictement décroissante sur [0,1] avec g(0) = 0. Donc

2

Conclusion : | pour tout x € [0 ;1] :In(1+2) <z — %
16. Pour tout n € N* :
(n + 1)n+1
exp(—n—1) —-—
Unp, a n"
exp ()
(n+ 1)n+1
n+1
= exp(—1) ( o )
n+1)"
= (- "D

= exp(—1) <1 + i)n

= exp {—1 +nln <1 + 1)]
n
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17. En prenant le In de I'inverse du quotient précédent (strictement positif) on obtient :

ln.( tn ) = In(un) — In (uns1)

1
= —nln<1—|—>—|—1
n

1 1 1
(- )+1=—>0
n(n 4n2>+ dn —

1
Or la série g . est divergente (Riemann) donc par minoration de termes positifs
n
n>1

Y

Conclusion : ’ la série de terme général In (u,) — In (up41) est divergente vers +oo

18. On reconstitue

Up) = Zln (ugy1) — In (ug) + In (uq)

qui tend donc vers —oo

Conclusion : |la suite (In (up)),~; tend vers —oo et u, = exp (In (un)) tend vers 0

B. Probabilités :

Pour tout n € N on note P, la fonction définie par

AP
P = e (N Y
k=0
pour tout réel A.

19. Pour n € N*, P, est produit de fonctions de classe C? donc P, est C? sur R.
Pour les dérivées des fonctions puissances, on distingue la puissance 0 dont la dérivée est nulle.

)\kl

Pl () = —exp( Zﬁ—i-exp Zk

[ n L i )\kfl
= exp(—A) T+ | réindexé h =k —1
— il P (k—1)!
n )\k n—1 )\h
[ £.5
k=0 " h=0

Fr() = —exp(=2) <—);:> +exp (—A) <_nAn_1>

Conclusion : | P}/ (\) = exp (=)
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20. Pour tout n € N* :

P,(n—=1)+ P (n—1) = exp(-n+1)
= exp(—n-+ 1)
= Pn,1 (n - 1)

Conclusion : | P, (n—1)+ P, (n—1) =

P,_1(n—1) (2)

21. Soit Q : R — R une application de classe C? sur R

(n-1)Q

(a) Pour tout n € N*, on calcule /
1

n—

" (t) dt par intégration par parties :

avecu(t)=(n—t): v (t)=—-1:2"(t) =Q" (1) : v() Q' (t) avec u et v C' (car Q est C*)
Qn—1)+Q (n—1)+ "(t)dt
= Q(n—1)+Q’(n—1)+[(n—t)Q’(t)]Z_l—/nl—Q’(t)dt
= Qn-1)+Q@(n-1)+0-Q (n-1)+[Q1);_,
= Qn-1)+Q((n)—Q(n—1)
= Q(n)
Conclusion : |Q(n) =Q(n—1)+Q (n—1) + /nl (n—t)Q" (t)dt (E)

P,(n)—P,—1(n—1)

Anfl

et comme P/ () = exp (=) o

P,(n—1)+ P (n

/n (n—t) P! (t)dt
n—1

En appliquant (E) & Q = P, (qui est C?) et la relation du 2) on trouve, pour n € N* que

(n—t) P/ (t)dt

o+ [0

(n—1)] d’apres (2)

(A—=mn) <0 pour tout 0 < A < n et que n — 1 < n (bornes)

alors / (n—t)P/(#)dt <0et P,(n)—P,_1(n—1)<0
n—1

Conclusion :

la suite (Pn (n))nz

, est décroissante (et méme pour n > 0)

et avec () = P,_1 on obtient

Pn—l (n)

avec P,_1 (n — 1) dans lequel on fait apparaitre P,,_o (n —

Pn,1 (TL — 1)

Poi(n—=1)+P,_(n—1)+ /nl (n—t)exp (=)

Poy(n—=1)+P,_;(n—1) cart — (n —

—(n—1)

e

P,_o (TL— 1) +e

—(n—

Paan=D+ P -+ [ -0 PL 0

tn—2
e
1) >0 sur [n—1;n]

1), terme précédent de la suite

Cin n—1 n—1
4o 1)((n_)1)!
1) (n— 1)n_1

(n—1)!
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et d’autre part d’apres 1)
y(n=1"

P/
n—1)!

n—1 (TL - 1) = _6_(n_1

et il reste donc
P, (TL) > Py2 (n - ]—)

Conclusion :|la suite (P,_1 (n)),~, est croissante

22. Pour tout n € N* :

n nk n—1 nk
P = Ps) = Y e Y
k=0 k=0
= e_nﬁ
n!
= U’I’L

Conclusion : ’ Pour tout n € N*: P, (n) — P,—1 (n) = uy, ‘

Or on a vu que (uy),~, tendait vers 0 en 400, que (P, (n)),~, était décroissante et (P,—1 (n)),>;
était croissante.

Conclusion : | (Py (n)),>; et (Po—1(n)),>; sont adjacentes.

On considére dorénavant Z une variable aléatoire réelle de loi de Poisson de parameétre n € N*.

23. On a
(Z_"gg = (Z<n)

n

= U (Z = k) disjoints et

7 —
Conclusion : | P ( \/ﬁn < 0) = P, (n)

Or Z -considérée comme somme de P (1) indépendantes- centrée réduite converge en loi vers N (0, 1)

Z — Z —
Et comme E (Z) = n et V(Z) = n alors la centrée-réduite est Z* = "ot p ( \fn < 0) —

Vn n

Conclusion : | (P, (n)),~, converge vers B

24. Comme (P (n)),>1 et (Po—1(n)),>; sont adjacentes, elles convergent vers la méme limite.

1
Conclusion : | (P, (n —1)),,5; converge également vers 3

25. Comme la suite (P, (n)),~, est décroissante elle est minorée par sa limite.
Comme la suite (P, (n — 1)), est croissante elle est majorée par sa limite.

1
Conclusion : | pour tout n € N*: P, (n — 1) < 3 < P, (n)
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1
26. On a déja vu que P, (n) =P (Z <n) > 3

Et comme Z ne prend que des valeurs entieres,

(Z<n) = (Z<n-1)
n—1
(Z =k) donc
k=0
n—lnk
_ o —n
P(Z<n) = Zk!e
k=0
= P,(n—1)
1 .
Et P,(n—1) < 3 < P, (n) se traduit donc par
1
P(Z<n)§§§P(Z§n)

ce qui est la définition de
Conclusion :|n € M (Z)

27. On admettra finalement que M (Z) = {n}
Ici la moyenne est une (la) médiane de Z.
La stratégie qui consisterait a choisir A = 0 ne ferait rien gagner en moyenne a la société. (une mutuelle)
Et la probabilité que les primes dépassent les cotisation (et donc de devoir recourir aux fonds de

réserve) serait de 7

. Partie IV : Inégalité maximale de Lévy

Soit J un entier strictement supérieur a 1. On considere J variables aléatoires mutuellement indépendantes
X1, ,X;. On suppose que pour chaque entier j tel que 1 < j < J, la variable aléatoire X; suit une loi de
Poisson de parametre entier non nul £ et on définit Y; = X; — k. On pose enfin pour tout entier 7, tel que

1< < J: A
K]

S-3
j=1

28. pour tout entier i tel que 1 <4 < J,

J
(Sy=8i<0) = | Y (X;-k) <0

j=it1
et de méme pour l'inégalité large.
Et comme les (X;) sont indépendantes, Z = ZJ: X; = P ((J —1)k) donc II1.B.8)nous donne que
j=it+1
P(Z<(J—i)k) < %SP(Zg (J —i)k) donc
P(S)-Si<0) < 5 <P(S;-8<0)

Conclusion : |0 est une médiane de Sy — .5;
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Soit  un nombre réel positif. On considere

QO = {llél]aSXJSj < ﬂ;‘} et Ql == {Sl < QZ}

puis pour tout entier i tel que 2 <4 < J, on note

Q=<max S; <z, N{S >z
' {1<j<z' 7= } {85 > o
29. On montre que les (€2;), sont deux & deux incompatible et que leur réunion est I’événement certain.

Pour i € [1, J] on interpréte :

<1H<1a§ S; < ;1:) est 'événement "pour tout j de [[1,4]] on a S; < '

<j<i

€); est I'événement "la premier indice j pour lequel S; dépasse x est "

S’il existe, cet indice est unique, d’ott I'incompatibilité des (€2;), deux & deux.

et Qg est I'événement "aucun des S; ne dépasse z”.

Donc, ou bien €y est réalisé, ou bien I'un des €2; I'est.

Conclusion : (Qi)ie[[o J)) constitue bien un systeme complet d’événements

30. Soit i entier tel que 1 <i < J
Si {S;—S; > 0}NKQ; alors S; est le premier qui dépasse x et Sy est plus grand que S; donc S; dépasse
.
Alors {S; >z} Ny
Conclusion :’{SJ—Si >0}NQ; C{S;>z}nNy
31. Préliminaires :
Onadonc P({S;>z}N;) >P({S;— 5 >0}NQ;) pour tout 1 <i < j
Et {S; > 2} N Qg impossible donc P ({S; > 2} NQp) =0

Les (£2:) ¢, formant un systeme complet d’événements,
n
P(Sy>z) = Y P(S;>zn)
i=0
n
= 0+) P(S;>2n)
i=1
n
> > P({Ss—Si=01n)
i=1
32. L’événement S; — .5; est fonction des variables aléatoires X; 41, -+, X .
Pour i > 1, Q; est un événement défini a partir de Xy, -+, X;

Donc ©; est indépendant de {S; — S; > 0}
33. On a alors

P(SJ >.’L‘) > ZP({SJ_Si ZO}QQZ)
i=1
d’apres le 4) donc et
P({SJ—SZ‘ ZO}QQZ) :P(SJ—SZ‘ > O)P(QZ)
d’apres le 5).
Avec

—_

P(SJ—Sz‘ZO)Z§

car d’apres 1), 0 est la médiane de S; — S; et

Q; = {maxASj gm} N{S; >z}

1<j<i
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34.

donc

P(SJ>$) >

vV
N =
o)
/\ DN | =
3
E
g
\ <
U)
IN
8
—
D
~—
n
V
S
——
N——

n
Enfin U {max S; < x} N{S; > x} est I'événement

1<45<4
=1 Y

"au moins un des (S;) ic(1,5] dépasse x" qui est aussi

<1I£1]a<XJS > x| car le max est donné par un des (Sj)je[[LJ]]

Conclusion : | 2P (S; > x) > P < max S; > JJ)
1<5<J

Reprenons la modélisation de la partie I et soulevons le probléme suivant

La valeur k que nous avons supposée connue et constante doit étre dans la réalité estimée par la compa-
gnie d’assurance a partir de son expérience passée. Elle est donc dans la réalité entachée d’incertitude
et susceptible d’augmenter a mesure que le temps passe et que les clients vieillissent.

Pour se prémunir contre ce phénomene, il est donc utile d’observer année apres année le nombre de
déces effectifs et de se doter d’un moyen de décider si on est face a une dérive "anormale" du nombre
annuel de décés ou pas (afin de pouvoir agir par exemple en augmentant le montant de la prime
d’assurance).

Notons X; le nombre de déces observés durant la 1™ année d’un exercice qui en compte 5. On observe
chaque j™¢ année la valeur prise par la variable aléatoire S;.

On suppose que k = 10 (la premiére année ?)

Si on constate apres la quatrieme année d’exercice que 121;12{4 S; prend la valeur 15 alors I'un des S; a
pris cette valeur.

Quelle est la probabilité quun tel événement survienne ? Qu'un des S; soit supérieur a 157
J
On peut approcher Z X; < P (jk) centrée réduite par N (0,1).

i=1
Donc

P(Ss>14) = P(i —]k>14>

o (ThaXi gk
- 7w
5!

(m”)

2 (avec k =10 et 2-40 = 80 < 14*> = 196 )

IN

. 14 S 14 -
Vik T Vak

S X, —jk 14 Y, X, — gk
donc L >—|Cc|==E—>2
< Vik Vik Vik
Finalement, P (S; > 14) < P (T > 2) < 2,5%

Donc la probabilité pour chaque S; d’atteindre 15 est de moins de 2,5%

et la probabilité que I'un des 4 atteigne une telle valeur est de moins de 4 - 2,5% (formule du crible)Il
est donc ici tres probable qu'un glissement ait eu lieu dans les probabilité de déces.
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